IST - Algebra Linear - 2° semestre 2018/2019

Sistemas lineares e matrizes (resolugao)

. 4 =2 | 5 4 =2 | 5 . - .
1. (i — . Logo, o sistema nao tem solucao
(){—6 3 |1]3L1+L24L2[0 0 |%} : ‘
(é impossivel). C'S = @.
]2 3] 1 2 3 | 1] {2x+3y:1 {x:2
ii — Logo,
( ) |: 5 7 | 3 :| 7%L1+L2HL2 |: 0 _% ‘ % _%y = % Y= -1

A solugao geral do sistema é C'S = {(2,—1)}.

o [2 4] 10 2 4 | 10 B B
(iii) {3 6 | 151_3L1+—L>2_)L2l0 0] 0 ].Logo,2x+4y—10<:>x—5—2y.

A solugao geral do sistema é C'S = {(5 — 2y,y) : y € R}.

2 1 -3 | 5 2 1 -3 | 5
v) |3 -2 2 | 5| — 0 -7/2 13/2 | —5/2|  —
5 =3 —1 | 16 | 2lvtlemla g _q1/2 13/2 | 7/2 | “wletlemls
—SIL1+Ls—Lsg
2 1 -3 | 5
C— 0 —-7/2 13/2 | —5/2
Trletls=ls | g 0 —26/7 | 52/7
20 +y—32=5 =1
Logo,{ —iy+ 22=-5 & ¢ y=-3 Asolugio geral dosistemaée C'S = {(1,-3,-2)}.
—2—762:% z=—2.
12 3 |3 1 2 3] 3 1 2 3| 3
v)| 23 8 | 4 s 0 -1 2 | -2 — 0 -1 2 | -2
3217 | 1] it o —a 8| 8] TR0 0 0 | 0
r+2y+3z2=3 r=—-Tz—1
Logo’{—y+2z——2 <:>{y—22—|—2.
A solucao geral do sistema é C'S = {(—7z — 1,22+ 2,2) : z € R}.
2 3 -2 |5 2 3 -2 | 5
(vi) | 1 -2 3 | 2 . 0 —7/2 4 | —1/2 .
4 —1 4 | 1| btz g 7 g | g | Herhemhs

—2L1+L3—L3



2 3 -2 5

s 0 —7/2 4 | —1/2
—2Lo+L3—Ls 0 O O | —8

Logo, o sistema nao tem solugao (é impossivel). C'S = &.

1 5 4 —13 | 3 1 5 4 -13 | 3
(vii) [ 3 -1 2 5 | 2 — 0 —16 —10 44 | -7 | —
2 02 3 —4 | 1] oiterirlg 8 5 22 | —p | alethels

1 5 4 -—13 | 3

o 0 —16 —10 44 | —7
_§L2+L3—>L3 O 0 0 0 | _%

Logo, o sistema nao tem solugao (é impossivel). C'S = &.

0 0 2 3 | 4 2 2 -5 2 | 4
(viii) 2 0 -6 9 | 7 . 20 -6 9 |7 .
2 2 =5 2 | 4 LiLs 00 2 3 | 4| -LitLe—Ls
0 100 150 —200 | 50 | sgla—=la | O 2 3 —4 | 1
2 2 -5 2 | 4 2 2 -5 2| 4
. 0 -2 -1 7 | 3 . 0 -2 -1 7 | 3 .
—LitLo—Ly | 0 0 2 3 | 4| Letlu—Ls | 0 0 2 3 | 4| —Ls+Ls—Ls
0 2 3 -4 |1 0O 0 2 3| 4
2 2 -5 2| 4
. 0 -2 -1 7 1] 3
—Lg+Ls—Ls | 0O 0 2 3 | 4
(0 0 0 0] O
1 %—9:54
2I1—|—2ZL’2—5$3+21’4:4
Logo, —2x9 —x3+ Txy =3 & xgz%m—%
21‘3+3I’4:4
T3 —%$4+2

A solugao geral do sistema é dada por

19 17 5 3
= — =95, —85——,—=5+2 : R;.
CS {(2 93,45 5 23+ ,s) s € }

2 3 | 3 1 -2 | 5
(ix) |1 -2 | 5 P 2 3 | 3 rdr
32 | 7] e | 7] e



1 -2 | 5 1 -2 | 5
e o 7 | =7 L, o 7 | =7
Cenira-n L0008 | =8 ] TFERTE L0 0 |0
Logo, { (;y_ Zy? { m:_l. A solugao geral do sistema é C'S = {(3,—1)}.
12 -13] 3 12 -1 3 | 3
x)[2 4 4 3] 9 — 00 6 -3 [3)  —
36 —18 | 10| 5 27200 2 —1 | 1] shetlela
12 -1 3 | 3
— 00 6 -3 |3
“shetla=ls | g g 0 0 | 0

rT+2y —z+3w=3 xz—?y—gw—l—%
Logo’{6z—3w:3 @{z:%w—l—%.

A solugao geral do sistema é C'S = {(—2y — gw + %, v, %w + %, w) Sy, w E R}.

1 2 -3 a
2.a)Sejam A= |3 —1 2 | eBpc.=10b
1 -5 8
1 2 =3 | a
[A| Bapel=13 -1 2 | b e
1 =5 8 | | ol
1 2 -3 | a 1 2 -3 | a
. 0 -7 11 | b—3a — 0 -7 11 | b—3a
—_35/11_:‘5132:2132 0 —7 11 ’ c—a —Lo+L3z—Ls 0 0 0 | c—b 4 %

Para que haja solugao é necessério que car A = car [A | B,y], isto é, é necessdrio que

c—b+2a=0.
1 -2 4 a
(b) Sejam A= | 2 3 —1|eBupe=|D
3 1 2
1 -2 4 | a
[A | Ba,b,c] - 2 3 —1 | b SN
—2L1+Lo— Lo
31 2 | ¢ —3L14+Ls—Ls
1L -2 4 | a 1 -2 4 | a
— 0 7 =9 | b—2a — 0 7 -9 | b—2a
Germelo o7 10 [ e=3a ] PR o 0 1 | e-b-a



Como car A = car [A | Buy, este sistema tem solugdo para quaisquer valores de a, b, c.

101 1 01| 1 10 1 | 1
3. SendoA=|1 1 0 |,temse[A|B]=|1 10| -1|—=(01 -1 | =2
a 01 a 01 | 1 00 1—-a | 1-«
usando o método de eliminacao de Gauss. O sistema tem solug@o unica se e s6 se car A =

3 =car[A | B], isto ¢, se e s6 se a € R\ {1}.

1 0 1
4. Sendo A = L0 a , tem-se

a 0 «

-1 0 -1
1 0 1 | 1 1o 1 | 1

=10 a | 41 00 a+l | 0

AIBI=1 0 0o a | 1| Z]o0 0 | 1-al

-1 0 -1 | -1 00 0 | 0

usando o método de eliminagao de Gauss.
Se a € R\ {1} entao car A = 2 < 3 = car [A | B] e assim o sistema é impossivel.

Se aw = 1 entdo car A = 2 = car[A | B] e assim o sistema ¢é possivel e indeterminado
tendo por solucao geral:

{(1,9,0) 1y € R}.

5. a) Usando o método de eliminagao de Gauss, tem-se

14 2 | 10 1 4 2 | 10 1 4 2 | 10
272 |2| — o-1 -2 | 0| — f0o-1 -2 |0
15 a | 10 2000202101 a=2] 0™ 0 0 a4 0

Se o # 4 entao o sistema é possivel e determinado, existindo uma tnica solugao. Se
a = 4 entao o sistema é possivel e indeterminado, existindo um n° infinito de solucoes.

b) Para oo = 4, tem-se o sistema de equagoes lineares

r+4y+22=10 o r =10+ 62
—y—2z=0. Yy = —2z.

A solugao geral do sistema é dada por: C'S = {(10 4 6z, —2z,2) : z € R}.

1 -1 0 | -1 1 -1 0 ‘ -1
6. [A|Bl=|a 0 -1 | -2 — 0 a -1 | a—2 —
0 o 1 | 1 —ali+La—La 0 o 1 | 1 —Lo+L3— L3
-1 0 | -1



O sistema ¢é possivel e indeterminado se e s6 se car A = car [A | B] < 3 (= n° de colunas de
A) seesésea=1. Sea =1 entdo a solucdo geral é: {(z —2,z2—1,2): z € R}.

N (12 a 1
7. (1)SejamAa—{2 a 8}63—[31.

—
—2L1+Lo— Lo

120z|1]

[AO"B]:[QQ8|3 {1 2 a |1

0 a—4 8—2a | 1

Se o # 4 entao car A, = car[A, | B] = 2 < 3 = n° de incégnitas do sistema. Logo o
sistema é possivel e indeterminado, tendo-se

2

a_4—(04+4)z

r=1-—

{ rT+2y+az=1
=

(a—4)y+(8—2a)z=1
+ 2z.

y:a—4

A solugao geral deste sistema é entao dada por

2 1
CSa—{(1—@_4—(a+4)z,a_4+2z,z) .ZER}-

Se ov = 4 entdo car A, < car[A, | B]. Logo, o sistema nao tem solugao (é impossivel).

=1 =9
CS, =w@.
a 11 (1 a 11| 1
(i) Sejam A, = | 1 a 1 | eBy=| a |. [Au|Bd=|1 a 1 | «a —
1 1 « | o? 1 1 a| o faks
1 1 a | o 1 1 a | a?
— |1 a1l | « — 0 a—1 1—-a | a—a? o
bl g v r | | ST o 1 1-a? | 18 | e
1 1 a | o?
e 0 a—1 -« | a(l—a)
el g 0 1—a)(a+2) | (1+a)(1—a?)

Se a = 1 entdo car A, = car[A, | B,] =1 < 3 = n° de incégnitas do sistema. Logo o
sistema € possivel e indeterminado, tendo-se  + y + z = 1. A solugao geral deste sistema é

entdo dada por C'S; = {(1 —y — 2,y,2) : y,z € R}.

Se a = —2 entdo car A, < car[A, | B,]. O sistema nao tem solugdo (é impossivel).

=2 -3

CS_,=0.



Se a # 1 ea# —2entdo car A, = car [A, | B,] = 3 = n° de incégnitas do sistema. Logo
o sistema é possivel e determinado, tendo-se

T +y+az=a? r=—(a+1)/(a+2)
(a-Dy+(1-a)z=a(l-a) & y=1/(a+2)
I-a)(a+2)z=1+a)(1-a?) 2=(1+a)"/(a+2)
A solucgao geral do sistema é entao dada por
s, - _a—i—l’ 1 ,(1—1—04)2 |
a+2 a+2 a+2
1 1 « [ 2 11 o | 2]
(iii) Sejam A, = | 3 4 2 |eBy=|a |. [Au|BsJ=13 4 2 | « e
2 3 -1 1 23 -1 | 1) Sk
11 oY |2 11 oY |2 ]
— 01 2—-3a | a—6 — 01 2—-3a | aa—6
im0l —1—2a | =3 | TR0 0 340 | 3-a ]

Se o« = 3 entdo car A, = car[A, | B,] = 2 < 3 = n° de incégnitas do sistema. Logo o
sistema é possivel e indeterminado, tendo-se

{x+y+32:2 r=5—10z

y—Tz=-3 y=—3+T7z.

A solucao geral deste sistema é entao dada por

CS; ={(5—10z,—3+7z,2) : z € R}.

Se a # 3 entao car A, = car [A, | Ba] = 3 = n° de incégnitas do sistema. Logo o sistema
é possivel e determinado, tendo-se

r+y+az=2 r =6+ 3a
y+(2—-3a)z=a—-6 ¢ y=—-4-2a
(-3+a)z=3—a z=—1.

A solugao geral do sistema ¢é entao dada por

CSy ={(6+3a,—4 —2c,—-1)}.

8. (i) Sejam
1 4 3 10
Aa=127 =2| e By=|10
15 « 6]



14 3 | 10
Ao |Bsl=|2 7 -2 | 10 .
—2L1+Lo—Lo
15 « ‘ B —Li+L3—L3
1 4 3 | 10 1 4 3 | 10
— 0 -1 -8 | -10 — o -1 -8 | =10
—2L1+Lo— Lo Lo+L3—L3

st lo 1 o a=3 ] B-10 0 0 a—11 | S—20

Se a =11 e f = 20 entdo car A, = car[A, | Bg] =2 < 3 = n° de incdgnitas do sistema.
Logo o sistema ¢ possivel e indeterminado, tendo-se

r+4y+32=10 o r=—30+ 29z
—y —8z=—10 y =10 — 8z.

Se a =11 e § # —20 entdo car A, < car[A, | Bg]. Logo, o sistema nao tem solugao (é
— ——

=2 =3
impossivel). C'S, 3 = 2.

Se a # 11 entdo car A, = car[A, | Bg] = 3 = n° de incégnitas do sistema. Logo o
sistema é possivel e determinado, tendo-se

r+4y + 32 =10 r=— (30 — 295 + 250) / (av — 11)
—y —8z=—10 & < y=(10a — 88 +50) / (aw — 11)
(a—11)z=—20 z=(—-20)/(a—11).

A solucao geral do sistema é entao dada por

o 30a — 298 + 250 10a — 83 + 50 3 — 20
h = a—11 T a—11 a-11/)["

a 1 -1 «a |
AaB=|1 -2 2 1 |

a 1 -1 « 0
(ii) Sejam A, = | 1 —2 2 1 eBz= |1
0
1
1 -1 1 a+1 | 8

1 -1 1 a+1 | B
Povnvstll B N B (it
rols 1 -1 a | 0] fptete

7



1 -1 1 a+1 | B
:aLEikLLz;IZi 0 ao+1 —a-—1 —a2 | —CYB (a+1)La+L3—L3
1 -1 1  a+1 | 3
(@tD)le+Lls=Ls | o g (—2a—1)a | a=2a8+1-0

1
Sea#0ea# . entdo car A, = car [A, | Bg] =3 < 4 = n° de incégnitas do sistema.

Logo o sistema é possivel e indeterminado, tendo-se

a 2
r—y+z+(a+Hhw=, I:—%—l—%—g
—y+z—aw=1-p0 & y:z_;‘;ll_l
20 — = 20 — _ __atl B
(20—l oaw=a+14+(-2a—-1)p w_(—2a+—1)a+5'

A solugao geral do sistema é entao dada por

1 1)? 1 1
’ 200+ 1 (—2a—1)a « 200+ 1 (—2a—1)a «

Se a =0e¢ [f =1 entdo car A, = car [A, | Bs] =2 < 4 = n° de incdgnitas do sistema.
Logo o sistema ¢é possivel e indeterminado, tendo-se

r—y+z+w=1 r=1—-w
{—y+z=0 <${y:&

A solugao geral deste sistema é entdo dada por CS, 5 = {(1 —w, z, z,w) : z,w € R}.

1
Se (@ =0 1 — - entdo car A, < car|A, | Bs]. Logo, o sist 50 t
e (a e #£1)oua 5 entdo car car [A, | Bs]. Logo, o sistema nao tem
=2 =3

solucao (é impossivel). CS, 3 = @.

2z4+aw =7
9 r+y+z+3w=1
' 20 +2y +2+w=2
r+y +32+ 14w =141
00 2 « 6]
: 111 3 1
Sejam A, = 9 9 1 1 e Bg = 5
113 14 4
002 a | p
1113 |1
Aol Bl = 9 9 1 1 | 2| 5o,
113 14| 4



22 1 1 | 2 1113 |1
1113 |1 221 1 | 2
—_— — —
oLy | 00 2 a | B el |0 0 2 a | B | —2Li+Ly—Ls
113 14| 4 113 14 | 4| “Ia+la—la
11 1 3 |1 111 3 |1
. 00 -1 5[0 |00 -1 -5 [0
—2Li+Lo—Ly | 0 0 2  a | B | 2Lotis—Ls | 0 0 0 a—10 | B | LieL
“itlimLa |0 0 2 11 | 3 |2tla=Lalg 0 0 1 | 3
11 1 3 |1 11 1 3 | 1
oo -1 5 o0 . 00 -1 —5 | 0
L, | 00 0 1 | 3 | —(a-10)Ls+Ls—Ls | O O O 1 | 3
00 0 a-10 | 8 00 0 0 | —3(@—10)+8

Se =3 (a — 10) entdo car A, = car [A, | Bg] = 3 < 4 = n° de incégnitas do sistema.
Logo o sistema é possivel e indeterminado, tendo-se

r+y+z+3w=1 r="7—y
—z—5w =10 &9 z=-15
w=3 w = 3.

A solugao geral deste sistema ¢ entao dada por C'S, 5 = {(7 —y,y,—15,3) : y € R}.
Se B # 3(aw—10) entao car A, < car[A, | Bs]. Logo, o sistema nado tem solucao (é
~—— S

=3 =4
impossivel). C'S, 3 = 2.

10. Usando o método de eliminacao de Gauss, tem-se

1 2 3 \ 0 1 2 3 ] 0
3 2 1 \ 4 - 0 —4 -8 | 4 -
_]_ 2 5 | _4 —3L1+Lo—1Lo 0 4 8 | _4
a 2a 3 | 0 _iﬁﬁﬁl 0 0 3(1—-a) | O
1 2 3 ] 0
- 0 —4 -8 ] 4
0 0 3(1—a) | 0
0 O 0 | 0

(i) O sistema ¢ possivel e determinado se e s6 se a € R\ {1}.



r+2y+32=0 {x:z—i-Q

(ii) Para a = 1, tem-se o sistema de equagoes lineares { dy— 84 y— 22— 1.

A solugao geral do sistema é dada por: CS = {(z +2,—2z—1,z2) : z € R}.

11. (i)
1 0 a | 0 1 0 a | 0
2 1 a | -1 B 0 1 3a | -1 B
1 —a 0 | «a |20+4Lo—L | 0 —a «a | «a | aLotls—Ls
0 1 3« | —1 Litls—Ls 0 1 3« ‘ -1 —Lo+Ls— 1Ly
-1 0 o' | 0
0 1  3a | -1
H
alo+Ls—Ls | 0 0 a(l+3a) | 0
“htlasLi | 00 0 | 0

O sistema ¢ possivel e determinado se e s6 se car A = car [A | B]) = 3 (= n° de colunas de
A) se esésea € R\ {—%,O}. Se a = —% entdo a solugao geral é: {(—%z,z — 1,z) 1z € R}.

r=1
12. (i) Por exemplo: ¢ y =1
z=1

(ii) Sejam x =t, y =1 — 2t e z = 1. Tem-se entao o seguinte sistema:

2 +y=1

z = 1.

(iii) Sejam x =1+tey=1—1t. Logox +y=2.

(iv) Sejam x = 3t, y = 2t e z = t. Tem-se entao o seguinte sistema:

r—32=0

y—22=0.

(v) Sejam z =3t —s,y=t+2s—1ez=s5—2t+1. Logo s = 3t — x e assim

y+2x+1

y=t+2@Bt—z)—-1=Tt—-2x—-1&t= -

Deste modo:
y+2z+1 3y—ax+3

_3
s 7 v 7

10



Com
S_Sy—x—i—S t_y+2x+1

e
7 7
Tem-se entao a seguinte equacao linear:
3y —x+3 2y—|—2x+1

1.
7 7 i

z=s5—=2t+1=

Isto é:
Sr —y+T7z=8.

(vi) Seja CS ={(1—s,8s—t,2s,t —1):5s,t € R}.
Sejamx=1—s, y=s—t, 2=2s, w=t—1. Umavezques=1—x e t=w+1,
tem-se entao o seguinte sistema linear nao homogéneo

y=1—oz—(w+1) N r+y+w=0
z=2(1—-x) 20+ 2 =2

r+y=1
(vii) Por exemplo:
r+y=0.
1 2 -4 2
13. Sendo A = o 4 | tem-se (A-5NHu=0« 5 _q|u=0suc {(s,25) : s € R}.
Logo

{u#0:Au=">5u} = {(s,2s) : s € R\ {0}}.

. a b a b 1 2 1 2 a b
14. Pretende-se determinar {c d} tal que {C d} {3 4] = {3 4} {c d]'

Tem-se entao
a-+2c=a-+3b

b+ 2d =2a + 4b - c:%b
3a+4c=c+ 3d d=a
3b+4d = 2¢+ 4d

. . 1 2 5 a b
As matrizes reais que comutam com [ 3 4 } sao da forma: [ %b — ;’b } ,coma,beR
15. Sendo x o n° de livros e y o n’ de caixas, tem-se Ty = z =57
T —8y=—T7 y = 8.

A solugao geral do sistema é {(57,8)}.

11



16. (i) Para que o gréfico da fungao polinomial p(z) = az® + bz? + cx + d passe pelos
pontos P, = (0,10), P, = (1,7), Py = (3,—11) e Py = (4, —14), & necessério que

p(0) =10
p(l) =7
p(3) =—11
p(4) = —14.

O que é equivalente a existir solucao para o seguinte sistema de equagoes lineares nas varidveis
a,b,ced:

d=10

a+b+c+d="7

27a 4+ 90+ 3c+d=—-11

64a + 16b + 4c + d = —14.

Ou seja:
d=10
a+b+c=-3
27a 4+ 9b 4+ 3c = —21
16a + 4b + ¢ = —6.

Atendendo a que:

1 11| -3 1 1 1 | -3
27 9 3 | -21 — 0 —18 —24 | 60 | —
16 4 1] —6 | wrir-r2 o —12 —15 | 42 | she—be
1 1 1 | -3 1 1 1 | -3
— [0 =3 -4 | 10 — 0 -3 —4 | 10 |,
slamle g —12 —15 | 42 | TRl o0 1 | 2
tem-se
a=1
=6
C =
d = 10.

(ii) Para que os pontos P, = (—2,7), P, = (—=4,5) e P; = (4, —3) pertengam & circunfer-
éncia de equacao 2% + y? + ax + by + ¢ = 0, é necessério que

(=2 +7+a(=2)+Tb+c=0
(=4)> +52 4 a(—4) +5b+c=0
42 4+ (=3 +4a+b(=3)+c=0.

O que é equivalente a existir solucao para o seguinte sistema de equagoes lineares nas varidveis
a,bec:

—2a+Tb+c = —53

—4a 4 5b+c=—41

4a — 3b+ c = —25.

12



Atendendo a que:

-2 7 1| -53 -2 7 1 | -53
-4 5 1| -] — |0 =9 -1 | 65
4 =31 | =25 | 2l o113 | 131
-2 7 1 | -53
L 0o -9 -1 | 65 :
olefls=ls 4 g 0 16/9 | —464/9
tem-se
a=—2
b=—4
c= —29.
. ! 3 <\ s s )
17. (i) [ -5 2] . = [—-2m — 1] (ii) Nao ¢ possivel.
. L
827 [ -3 2 4 L 3-2V5 5
(iii) =
1 -1 -3 Vv5 3] |8 2-v5 I
. 1 0] [ 0 -6] [2 2
SR I
1
[ 1 42 —3V2 22
(vii) 3 [4 -3 2] =
-12 3 -6
2 T2 -2 2vE
i) || -5 2(v2 -3]) =
1 -12 2 -6
8 1 T
1 1 T 1 o 3 !
s 03 10 3
(ix) |2 - % % 1
S I N A T I
5 13
[ -1 —18 ]
1 -1 0 2771 o 510
6 2 5 1 -3 —3 —< —16
7
| -3 3

13
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L Ly+Ls—Ls

o O O

o O O

(v) Nao é possivel. (vi) Nao é possivel.

o O O



10 L -3 0 -2 s 1 1
(xi) | -2 4 0 -1 —3 0 [=| R 3
_% 3 6 2 5 1 18 —10 —16 -3
1 -4 9 -16 0 2 3 4
. -1 4 -9 16 . -2 0 3 4
18. (1) 1 4 9 16 (11) 3 -3 0 4 ((lm’ = —Qj; <= Qj; = 0)
-1 4 -9 16 —4 —4 —4 0
11 1
o111 L2 3 o
coe § Z g . - -
@) g 11 ) 1y 1 3 4
000 = 3.2 1 4
1 « « 1 « «
19. (i) | —2 1 2 — 0 1420 2420 .
3 —2—a —1 ] %t |0 240 —1—3a | TR
1 « Q@
— 0 1420 2(1+a)
2Lo+L3—Lsg O 0 3+a
1 « « 1
Seja A, = | —2 1 2 1. Sea#—?)ea;é—g entao car A, =3 e nul A, = 0.
3 2—-—a -1
1 -
Sea=-3o0ua= —3 entao car A, =2 e nulAd, = 1.

: . 1
Assim, A, é invertivel se e s6 se @ # —3 e @ # ——, uma vez que é s6 neste caso que
2

car A, = n° de colunas de A,,.

2 o? —« 2 o? —«
G |2 1 1 — 0 1—-a? 1+a —
0 a?2—1 a+1 | 720 a2—1 a+1 | ek
2 a? —Q
— 0 I1-a)(l+a) 14«
fathamba g 0 2(a+1)
2 o? —Q
Seja A, = | 2 1 1 .Sea=—1lentaocar4, =1 e nul A4, = 2.
0 o?—1 a+1

Sea=1entaocarA, =2 e nulA4, = 1.

14



Sea#—1leaz#1entaocarA, =3 e nulA, = 0.

Assim, A, é invertivel se e s6 se &« # —1 e a # 1, uma vez que é s6 neste caso que
car A, = n° de colunas de A,.

-1 0 1 e -1 0 1 «
(iif) 0 1 -1 0 . 0 1 -1 0
1 0 —a® =1 | m+Ls—1s | 0 0 1—a)(l+a) a-—1
2 0 —2 —2|2tli=la| g 0 2(a—1)
-1 0 1 o
. 0O 1 -1 0 .
Seja A, = 10 —a? -1 | Sea=1entaocarA, =2 e nulA, = 2.
2 0 -2 =2
Sea=—-1lentdocarA, =3 e nulAd, = 1.

Sea#1lea#—1entaocarA, =4 e nul A, = 0.
Assim, A, é invertivel se e s6 se @« # 1 e & # —1, uma vez que é sé neste caso que

car A, = n° de colunas de A,,.

20. Existem 16 matrizes 2 X 2 s6 com 0 e 1 nas respectivas entradas. 6 sao invertiveis:
10 01 11 11 01 10
O 1{’[fro|’fo 1’1 o(’{1 1|1 1|

21. Seja (aij) € Mayo (R) tal que

Como
19 =3xX14+2x2=7T#8=3x2+2x1=ay

entao A nao é simétrica.

1 2 3 1 2 3
22. i) [0 1 1 — 011
12 3| g 0 0
1 2 3
Assim,sendo A= | 0 1 1 |,tem-secarA=2 e nulA=1. Pivots: 1 e 1.
1 2 3
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
G)|s5 6 7 8 — 0 -4 -8 —12 — 0 -4 -8 —12
9 10 11 12 | o/ o2l o =8 —16 —24 | 719 0 0 0
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1 2 3 4
Assim,sendo A= | 0 —4 —8 —12 |,carA=2 e nulA=2. Pivots: 1 e —4.

0 0 O 0
0 1 -1 1 1 -1 1 0
Gi) [ 1 -1 1 — o 1 -1 —
11 2 1P 1 2 1| et
1 -1 1 0 1 -1 1 0
— 0 1 -1 — 0 1 -1 1
—L1+L3—Ls 0 9 1 -1 —2Lo+L3—Ls 0 O 3 _3
1 -1 1 0
Assim, sendo A= | 0 -1 1 |,tem-secarA=3 e nulA=1. Pivots: 1,1 e 3.
0 _
1 3 -1 2 1 3 -1 2 1 3 -1 2
(iv) 0 11 -5 3 . 0 11 -5 3 . 0 11 -5 3
2 =5 3 1| —2m1403—15 | 0 =11 5 =3 | Lotis—15 | 0O O O O
4 1 1 5| #atla=la | g 11 5 —3 |fetl=la ]l g 0 0 0
1 3 -1 2
. 0 11 -5 3 .
Assim, sendo A = 9 _5 3 1 , tem-se car A =2 e nul A =2. Pivots: 1 e 11.
4 1 1 5
2 10 -6 8 —4 2 10 -6 8 —4
v) -1 -5 3 —4 2 L 0O 0 0 0 O
-2 —10 6 -8 4 |:2lftl=l2g g 0 0 0
Li+L3—Ls3

2 10 -6 8 —4
Assim,sendo A=| -1 -5 3 —4 2 |,carA=1 e nulA=4. Pivot: 2.
-2 —-10 6 -8 4

00
(vi) Seja A= | 0 0 |.carA=0, nul A= 2. Nao existem pivots.
00
(vii) Sendo A = (5] _; (2) , tem-se car A =2 e nul A=1. Pivots: 5 e 2.
36 9] 123 12 3
(viil) |24 6| — 246 — 1000
123|736 9] 222000
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3 6 9
Assim,sendo A= | 2 4 6 |,tem-secarA=1 e nul A =2. Pivot: 1.
1 2 3

2 1 -1 -2 -1 -2 -1 -2
| 2 45 s | 0 O o | 07
1 =2 | TR 2 el o =3 TE L 00
2 1
Assim, sendo A = 2 4 |,carA=2 e nulA=0. Pivots: —1 e —3.
1 =2
1 2 -1 3 2 1 2 -1 3 2
(x) 11 3 -2 -1 . 0o 3 2 1 1 .
2 7 -1 9 8 Li+Ly—Ly o 3 1 3 4 —Lo+Ls—Ls
_ _ —2L1+L3—L _ o Lo+Ls—L
3 3 -2 4 6 S 0 -3 1 5 —12 4 b
1 2 -1 3 2 1 2 -1 3 2
. 03 2 1 1 . 03 2 1 1
—Lo+L3—L3 0 0 _1 2 3 3Ls+Ls— Ly O O _1 2 3
Letla=Ls 1 0 0 3 —4 —11 00 0 2 =2
1 2 -1 3 2
Assim, sendo A = DR A tem rA =4enulA = 1. Pivots:
ssim, sendo A = 9 7 _1 g9 g |)temsecard=4enuld =1 Pivots
3 3 -2 4 -6
1,3,—1e?2.
1 0 1 1 0 1 1 0 1
23. (i) | -1 a « — 0 a a+1 — 0 o a+1
0 a 1|22l 1 | TR0 0 a
1 0 1
Seja A,=| -1 a a|.Sea#0entaocarA, =3 e nul A, =0.
0 a1

Sea=0entaocarA, =2 e nulA4, = 1.

Assim, A, é invertivel se e s6 se a # 0, uma vez que é s6 neste caso que car A, = n° de
colunas de A,.

-1 0 1 « -1 0 1 o
(i) 0O 1 0O . 0 1 0 0 .
3 0 «a 0 | 3L1+Ls—Ls 0 0 a+3 3« Lo+Ly—Ly
-1 —1 1 2 | Iitla—la 0 -1 0 2—«



-1 0 1 o
. 0 1 0 0
Lo+Ls—L4 0 0 a+3 3a
0 0 0 2 —«
-1 0 1 «
. 0O 1 0 0 -
Seja A, = .Sea=2o0oua=-3entao carA, =3 e nulAd, = 1.
3 0 a O
-1 -1 1 2

Sea#2ea# —3entao car A, =4 e nul 4, = 0.

Assim, A, é invertivel se e s6 se a # 2 e a # —3, uma vez que é s6 neste caso que
car A, = n° de colunas de A,.

1 -1 « 0
@iy | - > 40 .
1 —1 063 0 —L1+Lo—Lo
_ _ 2 —Li1+L3—L
1 1 a o 1 L11+L43_)L43
1 -1 o' 0
|0 a1 ~1-a 0
—Li+Le—L | 0 0  a(a—1)(a+1) 0
—L1+Ls—L —
Jitlala | 00 0 (@—1)(a+1)
[ -1 0 1 «
. 0 1 -1 0 N
Seja A, = 10 —a2 -1 |- Se o =1entdao car A, =2 e nulA, = 2.
2 0 -2 -2

Sea=0entaocarA, =3 e nul A4, = 1.
Seaa=—1lentaocarA, =1 e nul A, = 3.
Sea=1entaocar A, =2 e nul A, = 2.
Sea#0ea#1lea# —1entaocar A, =4 e nul A, = 0.

Assim, A, é invertivel se e s6 se @ € R\ {—1,0,1}, uma vez que é s6 neste caso que
car A, = n° de colunas de A,.

121100 1 2 1] 1 00
2. 406010 — 0 -82] 410 —
18100 1| 02020 6 0] -1 0 1] aktets
1 2 1] 1 00 1 2 1| 1 00
o 0 -8 2| 410 — [0-82]-410 —
ZL2+L3—>L3 0 0 % ‘ —4 % 1 §L3—>L3 0 0 1 | _% % % :2533—:“111112:52



- 11 12 11 12
1 2 0 I a4 1 2 120 I 3 T2 3
— 0 80| 2 0 -3 — 0101 —§ 0 ¢ —
—2L3+Lo— Lo —éL2—>L2 —2Lo+L1—IL4
“hetha—h | 8 1 2 | 8 1 2
L0 0 1| =5 3 3 001 ] -3 3 3
100 ] 4 —5 -1 4 -1 -1
-1
| 121
1 1 _ 1 1
—2[o4L1—
2 1 1 | 1 8 1
8 1 2 8 1 2
(001 | 32 3 32 3
.s ™
(i) Paraa¢k§, (keZ)
cosaw —sena | 1 0 cos’a —cosasena | cosa 0
— —
sena  cosa | 0 1| osa)ri—L; | sen’a  senacosa | 0 sena | LotLi—L
(sena)La— Lo
1 0 | cosa sena
— 9 —
LotLi—Ly | sen®a senacosa | 0 sena | (—sen?a)Li+La—Ls
1 0 ] COS (v sen «
— 2 2 -
(~sen?a)Li+Ly—Ly | 0 senacosa | —sen’acosa sena(l—sen’a) | 1 g, g,

1 0| cosa sena 0
. N —
) —L>2_)L2 [ 0 1 | —sena cosa } ote que sen o cos @ # 0 para todo o o # k2,
(ke Z).
cosa —sena | cosa  sen T
Loo{ ] :{ ],paratodooa;«ék—,(kEZ)
senqa  Cos« —sena  Cos« 2

Se av = g+2k:7r, (kez),
cosa —sena ] 0 [0 =17 [0 1] [ cosa sena
senqa  Cos 1 0 | -1 0| | —sena cosa |’
Se a = 2km, (k € Z),
cosa —sena | 10 ! (1 0] cosa  sena
sena  COS 101 |0 1] | —sena cosa |’
Se o =+ 2km, (k € Z),
cosa —sena | -1 0 ! -1 0 | cosa  sena
senqa  cos 0 -1 | 0 —-1| | —senaa cosa |-
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Sea:%r—l—%’w, (keZ),

cosa  —sena _1_ 0 1 _1_ 0 —1|
sena oS | =10 |1 0 |
Logo, para todo o a € R
cosa  —sena 71_ cosa  senq
sena  Cos | —sena cosa |’
(iii) Seja k # 0.
E0OO0OO0O ] 1000 E 0O 00| 1
1500|0100 0k 00| —1
H 1
01 k0]0010| 1 0L10] 0
001k |[000T1]| irery [00 2 1] 0
%L4—>L4
10001 X 0 00
. 0k O0OO0O]|] - 1 00 .
—k%L2+L3—>L3 00 } 0 | ]%3 _% % (1) —+L3+Ls—Lyg
%L1—>L1 0 0 % 1 | 0 0 0 % %L2—>L2
1000 | % 0 0 0]
0100 | —k% % 0 0
Y 0010 &% —-L L o
—2Ls+La—1Ly k31 1k2 k 1
%L2*>L2 0 001 | > w5 — 22 L
k0o 0] L9 0 0]
1 kK 0 0 — L 2 0 O
— 2ok
Logo 15 1 & o Lo—L 1 9
oot w] | E
[ & 2 2 & [ 5 2 2 -8
2 £ &£ 2 1 2 -7 6 2
(iv) 2 6 72 T
[~ B 3 15 |8 2 2 5
5 2 2 -8 | 100 0] [ 2 6 -7 2
|
2 -7 6 2 | 0100 2 =7 6 2
| —
2 6 -7 2 |0oo01o0|"™ 5 2 2 -8
|
| -8 2 2 5 | 0 00 I | -8 2 2 5

20

COS v
—SsSena Cos«

o O = O

sen «

Ox= O O

T~ O O O

|

—_—
- 1%2 Lo+L3—L3
+L1—Ly
0
0
—_—
O —L1+Lo— Lo
*%Ll +Ls—L3

411+ La— Ly

1



—_—
—Li+La—Lo>

—5I1+Ls—Ls
Al1+La— Ly

—
—Lo+L3—L3
2Lo+La— Ly

3Li—Ly
— L Ly—Lo
2 L3—Ls
H5La—Ly -

—_—
—L4+L1—Ly
2L4+L3—L3

—
L3+Lo—Lo

%L3+L1—>L1

Logo

100 1 0
|01 -1 0
| —
5 —La+L3—L3
| 1 O ) 0 2Lo+La— L4
00 4 1|
0 O 1 0]
0O 1 -1 0
—
1
1 -1 =3 0| h
—15La—Lo
2
< L3—L
0 2 2 1| w2
- ﬁL4—>L4
1 _
0o L o0
1 1
“i5 1 0
—
2 3 0 —L4+L1—Ly
13 13 2L4+L3—L3
2 2 1
13 13 13
_2 9 _1
13 26 13
1 1
~i5 13 VU
—
2 1 2 Ls+Lo—Lo
13 13 13 ILs+L1—Ls
2 2 1
13 13 13
8 6 7 B
2 2
—
1 2 —3La+L1—1In
13 13 00
2 1
3 13 J 1 00
[ 5 2 2 —8]
2 =7 6 2
— | L
- 13
2 6 -7 2
-8 2 2 5




=13

)

—
Li+La—Lo>
Li+L3—Ls3

—2L1+Lg— 1Ly

—
Lo+L3z—Ls3
—Lo+L4s—Ly

Ls—Ly

[

& 0 1 220
2 2 2 1 2 2
1—13%:2212
= 5] 0221
4 5] [2
0 —3 -1 2
_1
1 -1 11 o
2
-1 1 | 1 -1
1 | 100 0]
—1;0100
| —
~1 ] 00 1 0]"nH
2;0001_
-1 -1 2 | 000
1—11{010
—111}001
11—3}100
-1 -1 2 | 0 0 0
1—11;010
002{011
02—4;1—10
-1 2 |0 0 0 1
—11I0101
2-4}1—10—3
02}0112

—
1 Lo+L3—L3
—Lo+Ls—Ly

La«—Ly

-3

—
2L4+L3— L3

—1L44+Ly— Ly
—L4+L1—1L1

—
Li1+Lo— Lo
Li+Ls—L3

—2L1+La— Ly



1 -1 =100 -1 -1 -1
|
01 -1to0o]o0o t —L o0
Lo | —
2L4+L3—L3 lL L
Arenon | 0002 0 1Lz
_L4+L1—>L1 | 2
00 0 20 1 1 2
(1 -1 -1 0| 0 -1 -1 —1]
|
01 -10]0 L& -1 o0
) | —
; —
pnd LEUEESLEIERERE NN e e
sLa—L4 |
00 0o 10 3 I 1]
[1 -1 00 | 5 -3 0 —3
|
o1 o003 1 L1
Lo | s
ﬁziéj:ﬁ 0 0 1 0 |% % 11 Lo+L1—Ly
|
000 01]0 % 1 1]
(1000 | 11 1 0]
|
o100 11211
— ‘
L2+L1HL10010|%%1%
|
(0001|034 % 1]
B 1 1 —1 —
1 -3 -3 3 2 1 -1 1
1 1
-5 1 0 —3 -1 2 0 -1
Logo :%
1 1
-3 0 1 =3 -1 0 2 -1
1 1 1
| 5 3 2 1] 1 -1 -1 2
r1 1 1 A 7 -
1 330 2110
1 1 1
: 1 3 3 1211
=92 —
1 1 1
3 3 1 35 1121
1 1
L0 5 5 1] |01 1 2|
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25.
[-ATB=B’« A=[(I-B*)B']" =

(BRREH BN R ]

26.

27. Sejam A, B, X € M., (R) matrizes invertiveis tais que

(AB)Qz{i Sﬂ

(1)

AXB+AB=0& AXB=-AB& A ' (AXB)B'=A"(-AB)B' &

& (AT'A) X (BB™') = - (AT'A) (BB™Y) &
S IXI=-]]=X=—1

(i)
BXA-AT"'B'=0& B (BXA)A ' =B (A'BHYA &
& (B'B)X(AAT) = (B'AT) (B'AT) &
& IXT=[(AB)] ' &
34177 [-9 4
(:’X_{7 9} _[ 7 —3}'
28.

[i gpwrf)]:{g ;r_{g ;]@

S N HE ) ]
o (o[ 4 3]) s[5 4] (3 8] ean (8 0] [ 3] <

24
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3

0
-3

|



31.

o [3 2408 4] rean (2 2[5 2]

33.

20 0 -1 1
34. AT — ] = 01 1|-71] «AT—I1=10
01 1 0

35.

_ o O
O = O
| |
N
Il
| —
S O N
— = O

25



1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
=10 1 0 0 1 0|=(-1 3 -1
0 -1 1 0 -1 1 0 -1 1

37. (i) Seja A € M, ., (R) tal que A* = 0 para algum k € N\ {1}.
T-A)(T+A+  + A ) =T+ A+ + AT —A-A— AT A =T A =]
ou seja, I — A é invertivel e

(I—A)'=T+A+ . + AL

(ii)
1 107" 0 —1 0 !
01 1 —|7—-]0 0 -1 —
00 1 0 0 0 )
0 -1 0 [0 -1 0 ]° 1 -1 1
—I+l0 0 —1|+]0 0 1| =0 1 -1
0 0 0 (0 0 0 0 0 1
0o -1 0 1° 000
uma vezque | 0 0 —1 =10 00
0 0 0 000
(2 2 —2]
38. A= |5 1 -3
|15 -3
- 13
9 9 —9 000
G A=|51 -3 =000
15 -3 000

(ii) Por (i): (I —A)(I+ A+ A*) =1.

39. a)
1 —a « 1 -« o}
Ao=1 2 1 —2 — 0 14+2a —2—-2« —
3 24a —2 | S0P 0 2440 —2-3a | T

1 —Q o
— | 0 14+2a —-2-—2«
0 0 2+«
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Logo, car A, = 3 se e 86 se a # —% e a# —2.
A matriz A, = 3 é invertivel se e s6 se o # —% ea# —2.

carAa:2seeso’sea:—%0uoz=—2.
b) Para a = 0,
10 0 | 100 (10 0 | 1 0 0]
Ap[f]=]21 -2 ]010] — 1 =2 ] -210]| —
— +Lo— — +Lg—
32 21001 504 |02 =21 -=301] 777
10 0 | 1 0 0 (1 00| 1 0 0
— |01 -2 -2 1 0 — 010 -1 -11] —
00 2 | 1 21| 002 | 1 —2 1|
100 1 0 O
— 010 | -1 -1 1
001 | 1/2 -1 1/2
Logo,
1 0 0
Agt=1] -1 -1 1
1/2 -1 1/2
1 0 0 1 1
c) AX=B<= X=A'B<=X=| -1 -1 1 —1|l=11
1/2 -1 1/2 1 2
00 al 2 20 a
. 2 20 a 00 a l
40. (1) Bap = 00 a bl|icis|0 0 a b | ol
3060 306 0
2 20 a 2 2 0 a
., |3060 . 0 -3 6 —32a
Lo« Ly 0 0 a b —%L1+L2—>L2 0 0 a
00 a 1| ~Latfa—Ls | O 0O 0 1—0

Sea=0ou(a#0eb=1)entdo carB,, =3 e nulB,, = 1.

Sea#0eb#1entaocarB,, =4 e nulB,;, =0.

00111000 3060|0001

. /22010100 22010100

@Bl =100 10]0010|rmm|0010]00T10 2 ileis
30600001 0011|100 0| —Lotbu—ls
30 6 0]00 0 1

. 02 -41]01 0 -2 .

—%L1+L2—>L2 0 0 1 0 ‘ 0 0 1 0 —Ls+Lo—Lo

—Lg+Ls—Ly 00 O 1‘10 -1 0 —6Ls+L1—1a



30 0 0] 0 0 -6 1
. 02 -401]-111 3|
~Litla—L, [ 00 1 0 | 0 0 1 0 | 11,1
—6Ls+Li—=L1 | o 0 0 1 ’ 1 0 =1 0 1,

10 0 0] 0 0 -2 3 1000] 0 0 —2 3
|01 =20 -3 5 5 -3 . 0100/ -3 35 2 —3
1,1, |00 1 0] 0 0 1 0 |24+, 001 0] 0 0 1 0
e, |00 0 1| 1 0 -1 0 0o0o01] 1 0 -1 0

0 0 —2 3
SRR
LOgO(Bljo) = 0 0 1 0
1 0 -1 0
(iii) Como B ¢ invertivel,
- 19
3
1 -1 1 5 _1 ) 3

— — - _ 2 2 2 3 —

BLOX—C@X—(BL()) Ce X = 0o 0 1 0 3 = \

1 0 -1 0 -1
- _2 -
(iv) Seja X = (x1, x9, 3, 24).

0 0 a1 T —a
- 2 2 0 a To | 0
BapX =D 00 al 3 | | —a
306 0 T4 —6

A solucao geral de B, X = D ¢ dada por:

(Solucao particular de B,1X = D) + (Solugao geral de B,1X = 0).

O vector (0,0, —1,0) ¢ uma solucdo particular de B,1X = D. Determinemos a solugao
geral de B, ;X = 0.

0 0 a1l 0 0 a 1
Termse 2 2 0 a . 2 2 0 a .

0 0 a 1| —Li+Ls—Ls 0 0 0 O L1—Ly

306 0| -3LetlamLls | 0 —3 6 —%a La—La

2 2 0 a 2 2 0 a

|00 a 1 |0 =36 —3a
il | 0O =3 6 —%a LesLs | O 0 a 1
Ls=La 0 0 0 O 0 0 0 O



T = —213

21 + 215 + azy = 0 p
LOgO, _3372 + 61’3 — %&1'4 =0 & Ty = (2 + 3) T3
ars+ x4 =0
T4 — —QAX3.

Assim, a solucao geral de B, ;X = 0 é dada por:

{(—23, (2 + %2> S, 8, —as) s € R} .

Logo, a solugao geral do sistema linear B, ;X = D é dada por:
a? a?
{(0,0, —1,0)}+{ (—25, (2 + 5) S, S, —as) 'S € R} = {(—25, <2 + 5) s,s—1, —as) 1S € R} )

Resolugao Alternativa.

00al | —a 0 0 a 1 | —a
1220 a ]| O 2 2 0 a | O
[Ba,l | D] - 00 a 1 ‘ —a 7L1+—[,3)HL3 0 0 0 0 | 0 L:[)zz
306 0 | -6 —3Lo+Ls—Ly 0 -3 6 _%a | -6 Ly—Ly
2 2 0 a | O 2 2 0 a | O
|00 e 1 | -a| |0 =36 —3a]| —6
Lelal 00 0 0 | 0 00 0 0 | 0
204+ 2y +aw =0 r=—-2z-—2
Tem-se entao —3y + 62 — ;aw =—6 & 4§ Y= (% + 2) (z+1)
az 4w = —a w=—a—az.

Logo, a solugao geral do sistema linear B, ;X = D ¢é dada por:

T o P R S S (N T PO B |

1 0 —1 0 1 0 —1 0
o e TN N A 01 A I
41. (i) e (ii) Ay, = 0 1 A\ 0 Lools | 1N M4pu A CLitDsLs
1 )\2 1 " A+ )\/L 1 A\ )\2 + m \ + )\M —Li1+Ls— Ly
1 0 —1 0 10 -1 0
—Li+L3—L3 0 X )\2 +p+ 1 /\,LL —AL2+L3—Lg 00 M+ 10 —Ls+Ls—Ly
“hitlamLa | 0N Nt p+1 A | Metlamla | 00 p+10 A
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10 -1 0

. 01 X pu
—L3+Ls—Ls | 0 0O pu+1 0
00 0 A

Sepu=—-lel=0entaocar A =2 e nul A =2.
Se(p=—-1leA#0)ou(u#—-1er=0)entdocarA=3 e nul A = 1.
Sepu#—-lel#0entaocar A=4 e nul A =0.

Assim, A, , ¢ invertivel se e s6 se © # —1 e A # 0, uma vez que ¢ sé neste caso que

car Ay , = n° de colunas de A, ,.

42. (i) Tem-se

1 0 B8 2 10 B 2
A_| 28 5 4 . 0.5  B(E-2) 0
B -4 0 - 3 —8 —2L1+La— Lo 00 (2_6) (2+6)6 0

pooog g ] gt Lo o 0 plE=2)

Logo, como car Ag + nul Ag = 4,

se f =0 entao car Ag =1 e nulAg = 3;

se =2 entao car Ag =2 e nulAg = 2;

se = —2entao car Ag =3 e nuldg =1,

se3#0 ef#2 eff# —2 entaocar A, =4 e nul A, = 0.

Assim, Ag é invertivel se e s6 se § € R\ {—2,0,2}, uma vez que ¢ s nestes casos que
car Ag = n° de colunas de Ag.

() [A | []=
1 01 2 | 1000 10 1 2 | 1 000
|2 11 4 0100 . 01 -1 0 | -2100 .
o _4: O _1 _8 | 0 0 1 0 —2L1+Lo— Lo 0 0 3 0 | 4 O ]. 0 2L+ L1 —1
1 01 1 | 0001 *thmls 100 0 1] 100 1] slsthizh
~litla—La %L3+L2—>L2
100 0 | -0 -1 2 1000 ] -0 -1 2
010 0 | -21 35 0 0100 -1 3 0
— — 4 3
2L+l 003 0 | 4 0 1 0| -, |0010]| 5 0 5 0
—sletli=Li | 0 0 0 -1 | =1 0 0 1 |s3ks~La |0 0O 1 | 1 0 0 -1
%L3+L2HL2
Logo
7 1
1y
(A= B §
3 0.5 0
1 0 0 -1

o
S



43.

-1 0 1 « -1 0 1 «
a_lo1 1o . 01 -1 0
@ 1 0 —a? —1 | Li4Ls5Ls 0 0 1—a®> a-1
2 0 —2 —2 | 2atlazla 0 0 0 200 — 2
a) Se o = 1 entdo car A, = 2. Se « = —1 entdo car A, = 3. Se @ # 1 e a # —1 entdo

car A, = 4. Por outro lado, tem-se:
car A, +nul A, =4 (=n° de colunas de A,).
Logo, se « = 1 entao nul A, = 2;se a = —1 entao nul A, = 1;se o # 1 e a # —1 entao

nul A, = 0.

b) Como A, é quadrada, A, é invertivel se e s6 se car A, = 4 (= n° de colunas de A,).
Assim, A, é invertivel se e s6 se « € R\ {—1, 1}.

c) Para a = 1, tem-se:

-1 0 1 1 -1 0 1 1
0 1 -1 0 0 1 -1 0 /
A=l 01 1] o0 o0 oY
2 0 -2 =2 0 0 0 O
T1
. i)
Seja X = . Tem-se
T3
T4
-1 0 1 1 1 0
B 0 1 -1 0 za | | O , C
A X=0s 00 0 0 == o (Método de eliminacao de Gauss).
0 0 0 O T4 0
—1'14—1’3—1-.1'4:0 {$1:$3+£€4
<~ 54
T9 = T3.

To — T3 = 0
Logo, fazendo x3 = s e x4 = t, a solucao geral do sistema é dada por

CS={(s+t,s,s,t):steR}.

X
d) Seja X = “2 | Tem-se
X3
Ty
-1 0 1 1 T 1
B 001 -1 0 ||a]| | 0
AX=Be 1 g 0 g |7 2
2 0 -2 -2 Ty -2
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A solugao geral de A; X = B é dada por:
(Solucao particular de A; X = B) + (Solugao geral de A; X = 0).

O elemento (0,0,0,1) é uma solugao particular de A; X = B. Logo, atendendo a alinea
c), a solucao geral de A; X = B é dada por:

{(0,0,0,1)} + {(s +t,5,51) : s,t € R} = {(0,0,0,1) + s(1,1,1,0) + £(1,0,0,1) : 5,t € R} .

Obs. Esta alinea podia ter sido resolvida directamente sem usar c).

44. Seja A = (ay), ., € Mnxn(R) tal que Au = 0 para qualquer v € M, (R).

. . 1 se 1=y
Para cada j € {1,...,n} fixo, seja e; = (0;;), .., € Mnx1(R) em que 6;; = { 0 se ij.
Como

Ae; =0

J
para todo o j € {1,...,n} e por outro lado

Q1
A@j =
Qnpj
Cblj 0
para todoo j € {1,....,n},entdo | : | = |:| paratodoo j € {1,...,n} pelo que A = 0.
Qpj 0
45. Sendo A, B € M,,»1 (R)
ay by
A ) B ba
Qp, bn
e assim
aq Cblbl Cblbg cee Cblbn
a asby  asby -+ ash,
ABT — '2 [51 by - bn]: 201 Q202 2
Qp, anbl aan anbn

Como A e B sdo matrizes ndo nulas, existe i € {1,...,n} tal que a; # 0 e existe j €
{1,...,n} tal que b; # 0, tendo-se

S by o ath; - anby ]
ABT = &ibl s &ibj s aibn
i anbl . anbj R anbn i




Aplicando sucessivamente a operacao elementar

—%LZ + Lk — Lk
a;

para todo o k =1,...,n com k # i, tem-se

[ 0 0 0 7
: Clibl cee Clibj cee Gibn
0 0 0 0 0 0
Cblbl a,»bj s azbn — .
0 .- 0 LicLy :
) 0 0 0
0 0 0 |
com a;b; # 0, isto ¢é,
car(ABT) = 1.

46.
AB=A+B& (A-1)(B—1I)=1.

Logo A — I é a inversa de B — I tendo-se
(A=I)(B=1)=T=(B-1)(A-1),

isto é,
AB = BA.

47. A = A(BAB) = (ABA) B = B2.

48.
(A+B)? =A%+ B>+ AB+BA= A+ B+ AB + BA.
Logo
(A+B)>=A+ B & AB = —BA.
Mas

AB = A’B = A(AB) = A(—~BA) = — (AB) A= — (—~BA) A = BA? = BA.

Logo
AB=—-BA=—-AB=BA< AB=BA=0.

49. Seja A = (aij) € Myxn (R). Tem-se

tr(ATA) = tr (i akiakj> = i i Qi Qi = i i az;.

k=1 =1 k=1 =1 k=1

Logo
tr(ATA) =0 A=0.
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