
Resolução do teste de recuperação de ÁLGEBRA LINEAR
LENO - MEAer - MEAmbi - MEBiol - MEEC - MEM - MEMec - MEQ

I (T1+T2)

1) [A j B] =

24 3 3 0 0 j 3
�2 1 0 0 j �2 � �� 1
3 3 1 1 j ��+ 2

35!
24 3 3 0 0 j 3
0 1� �2 0 0 j ��� 1
0 0 1 1 j ��� 1

35.
O sistema é impossível se e só se carA < car [A j B] se e só se � = 1. Se � = 0 então a solução geral é:
f(2;�1;�1� s; s) : s 2 Rg.

2)
�
A

�
1 1
0 1

��T
= 3

�
3 3
0 3

�
�
�
2 0
0 2

�2
, A =

 �
1 0
1 1

��1 �
5 9
0 5

�!T
=

�
5 �5
9 �4

�
.

3) (x+y�z = 0 e x+z�w = 0), (x = �y+z e w = �y+2z). Logo U = L (f(�1; 1; 0;�1) ; (1; 0; 1; 2)g)

2664
1 �1 5 j x
3 6 �3 j y
1 2 �1 j z
�1 �2 1 j w

3775!:::
2664
1 �1 5 j x
0 9 �18 j �3x+ y
0 3 �6 j �x+ z
0 �3 6 j x+ w

3775!:::
2664
1 �1 5 j x
0 3 �6 j �x+ z
0 0 0 j y � 3z
0 0 0 j z + w

3775 ;

Logo f(1; 3; 1;�1) ; (�1; 6; 2;�2)g é uma base de V , dimV = 2 e

V =
�
(x; y; z; w) 2 R4 : y � 3z = 0 e z + w = 0

	
:

U \ V = N

0BB@
2664
1 1 �1 0
1 0 1 �1
0 1 �3 0
0 0 1 1

3775
1CCA = N

0BB@
2664
1 1 �1 0
0 �1 2 �1
0 0 �1 �1
0 0 0 0

3775
1CCA = L (f(2;�3;�1; 1)g) :

2664
�1 2 1 1 �1
1 �3 0 3 6
0 �1 1 1 2
�1 1 2 �1 �2

3775!:::
2664
�1 2 1 1 �1
0 �1 1 4 5
0 0 0 �3 �3
0 0 0 0 0

3775 , logo

f(�1; 1; 0;�1) ; (2;�3;�1; 1) ; (1; 3; 1;�1)g é uma base de U + V e inclui o vector (2;�3;�1; 1) 2 U \ V .
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4)

24 1 �1 0 j x
�1 1 1 j y
0 1 0 j z

35!
:::

24 1 �1 0 j x
0 0 1 j x+ y
0 1 0 j z

35, logo
(x; y; z) = (x+ z) (1;�1; 0) + z (�1; 1; 1) + (x+ y) (0; 1; 0)

e como T é linear,

T (x; y; z) = (x+ z)T (1;�1; 0) + zT (�1; 1; 1) + (x+ y)T (0; 1; 0) =

= (x+ z) (�1; 1;�1) + z (1; 0; 1) + (x+ y) (1; 0; 1) = (y; x+ z; y) :

5) a) N

0@24 1 1 0
1 1 0
0 0 0

351A = L (f(�1; 1; 0) ; (0; 0; 1)g), logo

N (T2) = L
��
(�1) (1� t) + 1 + t2; t

	�
= L

��
t+ t2; t

	�
e como ft+ t2; tg é linearmente independente, é então uma base para N (T2).

T1 (x; y; z) = x� z + (x� z) t2 = x
�
1 + t2

�
+ z

�
�1� t2

�
;

logo I (T1) = L (f1 + t2g) e assim I (T1) 6= P2 pelo que T1 não é sobrejectiva.

b) Com BP2c = f1; t; t2g, tem-se

M
�
T2;BP2c ;B3c

�
=M

�
T2;B1;B3c

�
SBP2c !B1

=

24 1 1 0
1 1 0
0 0 0

3524 1 1 0
�1 0 1
0 1 0

35�1 =
24 1 0 0
1 0 0
0 0 0

35 :
Logo

M
�
T1 � T2;BP2c ;BP2c

�
=M

�
T1;B3c ;BP2c

�
M
�
T2;BP2c ;B3c

�
=

24 1 0 �1
0 0 0
1 0 �1

3524 1 0 0
1 0 0
0 0 0

35 =
24 1 0 0
0 0 0
1 0 0

35 :
Assim,

(T1 � T2)
�
a0 + a1t+ a2t

2
�
= a0 + a0t

2

e
(T1 � T2)

�
1 + t2

�
= 1 + t2:

Por outro lado N (T1 � T2) = L (ft; t2g). Assim B = ft; t2; 1 + t2g é uma base de P2 relativamente à
qual

M (T1 � T2;B;B) =

24 0 0 0
0 0 0
0 0 1

35 :
6) Como A 2 Mm�n (R) e carA = n, nulA = n � carA = 0. Logo N (AB) = N (B) uma vez que
N (B) � N (AB) (u 2 N (B), logo Bu = 0 e assim (AB)u = A (Bu) = 0, pelo que u 2 N (AB))
e N (AB) � N (B) (u 2 N (AB), então A (Bu) = (AB)u = 0 e logo Bu 2 N (A) = f0g e assim
u 2 N (B)). Deste modo,

car (AB) = m� nul (AB) = m� nul (B) = carB = n:
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II (T3)
1) ����������

2 1 0 1 0

7 4 0 4
p
2

0 5 �1
p
2
p
3

6 3 0 4
p
5

2 1 0 1 �2

����������
= �

��������
2 1 1 0

7 4 4
p
2

6 3 4
p
5

2 1 1 �2

�������� = �
��������
2 1 1 0

7 4 4
p
2

6 3 4
p
5

0 0 0 �2

�������� = 2
������
2 1 1
7 4 4
6 3 4

������ = 2;
logo

det
�
(detA)A�3

�
= (detA)5 det

�
A�3

�
= (detA)5

1

(detA)3
= (detA)2 = 4

2)

������
1� � 0 0
0 1� � 0
0 1 0� �

������ = �� (1� �)2. Logo os valores próprios de A são: 0 e 1. Como
N (A) = L (f(0; 0; 1)g) e N (A� I) = L (f(1; 0; 0) ; (0; 1; 1)g)

então poderá ter-se a seguinte base deR3 formada só por vectores próprios deA: f(0; 0; 1) ; (1; 0; 0) ; (0; 1; 1)g.
Logo, por exemplo para

P�1 =

24 0 1 0
0 0 1
1 0 1

35 e D =

24 0 0 0
0 1 0
0 0 1

35 ;
tem-se D = PAP�1.

3) U = f(x; y; z; w) 2 R4 : 2x � w = 0 e 2x � z = 0g = L (f(1; 0; 2; ; 2) ; (0; 1; 0; 0)g). O conjunto
f(1; 0; 2; ; 2) ; (0; 1; 0; 0)g é uma base ortogonal de U , logo

d
�
(1; 2; 1; 2) ; U?

�
= kPU (1; 2; 1; 2)k =






 proj(1;0;2;2)

(1; 2; 1; 2) + proj
(0;1;0;0)

(1; 2; 1; 2)






 =
=





79(1; 0; 2; 2) + 2(0; 1; 0; 0)




 = 1

3

p
85:

4)

������
0� � 0 1
0 0� � 1
1 1 1� �

������ = � (1 + �) (2� �) :Logo os valores próprios de A são: 0, �1 e 2. Como A é
simétrica, então A é ortogonalmente diagonalizável. Como

N (A) = L (f(�1; 1; 0)g) ; N (A+ I) = L (f(�1;�1; 1)g) e N (A� 2I) = L (f(1; 1; 2)g)

então poderá ter-se a seguinte base ortogonal de R3 formada só por vectores próprios de A:

f(�1; 1; 0) ; (�1;�1; 1) ; (1; 1; 2)g :
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5) Tem-se

V =

��
a b
c d

�
: a+ d = 0

�
= L

���
1 0
0 �1

�
;

�
0 1
0 0

�
;

�
0 0
1 0

���
e

W =

��
a b
b �a

�
: a; b 2 R

�
= L

���
1 0
0 �1

�
;

�
0 1
1 0

���
:

Logo
fX 2 V : hX; Y i = 0, para todo Y 2 Wg =��

a b
c �a

�
:

��
a b
c �a

�
;

�
1 0
0 �1

��
= 0 =

��
a b
c �a

�
;

�
0 1
1 0

���
=(�

a b
c �a

�
: tr

 �
a b
c �a

� �
2 0
0 4

� �
1 0
0 �1

�T!
= 0 = tr

 �
a b
c �a

� �
2 0
0 4

� �
0 1
1 0

�T!)
=

��
a b
c �a

�
: 6a = 0 e 4b+ 2c = 0

�
= L

���
0 1
�2 0

���
.

Logo
��

0 1
�2 0

��
é uma base ortogonal de fX 2 V : hX; Y i = 0, para todo Y 2 Wg. Como





� 0 1
�2 0

�



 =
vuuttr � 0 1

�2 0

� �
2 0
0 4

� �
0 1
�2 0

�T!
=
p
12

então �
1p
12

�
0 1
�2 0

��
é uma base ortonormada para fX 2 V : hX; Y i = 0, para todo Y 2 Wg.

6) Seja � um qualquer valor próprio de A e seja u 6= 0 um vector próprio associado ao valor próprio �.
Tem-se (A� �I)u = 0 e assim, 8k 2 f1; :::; ng

(�� akk)uk =
nX
j=1

j 6=k

akjuj

Seja i 2 f1; :::; ng tal que juij � jujj, 8j 2 f1; :::; ng. Logo (�� aii)ui =
Pn

j=1
j 6=i

aijuj. Deste modo

j�� aiij juij = j(�� aii)uij =

��������
nX
j=1

j 6=i

aijuj

�������� �
nX
j=1

jaijj

j 6=i

jujj � juij
nX
j=1

jaijj

j 6=i

ou seja, como juij 6= 0,

j�� aiij �
nX
j=1

j 6=i

jaijj .
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