Resolugao do teste de recuperacio de ALGEBRA LINEAR
LENO - MEAer - MEAmbi - MEBiol - MEEC - MEM - MEMec - MEQ

I (T14T2)
3300 | 3 3 3 00] 3
1)A|Bl=]a> 100 | a®~a-1|—]01-a®>00 | —a-1
3311 -—-a+2 0 0 11 ] —a-1

O sistema é impossivel se e s6 se car A < car[A | B] se e 86 se a = 1. Se o = 0 entdo a solucdo geral é:
{(2,-1,-1—s,s) : s € R}.

D ([ 3] [ 3]-[8 =a= (0] 2]) =[5 2]

3) (z+y—z=0ex+z—w=0) & (z=—y+zew = —y+22). LogoU = L ({(~1,1,0,-1),(1,0,1,2)})

1 -1 5 | 1 -1 5 | oz 1 -1 5 | 2
36 3y | |0 9 —18 | —3uty 0 3 6| x4z

1 2 -1 | 2z .10 3 —6 | —x+=z 0 0 0 | y—3z |’
-1 -2 1 | w 0 -3 6 | z4w 0 0 0 | z+w

Logo {(1,3,1,-1),(—1,6,2,—2)} é uma base de V, dimV =2 e

V:{(m,y,z,w)€R4:y—3z:()ez+w:0}.

11 -1 0 1 1 =1 0

10 1 -1 0 -1 2 -1

Unv =N 01 -3 0 =N 0 0 -1 —1 =L({(2,-3,-1,1)}).

(00 1 1 00 0 0
-1 2 1 1 -1 1 2 1 1 -1

1 =30 3 6| |0 —11 4 5|,

0 -11 1 2710 o0 0 —3 —3/|>9°8°
-1 1 2 -1 =2 0 0 0 0 0

{(-1,1,0,-1),(2,-3,-1,1),(1,3,1,—1)} é uma base de U + V e inclui o vector (2,—-3,—1,1) e UNV.
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, logo

1 10 | z 1 -1 0| =
4) | -1 1 1 | y|—=]0 0 1| oty
1 0| z|"]0 1 0] =

)

(x,y,2) = (x+2)(1,-1,0) + 2 (—=1,1,1) + (x + y) (0,1,0)

e como T’ é linear,
T(x,y,z) = (x+2)T(1,-1,0)+ 2T (-1,1,1) + (x +y) T (0,1,0) =
5) a) N ({
N(T)=L({(-1) A —t)+1+%t}) = L ({t + % 1})

=(z+2)(-1,1,-1)+2(1,0,1) + (z +y) (1,0,1) = (y,x + 2,9) .
e como {t + 2 t} & linearmente independente, ¢ entao uma base para N (T5).

O ==
O ==
o O O

] ) =L({(-1,1,0),(0,0,1)}), logo

Ti(z,y,2) =z — 2+ (x—2) P =z (1+¢) +2(-1-¢%),
logo Z (T1) = L ({1 +t*}) e assim Z (T}) # P, pelo que T} nao é sobrejectiva.

b) Com B2 = {1,t,1*}, tem-se
11
M (T2;BZ)2;BZ’) =M (TQ;BI;BE) 537’2ﬁ51 =11
‘ 0 0
Logo
1 0 —1
10

Assim,
(Tl @) TQ) (G,U -+ alt -+ a2t2) =ag+ &0t2

(ThoTy) (1+¢°) =1+t

Por outro lado N (T} o T3) = L ({t,t*}). Assim B = {t,t* 1 + ¢*} ¢ uma base de P, relativamente a

qual

6) Como A € M,y (R) e carA = n, nulA = n — car A = 0. Logo N (AB) = N (B) uma vez que
N (B) € N(AB) (u € N (B), logo Bu = 0 e assim (AB)u = A(Bu) = 0, pelo que u € N (AB))
e N(AB) € N(B) (u € N (AB), entao A(Bu) = (AB)u = 0 e logo Bu € N (A) = {0} e assim
u € N (B)). Deste modo,

car (AB) =m —nul (AB) = m —nul (B) = car B = n.

o O O
o O O
_ o O

M (Ty 0 T3;B;B) = [
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II (T3)

1)
21 0 1 0
211 0 211 0
74 0 4 V2 744 3 744 3 2 1 1
05 —1 V2 V3 |=-— = — =27 4 4|=2,
6 3 4 5 6 3 4 5
63 0 4 45 211 —2 000 —2 634
21 0 1 =2
logo
1
det ((detA)A’B'):(detA)sdet (A’?’):(detA)5 (th)3:(detA)2:4
(S

1—A 0 0
2) 0O 1-X 0 =-\(1- )\)2. Logo os valores préprios de A sao: 0 e 1. Como
0 1 00—\

N(A) =L{(0,0,1)}) e N(A-T1)=L({(1,0,0),(0,1,1)})

entao poderd ter-se a seguinte base de R? formada s6 por vectores préprios de A: {(0,0,1),(1,0,0),(0,1,1)}.
Logo, por exemplo para

010
P'=]1001 e D=
101

o O O
o = O

3) U={(z,y,z,0) ER*: 20 —w =0 e 20—2=0}=L({10,2,,2),(0,1,0,0)}). O conjunto
{(1,0,2,,2),(0,1,0,0)} é uma base ortogonal de U, logo

d((1,2,1,2),U%) = ||Py(1,2,1,2)|| = || proj (1,2,1,2)+ proj (1,2,1,2)

(1707272) (0’17070)

7 1
= H§(1,0,2,2) +2(o,1,0,0)“ = g\/%

0—Xx 0 1
4) 0 0—-Xx 1 =A(1+X)(2—\).Logo os valores proprios de A sao: 0, —1 e 2. Como A é
1 1 1—A
simétrica, entao A é ortogonalmente diagonalizdvel. Como

N@A) =L{(-1,1,0)}), NA+D)=L{(-L-1L1)}) e N(A-20)=L{({1,1,2)})
entao poderd ter-se a seguinte base ortogonal de R? formada s6 por vectores préprios de A:

{(-1,1,0),(-1,-1,1),(1,1,2)}.

3/4



el eeope G S0 L)
vl Sleerpee (e SL 00T

{X eV :(X,Y) =0, paratodo Y € W} =

e e Sl Alp=o=(le L1
e (e 200000 aT) oo ([e L0 810 00 )}-
{{Z jl]ﬁazo e %+20=0}=L<{[?25]}).

Logo { { _02 (1) } } ¢ uma base ortogonal de {X € V : (X,Y) = 0, para todo Y € W}. Como
0 17]_ |, 0 1]1[20]1[ 0 11" _ /D
207N \[-20]l0o4]|-20] )"

til 2 o)
Via| -2 0

¢ uma base ortonormada para {X € V : (X,Y) =0, para todo Y € W}.

Logo

entao

6) Seja A um qualquer valor préprio de A e seja u # 0 um vector préprio associado ao valor préprio A.
Tem-se (A — M) u =0 e assim, Vk € {1,...,n}

n
()\ — akk) U = Zakjuj
j=1
i#k

Seja i € {1,...,n} tal que |u;| > |u;, Vj € {1,..,n}. Logo (A — ay)u; = > ;_,aiju;. Deste modo

JF

Jj=1 = =
J#i J#i J#

n n n
A = aisl [ui] = [N = @) wil = | Y asu| <D lagl ] < [l Y ]
=1 =1

ou seja, como |u;| # 0,

n
J
j=1

JF
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