Instituto Superior Técnico - Algebra Linear - 2° semestre 2017/2018

Espacgos lineares (resolugao)

1. (i) Seja U = {(z,y) € R? : > 0}. Por exemplo:
(1,1) eU, mas (-1)(1,1)=(-1,-1)¢U.

Logo, U nao & subespaco de R2.

(ii) Seja U = {(x,y) € R? : zy = 0}. Por exemplo:
(1,0),(0,1) € U, mas (1,0)+ (0,1) = (1,1) ¢ U.

Logo, U nao é subespaco de R2.

(iii) Seja U = {(z,y) € R? : y = 2?}. Por exemplo:
(1,1) e U, mas 2(1,1)=(2,2) ¢ U.

Logo, U nao & subespaco de R2.

(iv) Seja U = {(z,y) € R? : x +y = 7}. Por exemplo:
(0,0) ¢ U.

Logo, U nao é subespaco de R2.

(v) Seja U = {(z,y) € R? : x € Ny e y € R}. Por exemplo:

(1,1) e U, mas %(1,1) = (%,%) ¢U.

Logo, U nao & subespaco de R2.

(vi) Seja U = {(z,y) € R? : 22 + y* < w?}. Por exemplo:
(1,1) e U, mas 3(1,1)=(3,3) ¢ U.

Logo, U nao é subespaco de R2.

(vii) Seja U = {(z,y) € R? : 2y > 0}. Por exemplo:
(—1,0),(0,1) € U, mas (—1,0)+(0,1)=(-1,1) ¢ U.
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Logo, U nao & subespaco de R2.

2. Atendendo as respectivas dimensoes, os seguintes subespacos de R?, com as operacoes
usuais, sdo todos os subespacos de R2.

(i) {(0,0)} ¢ subespago de R?.

(ii) Seja Vi = {(z,kx) : x € R} com k € R (fixo). Vi # @ pois (0,0) € V.
Sejam (z1, kx1), (T2, kza) € Vi e a € R. Tem-se
({L‘l, k)[)i'l) + (132, ]{JZEQ) = (ZEl + Zo, k ([El + l’g)) - Vk

e, com (z, k) € V4,
a(x, kx) = (az, k (az)) € V.

Logo, para todo o k € R, V}, é subespaco de R2.
Em alternativa, uma vez que

para todo o k € R, conclui-se que V}, é subespaco de R? (para todo o k € R).
(iii) Seja
U={(0,a):a€R}.
U # @ pois (0,0) € U. Sejam (0,a1),(0,a2) € U e a € R. Tem-se
(0,a1) +(0,a2) = (0,01 + az) € U

e, com (0,a) € U,
a(0,a) = (0,a) € U.

Logo, U é subespaco de R2.
Em alternativa, uma vez que

U=L{(0,1}),

conclui-se que U é subespaco de R2.
(iv) R? é subespago de R?,
3. U, é subespaco de R? se e s6 se k = 0.

4. (i) Seja
J U:{(a:,y,z)GRS:z:2}.

Ora (0,0,0) ¢ U. Logo, U nao é subespago de R3.
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(ii) Seja
U={(z,y,2) eR®: 2> 0}.
Ora (0,0,0) ¢ U. Logo, U nao é subespago de R3.
(iii) Seja
U=1{(0,0,2) : z € R}.
Uma vez que (0,0, z) = 2(0,0,1), para qualquer z € R, tem-se:

U=L({(0,0,1)}).
Logo, U ¢ subespago de R3. O conjunto {(0,0,1)} gera o subespago U.

(iv) Seja
U={(z,y,2) eR®:y =22 e z=23z}.

Tem-se U = {(z,2x,3z) : © € R}.
Uma vez que (z,2z,3x) = x(1,2,3), para qualquer = € R, tem-se:

U=L({(1,2,3)}).

Logo, U & subespago de R3. O conjunto {(1,2,3
U = N (A) & subespago de R3, com A = [

)} gera o subespaco U.
—2
-3

(v) Seja
U:{(x,y,z)€R3::c+y:1}.

Ora (0,0,0) ¢ U. Logo, U nao é subespago de R3.

(vi) Seja
U:{(:p,y,z)ERS:x:y ou y:z}.

Tem-se:
U={(zy,2) €R3:x:y}u{(x,y,z) eER®:y=z}

Por exemplo:
(1,1,2),(1,2,2) € U, mas (1,1,2)+ (1,2,2) = (2,3,4) ¢ U.
Logo, U nao é subespaco de R3.
(vii) Seja
U={(z,y,2) eR*:2—y=0 e 2y+2=0}.

Tem-se
U={(z,z,—2z) :z € R}.

3



Uma vez que
(x,z,—2z) = x(1,1,-2),

para qualquer x € R, tem-se:
U=L({(1,1,-2)}).
Logo, U & subespago de R3. O conjunto {(1,1,—2)} gera o subespago U.
U = N (A) & subespago de R3, com A = [ é _21 (1]
(viii) Seja
U={(zy,2) eR*: 2y =0}.

Por exemplo:
(1,0,1),(0,1,0) €e U, mas (1,0,1)+(0,1,0) = (1,1,1) ¢ U.

Logo, U nao é subespaco de R3.
O conjunto de todos os polinémios reais de grau igual a n:

U={ap+ait+---+a,t" € P, :ap,as,...,a, ER e a, # 0},

com as operagoes usuais, nao é um espago linear. Por exemplo: o polinémio nulo p(t) = 0 ¢

U.

(0,-1,1,-1) € {(z,y,2,w) ER*:2=0 e y+2=0}

(-2,1,1,0) € {(z,y,z,w) eR* :z+y+ 2+ w =0}
(—2,2,2,0)6{(x,y,z,w)€R4:x+2y—z:0 e x+y+2w=0 e y—z—l—w:O}

(i) Seja
U:{(x,y,z,w)ER4:x:O e y:—z}.

Tem-se
U={(0,-zzw):z,weR}.

Atendendo a que
(0, —z,z,w) = 2(0,—1,1,0) + w(0,0,0, 1),

tem-se
U = L({(O, -1, 1,0)7 (0,0,0, 1)}) .

O conjunto {(0,—1,1,0),(0,0,0,1)} gera o subespaco U.



(ii) Seja
U={(z,y,2,w) eR*:z+y+2z+w=0}.

Tem-se
U={(-y—z—w,y,z,w):y,z,weR}.

Atendendo a que
(—y—z—w,y,z,w) =y(—1,1,0,0) + 2(-1,0,1,0) + w(—1,0,0, 1),

tem-se

U=L({(~1,1,0,0),(~1,0,1,0),(—1,0,0,1)}).
O conjunto {(-1,1,0,0),(—1,0,1,0),(—1,0,0,1)} gera o subespaco U.
(iii) Seja
U={(z,y,z,w) ER*:2+2y—2=0¢e z4+y+2w=0 e y—z+w=0}.

Observe-se que

1 2 -1 0
U=N(A), com A=|11 0 2
01 -1 1
Tem-se
1 2 -1 0 1 2 -1 0 1 2 -1 0
A=1]111 0 — 0 -1 1 — 0 -1 1 2| =A4A
01 —1 1| ™72ty 1 11| "0 0 0 3

Logo, U = N(A) = N(A’). Assim,
U:{(x,y,z,w)€R4:x+2y—z:O e —y+z+2w=0 e 3w:O}:

={(—2,2,2,0): ze R} = {2(—-1,1,1,0) : z € R} = L ({(—1,1,1,0)}).
O conjunto {(—1,1,1,0)} gera o subespago U.

6. Seja P o espago linear de todos os polinémios reais de varidvel real e de grau menor
ou igual a 2, com as operacoes usuais.
(i) Seja U = {ag + art + ast* € Py : ag = 0}. Tem-se
U= {alt -+ a2t2 tap,a9 € R} =L ({t,tz}) .

Logo, U & subespago de P,. O conjunto {t,*} gera o subespaco U.

(ii) Seja U = {ag + ait + ast® € Py : ay = 2a9 e a; = 0}. Tem-se

U = {ao + 2aot® : ag € R} .
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Uma vez que
ag + 2a0t2 = CLO(l + 2t2),

para qualquer a¢ € R, tem-se:
U=L({1+2t°}).

Logo, U & subespago de P,. O conjunto {1 + 2t?} gera o subespago U.

(iii) Seja U = {ag + a1t + ast®> € Py : ay = 1}. Por exemplo: o polinémio nulo p(t) =
0 ¢ U. Logo, U nao é subespago de Ps.

(iv) Seja U = {ag+ a1t + ast> € Py : as — a; = 2}. Por exemplo: o polinémio nulo
p(t) =0 ¢ U. Logo, U néo ¢ subespago de Ps.
(v) Seja U = {ag + ait + ast? € Py : ay — ay + 2ag = 0}. Tem-se
U= {ao+a1t+ (Cll —2a0)t2 1 Qp,a1 € R}

Uma vez que
Qo —f- (1,1t + ((1,1 — 2&0) t2 = CL()(l — 2t2) —I— a1<t —|— t2),

para quaisquer ap, a; € R, tem-se:
U=L({1-2t+¢}).
Logo, U ¢ subespago de P,. O conjunto {1 — 22 t + t?} gera o subespago U.
7. (i) Seja U = L ({1 —1?,1+t}) um subespago de Py. Seja p(t) € U, com p(t) =
ap + ait + ast?. Entao, existirdo «, 8 € R tais que
pt)=ay+at+at’=a(l—1*)+B(1+1).

Tem-se entao a matriz aumentada

1 1 | ao 11 | Qo 11 | ao
0 1 | a LT 0 1 | ay ey 0 1 | ay
“1 0 | a | T 001 | agtar | TP 000 | ap+az—a

Logo, para que o sistema linear anterior seja possivel é preciso que ag + as — a; = 0. Assim,

UZ{p(t):ao+a1t+a2t2Eszao—i—ag—al:O}.

(ii) Seja U = L({(1,0,1),(0,1,0),(—2,1,—2)}). Seja (x,y,2) € U. Entao, existirao
a, 3,7 € R tais que

(x,y,2) = a(1,0,1) + £(0,1,0) + v(—-2,1, —2).
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Tem-se entao a matriz aumentada

10 -2 |z 10 -2 | =z
01 1 |y s 01 1 | y
10 -2 ] 2| ™~ lo0 0 | 2—2

Assim,
U={(z,y,2) eR®: 2 — 2 =0}.

Observagao extra: U = L({(1,0,1),(0,1,0),(-2,1,-2)}) = L({(1,0,1),(0,1,0)}),
A (—2,1,-2) = (—2)(1,0,1) + (0, 1,0).

(iii) Seja V' = L ({(0,1,0),(—2,1,-2)}). Seja (z,y,2) € V. Entao, existirao o, 5 € R
tais que
(z,y,2) = a(0,1,0) + B(—=2,1,—2).

Tem-se entao a matriz aumentada

0 -2 | =z 1 1 |y 1 1 | vy
1 1 |y L 0 -2 | =z e 0 -2 | =z
0 -2 | z| ™™o 2] 2| ™70 0 | z2—2z

Assim,
V={(z,y,2) eER’: 2z —x=0}.

Observagao extra: V = L({(0,1,0),(-2,1,-2)}) = L({(1,0,1),(0,1,0)}), uma vez
que

(—=2,1,-2) = (-2)(1,0,1) + (0,1,0) e (1,0,1) = (—%) (—=2,1,-2) + %(O, 1,0).

(iv) Seja W = L ({(1,1,2),(2,1,1)}). Seja (z,y,2) € V. Entao, existirdo o, € R tais
que
(x,y,2) = a(1,1,2) + 5(2,1,1).

Tem-se entao a matriz aumentada

1 2| =z 1 2 | x 1 2 | x

L1l it | YT Ly piiners | O 70 | yor

21 | 2| ST 0 =3 | z—22 | TR L0 0 | -3y
Assim,

W={(z,y,2) eR* 2 —3y+2z=0}.

Observagao extra: W = L({(3,1,0),(-1,0,1)}) = L({(1,1,2),(2,1,1)}), uma vez
que (3,1,0) = 2(2,1,1) + (=1)(1,1,2), (=1,0,1) = (1,1,2) + (=1)(2,1,1)



(1,1,2) = (3,1,0) + 2(=1,0,1), (2,1,1) = (3,1,0) + (—1,0,1).

(v) Seja U = L ({(1,0,—1,1)}). Seja (z,y, z,w) € U. Entao, existird a € R tal que
(,y,z,w) = a(1,0,—1,1).

Tem-se entao a matriz aumentada

1 | =z 1| =z

0 | y . 0]
-1 | =z L1+L3—1Ls 0| z+=2
1 | w | fWftla—kl 0 | w-2z

Assim,
U:{(x,y,z,w)€R4:y:0 e x+2=0 e w—xzo}.

(vi) Seja U = L ({(1,-2,5,-3),(2,—4,6,2), (3, 6,11, —1), (0,0, 1, —2)}). Como

1 1
(3,—6,11,—1) = (1,—-2,5,-3)+(2,—4,6,2) e (0,0,1,—-2) = 5(1, —2,5, —3)—1(2, —4,6,2)

entao

U=L{(1,-2,5,-3),(2,-4,6,2)}).
Seja (x,y, z,w) € U. Entao, existirdo «, 8 € R tais que

(r,y,z,w) = a(l,-2,5,-3) + £(2,—4,6,2).

Tem-se entao a matriz aumentada

1 2 | 2 1 2 | 2
-2 —4 |y . 0 0 | 224y .
5 6 | z | 2Li+Lo—Ly, | 0 —4 | —bx+ 2z | 2Lg+La—Ls
_ —5L1+Ls—L
3 2 | w a2 L0 8 | 3z+4w
1 2 | x 1 2 | x
. 0 0 | 2r+vy |0 4 | -5 + 2
9Ls+Ls—Ls | 0 —4 | —br+z Ly—Ls | 0 0 | 2r +y
0 0 | =Tz+2z+w 0 0 | —Tz+2z+4+w

Assim,
U:{(x,y,z,w)€R4:23:+y:0 e —7:B+22+w:0}.

8. Seja Mo, 3(R) o espago linear de todas as matrizes do tipo 2 x 3 com entradas reais.



(i) SejaU:{[Z 8 (C)] Gngg(]R):b:a—l—c}. Tem-se

U—{{Z a—gc S}:a,c,dER}.
Uma vez que
a a+c c 110 011 000
[d 0 o]za[o 0 0}“{0 0 O]+d[1 0 0}’
para quaisquer a,c,d € R, tem-se:
=il o sl oo ol [ o el))
Logo, U é subespago de May3(R). O conjunto
{{1 1 o} {0 1 1] [ooo”
00O0|’J0OO0O0|"]1T 00

gera o subespaco U.

(ii) Seja U = {[ ?l 8 ; } € Ma3(R) : b < 0}. Por exemplo: a matriz nula

o oa)ev

Logo, U nao ¢é subespago de May3(R).
9. Queremos encontrar A tal que N(A) = L({(2,0,1)}). Por definicio N(A) =
{u € R®: Au = 0}. Seja (z,y,2) € L({(2,0,1)}). Entao, existird a € R tal que
(z,y,2) = a(2,0,1).

Tem-se entao a matriz aumentada

2 | z 2 | x
0 lwy| , — 0]
1| 2| 2hfths—bs |0 | 2-1z
Assim,
U:{(w,y,z)€R4:—x+Qz:0 e y=0} =N(4)
com



10. Nao é possivel encontrar A tal que
(1,L,1) € L(A) e (1,0,0) e N(4),

pois se (1,0,0) € N(A) entao a primeira entrada de todas as linhas de A é 0. Pelo que, nesse
caso, nao se pode ter (1,1,1) € L(A).

11. Seja
a 0
U= b ¢ | € M;sza(R):a,be,deR
0 d
Uma vez que
a 0 10 0 0 0 0 0 0
b ¢c|=a|l0 0| +b|1 0|+c|O0O 1[+d|0 0],
0 d 0 0 0 0 0 0 01

com a,b,c,d € R, tem-se

10 00 00 00
U=1L oo|,l1of|,]o1],]00
00 00 00 0 1

12. Considere, no espago linear R?, os vectores v; = (1,2,1), vy = (1,0,2) e vs = (1, 1,0).
Tem-se

(i) (3,3,0) = 0(1,2,1) + 0(1,0,2) + 3(1,1,0)
(ii) (2,1,5) = 1(1,2,1) + 2(1,0,2) + (—1)(1,1,0)
(iii) (—1,2,0) = 2(1,2,1) 4 (—=1)(1,0,2) + (—2)(1,1,0)

(iv) (1,1,1) = (1,2,1) + 5(1,0,2) + 5(1,1,0).

13. Tem-se
3 2 | 1 3 2 | 1 3 2 | 1
0 -1 | -2 — 0 —1 | -2 — 0 —1 | -2

—2 =5 | k | sttlemls | o _11/3 | k+2/3 | “slethols g 0 | k+38
Logo, —8 é o tinico valor de k para o qual o vector u = (1,—2,k) € R® é combinagao
linear dos vectores
v=(3,0,-2) e w=(2,—1,-5).
14. (i) Seja U = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Seja (z,y, z) € R3. Tem-se
(z,y,2z) = x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0, 1).
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Logo, U gera R3.

(ii) Seja U = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}. Seja (z,y,2) € R3. Tem-se
(x,y,2) =x(1,1,1) + (y —x) (0,1,1) + (2 — y) (0,0, 1).

Logo, U gera R3.

(iii) Seja U = {(1,1,1),(—1,1,-1),(1,—1,-1),(—=1,—1,1)}. Seja (z,y, 2) € R3. Deter-
minemos os valores dos escalares \i, Ay, A3, \y para os quais se tem

T 1 -1 1 -1
Y :Al 1 —|—/\2 1 +>\3 —1 +>\4 —1
z 1 —1 —1 1

Ora a tltima igualdade é equivalente a

x (1 -1 1 -1 il
yl=1]11 -1 -1 ;
3
2 1 -1 -1 1 "
1 -1 1 -1 | 2] 1 -1 1 -1 | &
1 1 -1 -1 | vy — 0 2 -2 0 | y—=
1 -1 -1 1 | =] e lo o =2 2 | z—2
Logo
(M =32+ 3y+s
/\gzéy—%z—i—s
Aa=1r—1z+45
\>\4:S,SER
e assim
o 11 ! 11 -1 11 L -1
y | =|zz+zy+s 1 |+|(zy—=z2z+s 1 |+{zz—=2z+s -1 (+s| -1 ],
2 2 2 2 2 2
z 1 —1 —1 1

com s € R. Logo, U gera R3.

15. Considere, no espaco linear P, os vectores pi(t) = 2 + t + 2t%, po(t) = —2t + 3
p3(t) =2 — 5t + 5t% e py(t) = —2 — 3t — 2. O vector

qit) =2+t -+t
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pertence & expansao linear L ({pi(t), p2(t), p3(t),ps(t)})? Podem os vectores pi(t), pa(t),
p3(t) e pa(t) gerar Py? Tem-se

2 0 2 -2 | 2 2 0 2 =2 ] 2
1 -2 =5 =3 | 1 — 0 -2 -6 =2 | 0 SN
2 1 5 -1 | 1 —3L1+La—Lo 0 1 3 1| -1 1LatL3—Ls
—L1+L3—Ls
2 0 2 -2 | 2
— |0 -2 -6 =2 | 0 ()
0 O 0 0 | -1

Atendendo a (**), q(t) =2+t +t* ¢ L ({p:1(t), p2(t), p3(t), pa(t)}). Logo,

{p1(t), p2(t), p3(t), p4(t)} nao pode gerar Ps.

16. Sejam
1 -1 -1
A
3 -1 3
Tem-se
1105 115]
A_{z 3 13} Lyt Lyl {0 1 3]‘A
e
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
B=|4 -3 -1 4L+—L> . 0 1 3 2L+—L> . 0 1 3| =0.
3 -1 3| S0 2 6 e 0000
Atendendo ao método de eliminacao de Gauss:
L(A)=L(A) e L(B)=L(B).
Além disso, uma vez que
(1,-1,-1) = (1,1,5) — 2(0, 1, 3),
tem-se
L(A)=L(A) = L(B') = L(B).
Finalmente, como se tem sempre
C(A") = L(A) e L(B)=C(B"),
conclui-se que C(A”) = C(BT).
17.
/\1 = 3
3 1 A A2 A 420 =1 A =3
l 1 -1 1 = /\1A+)\2B+)\30 = A AN Ay — A =4 M4 A =1 Ay = —2
)\3 = —1.
A — A3 =-—1
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Logo

[? Alehe] el A
(H A

Seja

Seja {CCL Z} € U. Tem-se 2 € U se e 86 se existirem escalares o, 5,7 € R tais
que )
K b_—aA+ﬁB+ C
¢ d| s
)\1:(1
a b a b )\1 /\1—|—2)\3- )\1+2/\3:b
{c d}—O‘A”B”C@[ d] [)\1+>\2 s ] T Mt de=c
)\2—)\3:d
10 0 | a 10 0 | a |
10 2 | b . 00 2 | b—ua .
11 0 | ¢| -Li+La—Lo | 01 0 | ¢c—a | —LstLi—Ls
01 -1 | d| ".tkezlsl 01 -1 | d yLatla—La
1 00 | a 100 | a
00 2 | b—a 010 | c—a
— —
—Ls+La—Ls | O 1 0 | c—a LoeLs | 0 0 2 | b—a
dlatlamla | 0 0 0 | d+i(b+a)—c 000 | d+sib+a)—c

Logo, para que o sistema linear anterior seja possivel é necessario que se tenha
1
d—|—§(b+a)—c:0.

Deste modo podemos escrever

U:{{i 2]6M2X2( )id+ = (b—l—a)—C—O}
(] 4] toamias L o)

tem-se

Moo (R)=Ua V.

Ou seja, qualquer vector de V' que nao seja o vector nulo, esse vector nao pertence a U. Por

exemplo e ({01100 0 AT,
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18. Em R?, considere os subespacos:
U=L{(L-11,0.L1}) e V=L{(112),(-1,1,1)}).

Logo,
i U+V=LUUV)=L{(1,-1,1),(0,1,1),(1,1,2),(-1,1,1)}).

Facilmente se verifica, por exemplo, que:
1 1
(1,1,2) =2(0,1,1) + 5(1, -1,1) — 5(—1, 1,1).

Logo
U + V=1L ({Ul,UQ,Ug})

com (por exemplo) u; = (0,1,1),uy = (1,—-1,1) e uzg = (—1,1,1).
Seja (x,y,z) € U. Tem-se

IV 1 0 | x 1 0 | x
-1 1 | y iy 01 | z+4+y LT 01 | Tty
11| 2| 2T lo1 | a—a | TR 000 | 2-20—y
Logo
UZ{(x,y,z)€R3:z—2a:—y:O}.
Seja (x,y,z) € V. Tem-se
1 -1 | = 1 -1 | x 1 -1 | x
1 1 |y LT 0 2 | y—= L 0 2 | y—z
2 1 | 2 —_21:11:53_—:1:23 0 3 | z—2¢ | 2f2tlsmls | o 0 | 2-— %y - %x

Logo
V={(z,y,2) e R*: 22 — 3y —z =0} .

Deste modo
UnV ={(z,y,2) ER*:2—-20—y=0 e 22-3y—xz=0} =L({(1,3,5)})

e como tal, UNV = L ({v}), com (por exemplo) v = (1, 3,5).

19. Sejam
U={(z,y,2) R’ :x+y—2=0 e 2+y=0}, V=L({(1,1,1)}).

Tem-se (1,1,1) ¢ U pois 1 +1 —1# 0. Logo UNV = {0}.
Por outro lado, como

U={(-y9.0 eR:yeR} =L({(-1,1,0)}),

tem-se

U+V =L{uy,u})
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com (por exemplo) u; = (—1,1,0) e ug = (1,1, 1).

20. Em R3, considere os subespacos:
U=L({(1,01),(-1,1,2)}) e V=A{(z,y,2):x+y+32=0}.
Seja v € U, entao
v=0a(l,0,1)+5(-1,1,2) = (« — 8, 5, + 23),
com «, f € R. Para que v esteja também em V' é preciso que:

a—FB+pB+3(a+26)=0.

isto é,
3
4a+68=0 & a=-38.
Assim,
) 1 5 1
—a(1,0,1 1.1.2)=(-28.88)=8(-2.1.2).
v=al0.1)+5(-112) = (~558,58) =5 (-5.13)
Logo,

R I )

e como tal, UNV = L ({v}), com (por exemplo) v = (—2,1, 1).
Tem-se
V=L ({(_17 17 0)7 <_37 Oa 1>}) :

Logo,
° U+V=L{UUV)=L({(1,0,1),(-1,1,2),(—1,1,0),(=3,0,1)}).

Facilmente se verifica, por exemplo, que:
(=3,0,1) = —3(1,0,1) + 2(—1,1,2) — 2(—1,1,0)

Logo
U+V =L ({ul,u2,u3})

com (por exemplo) u; = (1,0,1),uy = (—1,1,2) e uz3 = (—1,1,0).

21. Em R3, considere os subespacos:
U={(z,y,2) eR®:a=y=2} e V={(z,y,2) eR’:2=0}.

Tem-se U = L ({(1,1,1)}) e V = L({(0,1,0),(0,0,1)}).
Como
(1,1,1) ¢ L({(0,1,0),(0,0,1)}) =V

entao

UNV ={0} e U+V =L ({u,us, u3})
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com (por exemplo) u; = (1,1,1),us = (0,1,0) e uz = (0,0, 1).

22. Em P,, considere os subespacos:
U:L({1+t,1—t2}) e V= {a0+a1t+a2t2 6772:@2—@1+a0:0}.
Seja p (t) € U. Entao existem «, 5 € R tais que
p(t)=ay+at+at’ =a(l+t)+6(1-1).

Atendendo a

1 1 | a 1 1 | a 11 | ao
1 0 | m LT 0 -1 | a1—ag LT 0 —1 | a; — ag
0 =1 | ap | ™72 00 -1 | o« “hebsmh g 00 | ay—ag + ag

Logo, tem-se
U=V

pelo que
U+V=U=V e UNV=U=V.

Assim,

com (por exemplo) uy =1+t e uyg =1 —t2

23. Como
p(l)=0&ap+a1+ay=0

entao
U={p(t) € Py:ag+ar+ay=0}=L{-1+¢t-1+}).

Por outro lado, atendendo a

1 0 —=1 | ag 10 —1 | ag
11 0 | a|—=|01-11] a+a
0 —1 1 | Qo 0 0 0 | ag + a1 + as

a0+a1t+a2t26V:L({l—t,t—tQ,—letz})<:>a0—|—a1—|—a2:0.

Logo U =V e assim
U+V=U=V e UNV=U=V.

Isto é,

com (por exemplo) u; = —1 4+t e uyg = —1 + %

24. Em Pj3, considere os subespagos:

U=L({1+t,1-¢*}) e V=L{1+t+ ¢t 1+t+¢}).
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Logo
U+V=LUOUV)=L({1+t,1 - 1+t+t—1>1+t+1}).

Como 5 ) )
1+t+t3:5(1+t)—§(1—t3)+0(1+t+t2)—§(t—t3)

entao

U+V =1L ({u17UQa U3,U4})

com (por exemplo) uy =1+t up=1—1t3 uz=1+t+t>euy =1t —t3.
Determinemos U N V. Seja

p(t) = ag + art + ast® + azt® € U.

Tem-se
1 1 ‘ ag 1 1 | ao 1 1 ‘ Qo
1 0 | aq N 0 —1 | a; — Qo N 0 —1 | a1 — Qo
0 0 | ag | ~Li+La—Lo | O O | as —Ly+Ls—Ls | O O | as
0 -1 | as 0 —1 | as 0 0 | CL3+CZ0—CL1
Logo
U= {a0+a1t+a2t2+a3t3 EPs:a,=0 e ag+ag— aq :0}.
Seja
q(t) = ap + art + ast®> + ast® € V.
Tem-se
(1 0 1 | ao 1 0 1 ag
1 1 1 ’ ay N 0 1 0 ‘ ay — Qo N
1 0 0 | ag | ~Lit+Lo—La | 0 0O =1 | ag—ag | LotLa—Ls
| 0 -1 1 | a3 “latls=Ls | g —1 1 | as
[1 0 1 | agp 10 1 | aop
N 0 1 0 | a1 — Qg N O 1 0 | a; — Qo
Lo+Ls— Ly O O _1 | Ao — Qg Ls+Lys—Ly 0 O _1 ’ a9 — Qg
_0 0 1 | a1 — ag + as 00 0 | a1+a2—2a0—|—a3
Logo

V:{a0+a1t+a2t2—|—a3t3€P3:a1+a2—2a0+a3:()}.
Deste modo
UNV = {ao+ art + ast’ + ast> € Py:as =0 e ag—a1+az3=0 e —2ap+a;+as+az3=0} =
0 0

10
:ao—l—a1t+a2t2+a3t3 e Ps: (ao,al,a2,a3) eN 1 -1 01
-2 1 11
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Atendendo a que

0 0 10 00 10 1 -1 0 1 1 -1 0 1
1 -1 0 1 . 1 101 —]l0o 0o 10| — |0 =113
9 01 1 1 |Hetbemls g 11 3|2l 211310 0 10
tem-se

UﬂV:{a0+a1t+a2t2+a3t3€733:ag—a1+a3:O e —ai+ay+3a3=0 e agz()}:

:{a0+a1t+a2t2+a3t36733:a0:2a3 e CL1:36L3 (S CLQZO}:
= {205 + 3ast + ast’ € Ps:az e R} = {as (2+3t+t°) € Ps:a3 e R} = L ({2+ 3t +1°}) .

Basta ter, por exemplo, W = L({t?,*}), uma vez que, neste caso, U N W = {0} e
U+W ="P;s. LogopU & W = Ps.

25. Atendendo a

1 00| = 100 | =
010yl _|010] y
~1 00| z|]000 ] a+z|"
0 01 ] w 001 | w

(z,y,2,w) €U & (z+2=0). LogoU = {(z,y,z,w) eR*: 2 +2=0} =N ([1 0 1 0]),
comA:[l 01 0]€M1X4(R).

b) Atendendo a a) U = {(z,y,2,w) € R*: x+ 2 = 0}. Considerando (z,y,2,w) ¢ U por
exemplo (1,0,0,0) tem-se

1 1 00| 2 1 1 00| 2
OOlO]y_}O—100|Z
0 100 ] 2|20 0 10]y
0 0 01 | w 0 0 01 | w

sistema possivel para quaiquer z,y, z,w € R logo R* C U+ L ({u}). A inclusao U+L ({u}) C
R* decorre de se ter U C R* e L ({u}) C R*. Assim: U + L ({u}) = R%.
c) Atendendo a b) tem-se

UnV ={(z,y,z,w)eR*:2+2=0 e y+w=0}=

={(—2z,—w,z,w) : z,w € R} =
={2(-1,0,1,0) + w (0,—1,0,1) : z,w € R} =
= L({(-1,0,1,0),(0,—1,0,1)}).
Assim, existem w; = (—1,0,1,0) ,wy = (0,—1,0, 1) tais que U NV = L ({wy, ws}).
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26. Podemos colocar os vectores do conjunto {(as, (4, 3), (as, 85,9)} como colunas de
uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss. Se

a1 # 0, tem-se

Qg %)
ap Qy 51
0 ——Q9 + ’
A= | By B, 5 i’ o Ba = A
3 9 —a—1L1+L2—>L2
3
—2>Li+L3—L3 3
! 0 ——as+9
L a1 i

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém

os pivots, formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto

{(a1, 51,3), (a2, B5,9)} € linearmente independente se oy # 0 e (62 =+ &042 ou 22 #3).
aq

Se a; = 0, tem-se

0 3 9 3 9
By By o1 By By P 0 =30, + 5,
3 9 1hs 0 ay —F Li+La—L2 0 Qo

Logo, o conjunto {(aq, f1,3), (as, 85,9)} € linearmente independente se a; = 0 e (55 # 30,
ou ay # 0). Assim, o conjunto {(«, 51, 3), (a2, 55,9)} é linearmente independente se e s6 se

(a17é0 e <627é%a2 ou %7&3)) ou (ap =0 e (By#36; ou as #0)).

27. (i) Podemos colocar os vectores do conjunto {(4,2,1),(2,6,—5),(1,—2,3)} como
colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de
Gauss:

4 2 1 1 -5 3
A=12 6 —2| — |2 6 -2 —
1 -5 3 | MR la o2 1 | enr
1 -5 3 1 -5 3 1 -5 3
— 0 16 -8 1L—> 0o 2 -1 —L+T>—>L 0 2 —-11|=A4.
0 22 —11 L:L; 0 2 -1 T 000

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A" que contém
os pivots, formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto
{(4,2,1),(2,6,-5),(1,—2,3)} & linearmente dependente, mas o conjunto {(4,2,1), (2,6, —5)}
é linearmente independente. Procuremos entao «, f € R tais que

(1,-2,3) = a(4,2,1) + (2,6, -5).
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Atendendo ao que ja se fez e considerando a 3% coluna como o termo independente do sistema,
tem-se

da+ 28 =1

a—56=3 04:%
20+ 60 =-2 & &

260 =—1 :—%.
a—58=3

Pelo que

1 1
(1,-2,3) = 5(4,2,1) — 5(2.6,-5).

(ii) Podemos colocar os vectores do conjunto

{(1,2,-1),(3,2,5)}

como colunas de uma matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de
Gauss.

1 3 1 3 1 3
A=12 20 |0 M | 0 A
—1 5 | et g | ettt o 0

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém
os pivots, formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto
{(1,2,-1),(3,2,5)} é linearmente independente.

(iii) Podemos colocar os vectores do conjunto {(1,2,3),(1,1,1),(1,0,1)} como colunas
de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminagao de Gauss.

111 111 111
A=|210 — 0 -1 -2 — 0 -1 -2 |=4.
31 1| im0 2 2| TR g 0 2

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A" que contém
os pivots, formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto
{(1,2,3),(1,1,1),(1,0,1)} é linearmente independente.

Observagao extra: encontramos trés vectores de R? linearmente independentes. Como
a dimensao de R? & 3, entao o conjunto {(1,2,3),(1,1,1),(1,0,1)} é desde logo uma base de
R3, sem ser preciso verificar se gera R3.

(iv) O conjunto {(1,0,—1),(0,0,0), (0,1,1)} contém o vector nulo, logo é linearmente de-
pendente. Facilmente se vé que {(1,0,—1),(0,1,1)} é linearmente independente. Facilmente

também se vé que
(0,0,0) =0(1,0,—1) +0(0,1,1).

(v) Como a dimensao de R? é 3, entao qualquer conjunto de vectores de R*® com mais
do que trés vectores é linearmente dependente. O conjunto

{(1,1,0),(0,2,3),(1,2,3), (z,y,2)}

20



¢ formado por quatro vectores de R?, logo é linearmente dependente para quaisquer z,y, z €
R.

Resolugao alternativa para verificar a dependéncia linear: Podemos colocar os
vectores do conjunto {(1,1,0),(0,2,3),(1,2,3),(x,y,2)} como colunas de uma matriz A e
de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss.

1 01 =z 1 0 1 x
A=112 2y — 021 y—u .
033 2| Mterl2l g 33 5 | 2lethels
1 01 T
L 021 y—x = A,
Tefethsmla g0 32— 3(y—u)

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os
pivots, formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto

{(1’ 1’0)7 (07 273)’ (1727 3)7 (x7y7 Z)}

é linearmente dependente para quaisquer z,y, z € R, mas o conjunto {(1, 1,0), (0,2, 3), (1,2,3)}
é linearmente independente.

Observagao extra: encontramos trés vectores de R? linearmente independentes. Como
a dimensdo de R3 é 3, entao o conjunto {(1,1,0), (0,2, 3),(1,2,3)} é desde logo uma base de
R3, sem ser preciso verificar se gera R3.

Procuremos entao «, 3,7 € R tais que

(r,y,2) = a(1,1,0) + 5(0,2,3) + (1,2, 3).

Atendendo ao que jé se fez e considerando a 4% coluna como o termo independente do sistema,
tem-se

at+y==x at+y=2x o=y — 2z

a+28+y=y & 2+y=y—=x S B=y—x)—3z2
_ 3. _ 3 _ 2

3+3y==2 y=2z—5y—x) Yy=32—y -+

Pelo que

(2,9, 2) = <y— §z> (1,1,0) + <(y—x) - %z) 0,2,3) + <§z —y—l—x) (1,2,3).

28. Podemos colocar os vectores do conjunto {(a?,0,1),(0,a,2),(1,0,1)} como colunas
de uma A matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss.

a2 0 1 1 21
A= 0 a O — 0 a O L
1 2 1|57 g2 0 1 | “htle—ls
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1 2 1 1 2 1

L 0 a 0 T 0 a 0 = A
—a?L1+L3—L3 0 —2&2 1_a2 alot+Lls—L3 0 0 1—@2

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os
pivots, formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto

S, = {(a%0,1),(0,a,2),(1,0,1)}

¢ linearmente independente se e s6 se a ¢ {—1,0,1}. Logo, uma vez que dimR?* = 3 ¢ S,
tem 3 vectores, S, serd uma base de R® se e s6 se a ¢ {—1,0,1}.

29. Sejam U = L ({(1,1,0,0),(0,1,1,0)}) e Vi = L ({(2,%,1,0),(0,0,0,1)}) subespacos
de R*. Determine os valores de k para os quais dim (U NV},) = 1. Coloquemos os vectores
geradores de U e de V' como colunas da matriz:

1 0 2 0 1 0 2 0
11 k0 0110
01 1 0| z00ts |1 1 &k O —11500-1s
00 01 0 0 0 1
1 0 2 0 1 0 2 0
. 01 1 0 . 01 1 0
“Iitls—Lz3 | 01 =2 0 | —LotL3—»15 | 0 0 £K—3 0
0 0 0 1 0 0 0 1

Note que U + Vi, = L (U U V}). Como
dim (UNV,) =dimU 4+ dim Vy —dim (U + Vi) =2+ 2 — dim (U + V;) =4 — dim (U + V)
e

3 sek=3

dim<U+Vk):{4 se k#3

entdo dim (U NV;) =1 se e s6 se k = 3.

30. (i) Seja
S = {0052 t,sen’t, cos 2t}.

O conjunto S é linearmente dependente, pois:
cos 2t = cos®t — sen?t.

Mas, o conjunto
S" = {cos’t,sen’ t}

¢ linearmente independente pois se tivermos A, 4 € R tais que

Acos?t 4+ psen®t =0,
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para todo o t € R, entao se fizermos ¢ = 7 obtemos p = 0 e a seguir se fizermos ¢ = 0

obtemos A = 0. Logo, A = u = 0. Pelo que, o conjunto S’ = {cos?t,sen?t} é uma base de
L(S), pois gera L(S) e é linearmente independente. E entao,

dim L(S) = 2.

(ii) Seja
S = {Q,Sen2 t,coth} .

O conjunto S é linearmente dependente, pois:
2 = 2cos’t + 2sen’t.

Mas, o conjunto
S" = {cos’t,sen’ t}

¢ linearmente independente pois se tivermos A, 4 € R tais que

Acos?t 4+ psen®t =0,

para todo o t € R, entao se fizermos ¢ = 7 obtemos p = 0 e a seguir se fizermos ¢ = 0
obtemos A = 0. Logo, A = u = 0. Pelo que, o conjunto S’ = {cos®t,sen?t} ¢ uma base de

L(S), pois gera L(S) e é linearmente independente. E entao,
dim L(S) = 2.
(iii) Seja
S = {6t, e_t,cosht} .

O conjunto S é linearmente dependente, pois:

el +et

ht =
cos 5

Mas, o conjunto
S ={e' e}
¢é linearmente independente pois se tivermos A, u € R tais que

e + pe ' =0,

para todo o t € R, entao se fizermos ¢ = 0 obtemos A + ;1 = 0 e a seguir se fizermos t = 1
obtemos Ae! + pe™! = 0. Logo, A = u = 0. Pelo que, o conjunto S’ = {e,e~*} ¢ uma base
de L(S), pois gera L(S) e ¢é linearmente independente. E entao,

dim L(S) = 2.

(iv) Seja
S={1,t, (t+1)*}.
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O conjunto S é linearmente dependente, pois:
dimP,; =3 e S tem 4 vectores.

Mas, o conjunto

S ={1,t,t*}

¢é linearmente independente pois trata-se da base canénica de P,. Logo,

L(S) =Py e dimL(S) =dim P,y = 3.

31. Seja V o espaco linear de todas as funcgoes reais de varidvel real. Sejam f,g,h € V,
com f (t) = sent, g(t) = cost e h(t) = t. Vejamos que o conjunto {f,g,h} é linearmente
independente. Sejam «, 3,7 € R tais que

af + g+ ~vh = 0.
Note que

af+pg+vh = 0& af(t)+Pg(t)+~vh(t) =0, paratodooteR &
& asent + fcost+t =0, paratodoot e R.

s
Parat=0,t=m,t= 5 tem-se respectivamente as seguintes equacoes

(asen0+ Bcos0+~0 =0 (=0
f=0
asent + fBcosT+yr =0 o ) —[f+yr=0 v =0
™ T T T a=0.
— — — =0 — =0
\asen2+ﬁcos2+’y2 \04—%—72

Logo o = =~ =0, e assim o conjunto { f, g,h} é linearmente independente.
Observagao. Como {f,g} C {f,g,h}, as fungdes sent e cost sdo linearmente indepen-
dentes.

32. (i) Podemos colocar os vectores do conjunto {(1,3),(1,—1)} como colunas de uma
matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss:

1o 1],
A‘[:a —1:|—3L1+—L2>—>L2{0 —4}_A'

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A" que contém
os pivots, formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto
formado pelos vectores das colunas 1 e 2 da matriz A:

{(1a3>a (17 _1)}
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¢ linearmente independente. Temos assim, dois vectores de R? linearmente independentes.
Como a dimensdo de R? ¢ 2, entdo o conjunto B = {(1,3),(1,—1)} ¢ desde logo uma
base de R?. (Nao foi preciso verificar se B gera R?). Isto é, B ¢ base de L(B) = R? e
dim L(B) = dimR? = 2.

Determinemos agora as coordenadas do vector (0, —1) em relagao a base

B = {(17 3)? (17 _1)}
de R2. Isto é, queremos encontrar o, 3 € R tais que
(0,—-1) = «(1,3) + 5(1,—-1).

Formando a matriz aumentada do sistema, tem-se

1 1 | 0O . 1 1 | 0
3 —1 ’ —1 —3L1+La— Lo 0 _4 ‘ —1
Logo,
a+ =0 az—}i
~
—48 = -1 5:}1
e assim,
(0,-1) = —2(1,3)+ (1. -1)
) - 4 ) 4 ) .

Finalmente e ainda em relagao a base B de R?, o vector cujas coordenadas sdao (0, —1) nessa
base, é dado por:

(ii) O conjunto S = {(0,0), (1,2)} contém o vector nulo, logo o conjunto é linearmente
dependente, pelo que nao pode ser base de R?. No entanto, S’ = {(1,2)} ¢ linearmente
independente e S’ é base de L(S") = L(S). Logo, dim L(S) = 1.

(iii) O conjunto S = {(2,4)} nao pode ser base de R? uma vez que tem s6 um vector e
qualquer base de R? tem sempre dois vectores (pois dimR? = 2). No entanto, S = {(2,4)}
¢ linearmente independente e S é base de L(S). Logo, dim L(S) = 1.

(iv) Facilmente se vé que o conjunto B = {(—5,0),(0,2)} ¢é linearmente independente.
Temos assim, dois vectores de R? linearmente independentes. Como a dimensao de R? ¢ 2,
entao o conjunto B = {(—5,0), (0,2)} ¢ desde logo uma base de R?. (Nao foi preciso verificar
se B gera R?).

Determinemos agora as coordenadas do vector (0, —1) em relagao a base

B= {<_57 0)7 <07 2>}
de R2. Isto é, queremos encontrar o, 3 € R tais que

(0,—1) = a(=5,0) + 5(0, 2).
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1

5 e a=0. Isto &,

Facilmente se vé que 3 = —

(0, —1) = 0(=5,0) + (—%) 0,2).

Finalmente e ainda em relagao a base B de R?, o vector cujas coordenadas siao (0, —1) nessa
base, é dado por:

(v) Como a dimensao de R? ¢ 2, entao qualquer conjunto de vectores de R? com mais do
que 2 vectores ¢é linearmente dependente. O conjunto S = {(1,2), (2, —3), (3,2)} é formado
por trés vectores de R2, logo é linearmente dependente e como tal ndo pode ser uma base
de R?. No entanto, podemos colocar os vectores do conjunto S = {(1,2),(2,-3),(3,2)}
como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao

de Gauss:
1 2 3 12 37
A‘[z -3 2}%1?@!@{0 —7 —4}_‘4'

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A" que contém
os pivots, formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto
formado pelos vectores das colunas 1 e 2 da matriz A:

B= {(1’ 2)? (27 _3)}

¢ linearmente independente. Temos assim, dois vectores de R? linearmente independentes.
Como a dimensao de R? é 2, entao o conjunto B = {(1,2), (2, —3)} ¢ desde logo uma base
de R?. (Nao foi preciso verificar se B gera R?).

Determinemos agora as coordenadas do vector (0, —1) em relagao a base

B = {(17 2)7 (27 _3>}

de R2. Isto é, queremos encontrar o, 3 € R tais que

(0,-1) = {(1,2) + 5(2, -3)} .

Formando a matriz aumentada do sistema, tem-se

1 2 | 0 . 1 2 ] 0
2 _3 | _1 —2L1+Lo—1Lo 0 _7 | _]_
Logo,
2
a+28=0 a=—z
~
—78=-1 8= %
e assim,
2 1
(07 _1> = __(L 2) + _(27 _3>

7 7

Finalmente e ainda em relagao a base B de R?, o vector cujas coordenadas siao (0, —1) nessa
base, é dado por:
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(vi) B2 ={(1,0),(0,1)} ¢ a base canénica de R?. As coordenadas do vector (0, —1) em
relagdo & base B? sdo precisamente 0 e —1. Ainda em relagao & base B2, o vector cujas
coordenadas nessa base sao (0, —1) é precisamente o vector (0, —1).

33. (i) O conjunto {(1,2,3),(0,0,0),(0,1,2)} contém o vector nulo, logo o conjunto é
linearmente dependente, pelo que nao pode ser base. Mas,

L({(1,2,3),(0,0,0),(0,1,2)}) = L ({(1,2,3),(0,1,2)})
e facilmente se vé que o conjunto {(1,2,3), (0, 1,2)} é linearmente independente. Logo,
dim L ({(1,2,3),(0,0,0),(0,1,2)}) =2
e o conjunto {(1,2,3),(0,1,2)} é uma base de L ({(1,2,3),(0,0,0),(0,1,2)}).

(ii) Facilmente se vé que o conjunto {(1,2,0),(0,1,—1)} é linearmente independente.
Logo, o conjunto {(1,2,0),(0,1,—1)} é uma base de L ({(1,2,0),(0,1,—1)}) e

dim L ({(1,2,0), (0,1, —1)}) = 2.

(iii) Podemos colocar os vectores do conjunto {(3,2,2),(—1,2,1),(0,1,0)} como colunas
de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss:

3 -1 0 3 -1 0 3 -1 0
A=12 2 1|  — 0831 — 083 1 |=A4.
2 1 0| akflembad g 5/3 0 | “slethsmls g 0 —5/8

—§L1+L3—>L3

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A" que contém

os pivots, formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto
{(3,2,2),(-1,2,1),(0,1,0)} ¢ linearmente independente. Temos assim, trés vectores de R3
linearmente independentes. Como a dimensao de R? é 3, entao o conjunto {(3,2,2), (—1,2,1),(0,1,0)}
¢ desde logo uma base de R3. Vamos agora escrever o vector (—1,1, —2) como combinagao

linear dos vectores desta base. Isto é, procuremos «, 3,7 € R tais que

(_17 17 _2) = CY(3, 2a 2) + ﬁ<_17 27 1) + 7(07 15 O)

Temos entao

3 -1 0 | -1 3 -1 0| -1 3 -1 0 | -1
2 2 1| 1 — 083 1| 5/3 — 083 1 | 5/3
2 1 0 | —2 | ihtle~la| g 5/3 0 | —4/3 | “sPetlemls | g 0 —5/8 | —19/8
—2L1+Lg—Lsg
Logo,
3o —f=— a:—%



Pelo que
3 4 19

Finalmente e ainda em relagao a base {(3,2,2),(—1,2,1),(0,1,0)} de R3, o vector cujas
coordenadas sao (—1,1, —2) nessa base, é dado por:

(—1)(3,2,2) + (—=1,2,1) + (=2)(0,1,0) = (=4, -2, —1).

(iv) Facilmente se vé que o conjunto {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} é linearmente indepen-
dente. Temos entao trés vectores de R? linearmente independentes. Como a dimensao de
R3 ¢ 3, entdao o conjunto {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} é desde logo uma base de R3. Vamos
agora escrever o vector (—1,1, —2) como combinagao linear dos vectores desta base. Isto é,
procuremos «, 3, € R tais que

<_17 17 _2) = 05(17 17 1) + 5(07 17 1) + 7(0707 1)

Temos entao:

a=-—1 a=-—1
a+p=1 S =2
a+fB+y=-2 v=-3.

Pelo que
(—=1,1,-2) = (—1)(1,1,1) + 2(0,1,1) + (—3)(0,0, 1).

Finalmente e ainda em relagao a base B de R?, o vector cujas coordenadas sao (—1,1, —2)
nessa base, é dado por:

(—1)(1,1,1) + (0,1,1) + (=2)(0,0,1) = (—1,0,—2).

(v) Como a dimensao de R? é 3, entao qualquer conjunto de vectores de R com mais
do que trés vectores é linearmente dependente. O conjunto

{(1,1,-1),(2,3,4),(4,1,-1),(0,1,—1)}

¢ formado por quatro vectores de R?, logo é linearmente dependente. Vamos procurar o
nimero maximo de vectores linearmente independentes que, em conjunto, geram

L({(1,1,-1),(2,3,4), (4,1,-1), (0,1, —1)}).

Podemos colocar os vectores do conjunto {(1,1,-1),(2,3,4),(4,1,—1),(0,1,—1)} como lin-
has de uma A matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss:

1 1 -1 1 1 -1
a_|23 4 o1 e .
o 4 ]. _1 —2L1+Lo— Lo O _3 3 3Lo+Ls—Ls
0 1 _ 1 —4L1+L3—Ls O 1 _ 1 —Lo+Ls—Ly
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1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
. 01 6 . 01 6 . 01 6 _
3Lotls—Lz | O 0 21 LI 0 0 1 La+Ls—Ls | O O 1 '
—letla=la | 0 0 —7 lry—rg |0 0 —1 00 O

As linhas nao nulas da matriz em escada A’ sao linearmente independentes. Logo, o conjunto
{(1,1,-1),(0,1,6),(0,0,1)} é formado por trés vectores de R?, linearmente independentes.
Atendendo a que a dimensao de R3 ¢ 3, o conjunto

{(1,1,-1),(0,1,6),(0,0,1)}
¢ desde logo uma base de R*. Uma vez que L(A) = L(A’) temos entao:
L ({(17 1,-1),(2,3,4),(4,1,-1), (0,1, _1)}) =1L ({(17 1,-1),(0,1,6), (0,0, 1)}) =R’

Logo,
dim L ({(1,1,-1),(2,3,4),(4,1,-1),(0,1,-1)}) = 3.

Vamos agora escrever o vector (—1,1, —2) como combinagao linear dos vectores da base
{(1,1,-1),(0,1,6),(0,0,1)}.
Isto é, procuremos «, 3,7 € R tais que
(—-1,1,-2) = a(1,1,-1) + 5(0,1,6) + (0,0, 1).

Temos entao:

a=—1 a=-—1
a+p=1 S =2
—a+ 68 +v=-2, v = —15.

Pelo que
(—-1,1,-2) = (—1)(1,1,—-1) + 2(0,1,6) + (—15)(0,0, 1).

Finalmente e ainda em relagao a base {(1,1,—1),(0,1,6),(0,0,1)} de R3, o vector cujas
coordenadas sao (—1,1, —2) nessa base, é dado por:

(—1)(1,1,—1) + (0,1,6) + (—2)(0,0,1) = (—1,0,5).

(vi) B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é a base canénica de R3. As coordenadas do vector
(—1,1,—2) em relagao a base B> sao precisamente —1,1 e —2. Ainda em relagao a base B2,
o vector cujas coordenadas nessa base sdo (—1, 1, —2) é precisamente o vector (—1,1, —2).

34. (i) Podemos colocar os vectores do conjunto {(1,0,0, 1), (0,1,0,0),(1,1,1,1),(0,1,1,1)}
como colunas de uma matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de
Gauss:

1010 1010
011 1 011 1
001 1| titaera| 00 11
1011 0001
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Logo, o conjunto {(1,0,0,1),(0,1,0,0),(1,1,1,1),(0,1,1,1)} é linearmente independente.
Temos assim, quatro vectores de R* linearmente independentes. Como a dimensao de R* é
4, entao o conjunto {(1,0,0,1),(0,1,0,0),(1,1,1,1),(0,1,1,1)} é desde logo uma base de R*
e

dim L ({(1,0,0,1),(0,1,0,0),(1,1,1,1),(0,1,1,1)}) = dimR* = 4.

(ii) Podemos colocar os vectores do conjunto {(1,—1,0,2),(3,—1,2,1),(1,0,0,1)} como
colunas de uma matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminagao de Gauss:

1 3 1 1 3 1
-1 -1 0 . 0 2 1 .
0 2 0 Li+Lo—Lo 0 2 0 —Lo+L3—L3
2 1 1| athazla | g -5 —1 | 3letli—la
1 3 1 3 1
0 2 o2
LotLo—Ls | 0 0 — Srgvra—L, | 00 —1
3LetLa—Ls | 0 0 g 00 0
Logo, o conjunto {(1,-1,0,2),(3,—1,2,1),(1,0,0,1)} é linearmente independente e é assim

uma base do subespago de ]R4
L({(1,-1,0,2),(3,-1,2,1),(1,0,0,1)})

tendo-se
dim L ({(1,-1,0,2),(3,-1,2,1),(1,0,0,1)}) = 3.

Atendendo ainda ao método de eliminacdo de Gauss, uma base de R* que inclui pelo
menos dois vectores do conjunto apresentado:

{(1,-1,0,2),(1,0,0,1),(0,0,1,0), (0,0,0,1)}

uma vez que

1 100 1100

100 0 0100

0010 . |00T10

2 10 1 000 1
car=4

(iii) Podemos colocar os vectores do conjunto
{(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,1,0),(0,0,1,1) }

como colunas de uma matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de
Gauss:

1 0010 100 1 0

A 01100 . 011 0 O .
0 1 01 1| —r4424—24 | 0 1 0 1 1 | —Lo+Ls—Ls
1 01 01 001 -1 1
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10 0 1 0 10 0 10
. 01 1 0 O . 01 1 0O _
—Lotls—Lz; | O O =1 1 1 | f34L4—2, | 0 0 =1 1 1 ’
00 1 -11 00 0 0 2

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, os vectores das colunas
1,2,3 e 5 da matriz A:

{(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,0,1), (0,0, 1,1)}

sao uma base de R*, por serem quatro vectores linearmente independentes de um espaco
linear de dimensao 4. E

dim L ({(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1)}) = dimR* = 4.

(iv) Facilmente se vé que o conjunto {(1,0,0,2),(1,0,2,0),(1,2,0,0),(3,0,0,0)} & li-
nearmente independente. Temos entdo quatro vectores de R* linearmente independentes.
Como a dimensio de R* ¢ 4, entdo o conjunto

{(1,0,0,2),(1,0,2,0),(1,2,0,0),(3,0,0,0)}
¢ desde logo uma base de R* e

dim L ({(1,0,0,2), (1,0,2,0), (1,2,0,0), (3,0,0,0)}) = dimR* = 4.

(v) Podemos colocar os vectores do conjunto
{(1,-2,5,-3), (2, -4,6,2), (3, —6,11, 1), (0,0,5,5)}

como colunas de uma matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de
Gauss:

1 2 3 0 1 2 3 0
Ao |2 so0| 32 -5
N 5 6 11 5 | Leels 5 6 11 5 | 3Li4Lo—Ls
_ B o 4 5L+ Ls—L
3 2 1 5 2 4 6 0 2L11+L43—>L43
1 2 3 0 1 2 3 0
ojos s sl oss 5|,
sLatla—ly | 0 —4 —4 5 | 1400, 0 0 0 15 -
—5L1+Ls—L
2L11+L4:L43 0 0 0 0 00 0 O

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, os vectores das colunas
1,2 e 4 da matriz A formam um conjunto linearmente independente:

{(1,-2,5,-3),(2,-4,6,2),(0,0,5,5)} .
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Assim, o conjunto {(1,—-2,5,—-3),(2,—4,6,2),(0,0,5,5)} é uma base de
L ({<17 _27 57 _3)7 (27 _47 67 2)7 <07 07 57 5)}) )

tendo-se
dim L ({(1,-2,5,-3),(2,—4,6,2),(0,0,5,5)}) = 3.

Atendendo ainda ao método de eliminacao de Gauss, uma base de R* que inclui pelo
menos dois vectores do conjunto inicial:

{(1,-2,5,-3),(0,1,0,0), (2, —4,6,2),(0,0,5,5)}

uma vez que

1 0 2 0 10 2 0
21 —4 0 01 0 0
5 06 5| |00 -4 5
30 2 5 00 0 15
car=4

vi) Podemos colocar os vectores do conjunto
(vi) j
{(2,1,-1,2),(-1,-1,1,2),(4,-2,2,-2),(5,—2,2,2) }

como colunas de uma matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de
Gauss:

2 -1 4 5 1 -1 -2 =2
A 1 -1 -2 =2 . 2 -1 4 5) .
o _]. 1 2 2 Li<—Lo 2 2 _2 2 —2L1+Lo— Lo
_ L3—L - —2L1+L3—L
2 2 -2 2 [Bek| 11 2 2 | il
1 -1 -2 =2 1 -1 -2 =2
o1 s 9 oo 9 |,
—2L1+L2—>L2 0 4 2 6 —4L2+L3—>L3 O 0 _30 _30 o ’
“2atls=Ls | 0 0 0 0 0 0 0 0
Li+Ls—Ly

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, os vectores das colunas
1,2 e 3 da matriz A formam um conjunto linearmente independente:

{(2,1,-1,2),(—1,-1,1,2),(4,-2,2,-2)}.
Assim, o conjunto {(2,1,-1,2),(-1,-1,1,2),(4,—2,2,—2)} é uma base de
L{{(2,1,-1,2),(-1,-1,1,2),(4,-2,2,-2)}),
tendo-se

dim L (S) = dim L ({(2,1,-1,2), (—=1,-1,1,2), (4, —2,2, —2)}) = 3.
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Uma base de R* que inclui pelo menos dois vectores do conjunto
{(2,1,-1,2),(-1,-1,1,2),(4,-2,2,—-2) } :

{(2,1,-1,2),(~1,-1,1,2), (4,-2,2,—-2),(0,0,1,0)} .

Vejamos que (8,—3,3,5) € L(S) e determinemos uma base de L (S) que inclua o vector
(8,-3,3,5). Isto &, procuremos «, 3,7 € R tais que

(8,-3,3,5) = a(2,1,—1,2) + B(—1,—1,1,2) + v(4, 2,2, —2).

Temos entao:

2 -1 4 | 8 1 -1 -2 | -3
1 -1 -2 | -3 . 2 -1 4 | 8 .
-1 1 2 | 3 LieLo 2 2 -2 | 5 —2L1+Ly—Lsy
_ La—L . —2L1+L3—L
2 2 -2 | 5 |[Reh| 11 2 | 3 | 2hthek
1 -1 -2 | -3 1 -1 -2 | -3
I U B B
—Li+La—Ly | O 4 2 | 11 | —2Ly4Le—L, | O O =30 | —45 |~
—2Ly+Ls—L —2Ly+Ls—L
2itlasla | g0 0 | 0 | Pathelilg o0 0 | 0
Logo,
a=2
p=2
v=3
Pelo que

(8,-3,3,5) =2(2,1,-1,2) + 2(—1,-1,1,2) + 2(4, —2,2,-2).
Atendendo a (*), o conjunto
{(2,1,-1,2),(-1,-1,1,2),(8,-3,3,5)}

¢ uma base de L (S) que inclui o vector (8,—3,3,5).
Atendendo ainda ao método de eliminacao de Gauss, uma base de R* que inclui pelo
menos dois vectores do conjunto inicial:

{(2,1,-1,2),(~1,-1,1,2),(0,0,1,0), (8, —3,3,5)}

uma vez que

2 -1 0 8 2 -1 0 8

1-10-3|_ |0 -1/2 0 -7

-1 1 1 3 0 0 -4 0

2 2 0 5 0 O 0 —45
car=4
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35. Como B ={2—1t,2+t} é uma base de Py, existem escalares o, § € R tais que
pt)y=t=a2—-1t)+5(2+1)

sendo « e [3 as coordenadas de p (t) nessa base ordenada. Atendendo a que

2 2] 0 B 2 2 ] 0
-1 1 ’ 1 1L1+La—Lo 0 2 | I

1 1
2521@525 e 2a+2ﬁ:0<:>1a:—§.
p=3

Logo —3 ¢ 1 sdo as coordenadas de p (t) em B.

36. (i) Podemos colocar os coeficientes dos vectores do conjunto
{2t —*,1 - 2%, 24+ t,1 — 4t}

como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao
de Gauss:

0 1 2 1 2 0 1 —4
A= 2 0 1 4| — |0 1 2 1 .
1 20 0 |M"] 1 20 0 |zktbls
2 0 1 —4 20 1 —4
. 01 2 1 . 012 1 |=A4.
shitlamla | g g 1 _g | 2ethemla] g g 9

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto dos vectores
correspondentes as colunas 1,2 e 3 da matriz A:

{2t — .1 —2t*, 2+ t}

é uma base de
L({2t—,1—-2%2+1¢,1—4t}).

Como a dimensao de P, é 3, entao o conjunto
{2t —*,1 -2, 24+ t}
¢ desde logo uma base de P, tendo-se

L({2t—t,1—-2%2+¢,1—4t}) =L ({2t —t*,1 = 28,2+ t}) = P>

dim L ({2t — *,1 — 2¢*,2+¢,1 — 4t}) = dim P, = 3.

Vamos agora escrever o vector 1—¢ como combinagcao linear dos vectores da base {2t — t2,1 — 2¢?,2 + t}.
Isto é, procuremos «, 3,7 € R tais que

1—t=a2t—t*)+B(1—2t3) + (2 +1).
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Temos entao:

20+7=-1 & y=-1+448 &({ y=1
—Oé—2ﬁ:0, 042—26. a:_g

Pelo que

2 1 1
1—t=—=(2t—13)+ = (1 = 22) + = (2 + 1).
2t =)+ 2(1-20) + S(241)

Finalmente e ainda em relagao a base {2t — t?,1 — 2t2,2 4+ t} de P,, o vector cujas coorde-
nadas sao (—1, 3,2) nessa base, é dado por:

(—1)(2t —*) +3(1 — 2t*) +2(2 +t) = 7 — 5¢°.

(ii) Podemos colocar os coeficientes dos vectores do conjunto
{1+ t—*1—t+2%1+1t}

como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminagao
de Gauss:

1 0 1 1 1 0 1 1 10 1 1
A=l0 1 -1 1 . 0 1 -1 1 . 01 -1 1|=4"
1 -1 2 o Mtsls g 1 1 —1 | =00 0 0

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto dos vectores
correspondentes as colunas 1,2 da matriz A:

{1+t—¢}

¢ uma base de
L({1+8t—*1—t+221+1}),

tendo-se
L({1+¢t—t*1—t+2%1+1t}) =L ({1+¢t—¢})

dim L ({142t — 21—t + 22,14+ ¢}) = dim L ({14 2,t — £2}) = 2.

(iii) Podemos colocar os coeficientes dos vectores do conjunto
{1+2t—*34+*5+4t -, -2+ 2t — *}

como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao
de Gauss:

1 3 5 -2 1 3 5 -2
A=| 2 0 4 2 — 0 -6 6 6 | —
11 -1 1| e o o4 40 -3 | shemhe
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1 3 5 =2 1 3 5 =2
— 0o -1 -1 1 — 0o -1 -1 1 =A.
1Lo—L, 0 4 4 _3 4Ly+L3—Ls 0 0 0 1

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto dos vectores
correspondentes as colunas 1,2 e 4 da matriz A:

{1+2t—*3+1*, -2+ 2t —¢?}

¢ uma base de
L({1+2t—t*3+*5+4t—1*,—-2+2—¢7}).

Como a dimensao de P, é 3, entao o conjunto
{1+2t -3+, —2+2t — 1}
¢é desde logo uma base de P, tendo-se
L({1+2t—334+5+4t— >, —2+2 —1*}) =

=L({1+2t—t*34+1*, 242 —1*}) =P,

dim L ({142t — 3,34+ *,5+4t — >, =2+ 2t — 1*}) = dim P, = 3.

Vamos agora escrever o vector 1 — ¢ como combinacao linear dos vectores da base
{1+2t—*3+1*, —242t —t*}.
Isto é, procuremos «, 3,7 € R tais que
1—t=a(l+2t—t*)+ B3+ + (=242t — 7).

Temos entao:

1 3 27Ta 1
2 0 2 Bl=1-1
-1 1 -1 5 0

Aplicando entao o método de eliminacao de Gauss a matriz aumentada do sistema anterior,
temos:

1 3 -2 | 1 1 3 -2 | 1
2 0 2 | -1 — 0 -6 6 | -3| —
11 -1 | 0| paikeitlo o4 -3 | 1 | skl
13 -2 | 1 13 -2 | 1
— o -2 2 | -1| — |0 -2 2 | -1
slemla | g4 =3 | 1 [PETR g 0 1 | 1
Logo,
a=1
1
B=—1
y=-1



Pelo que
1 1
1—t:§u+at—ﬁ)+(—5)@+¢%+«—U@Q+at—ﬂ)

Finalmente e ainda em relagao a base {1 + 2t — t2, 3 + 2, =2 + 2t — 2} de Pa, o vector cujas
coordenadas sao (—1, 3, 2) nessa base, é dado por:

(=1)(1+2t —t3) +3(3 + 1) + 2(=2 + 2t — t?) = 4 + 2t + 2%,

b
d

{A:{iZ}eA@wﬁyMAzo}:{[jiZ]wmﬂeR}:

({0 Loa 1ol

Como o conjunto {[ -1 0 } , [ 01 } , { 00 ]} ¢ linearmente independente e gera o

37. (i) Seja A = [ CCL } € Msys(R). Entao tr A =0< a+ d=0. Logo

0 1 00 1 0

subespago < A = Z Z € My o(R) 1 tr A = 0}, é entao uma base deste subespaco, o

qual tem assim dimensao 3.

b

(ii) Seja A = [ CCL J } € Msy»(R) tal que

Lo lleal =l

a+c b+d
at+c b+d

Tem-se entao
_la+b a+bd

_[c—l—d c—l—d]

ousejaa=deb=c. Assim

|
{]H‘iH?H})'

Como o conjunto { [ Lo } , [ (1) } ¢ linearmente independente e gera o subespaco

01

{AeMm(R):A“ H:“ ”A}’

¢é entao uma base deste subespaco, o qual tem assim dimensao 2.
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38. Como o espago linear My,2(R) tem dimensao 4, entdo para verificar que as matrizes

ool [l Lo v] [0

formam uma base de Msyo(IR) basta ver que sao linearmente independentes. Sejam «, 3,7, €

R tais que
11 0 0 10 0 1
loo] ool vV fa V] eo[1 1] e

onde 0 é a matriz nula [ 8 8 1 Queremos provar que a = =~ =09 = 0.

55t lon]

Temos entao:

B+6 B+y+06 00
isto é,
a+v=0
a+d6d=0
B+6=0
B+v+0d=0,
ou ainda
1 010 o 0
1 0 01 g1 {0
01 01 v |0
0111 ) 0

Aplicando entao o método de eliminacao de Gauss & matriz dos coeficientes do sistema
homogéneo anterior, temos:

1010 10 1 0
1001 00 —1 1
01 0 1| tistocta| 01 0 1| yots
0111 01 1 1
10 1 0 10 1 0 10 1 0
01 0 1 01 0 1 01 0 1
Loty | 00 —1 1| “toizaoza | 0 0 =1 1 | mytzacera | 0 0 —1 1
01 1 1 00 1 0 00 0 1

Logo, a tnica solugao do sistema é: («, 3,7,9) = (0,0,0,0). Assim, o conjunto

Y
11 00 10 01
0 0]’ 1 11’ 0 1}’ 11
¢ uma base de Mayo(R).
. 1 3 0 11 2 =5 4 1 3 =2 .
39.Seja5’—{{_1 2],[_5 3],{3 1],[15},[2 3]}.SejaWum
subespago de Mayo(R) gerado por S. Determinemos uma base para W que inclua vectores

de S.
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Sejam Aq, A2, A3, Ag, A5 € R tais que

00 13 0 11 2 -5 41 3 —2
LRI R R g e i R E R sl

Temos entao:

10 2 4 3 1 0 2 4 3
3 11 -5 1 -2 . 0o 11 -11 —-11 -11 .
-1 -5 3 1 2 —3L1+La— Lo 0 =5 5 5 5 I—E’IL2+L3HL3
2 3 1 5 3 _’;Hﬁzj_fz 0 3 =3 =3 =3 | -2LotLi-Ls
1 0 2 4 3
. 0 11 -—-11 -—-11 -11
%L2+L3—>L3 0 O 0 0 0

SiLpineen [0 0 0 0 0

pelo que sendo as 2 primeiras colunas da matriz em escada anterior independentes, o conjunto

de matrizes
1 3 0 11
-1 21’ -5 3

¢ uma base de W, atendendo também a que
2 =5 4 1 3 =2 cl 1 3 0 11
3 1 |’[1 5("l2 3 -1 2|’ -5 3 '

40. A dimensao do espaco linear Mj3y5(R) é 6. Assim, para encontrar uma base de
M3,5(R), basta encontrar 6 matrizes do tipo 3 X 2 que sejam linearmente independentes. O
seguinte conjunto de 6 matrizes do tipo 3 x 2:

10 0 1 00 00 00 00
oofl,loo|,]10|,l0o1],]oo0]|,|00
00 00 00 00 10 0 1

¢ linearmente independente. Logo, ¢ uma base de M3.2(R). (Chama-se a esta base, a base
canénica de M3y2(R).)

41. (i) Uma matriz diagonal do tipo 3 x 3 tem a seguinte forma:

a 0 0
0 b 0 com a,b,ceR.
0 0 ¢
E tem-se
a 0 0 1 00 0 00 0 00
0ObO0O|=a|l0O0O0]|]4+b]01O0|+c|0O0O0
0 0 ¢ 0 00 0 00 0 01



Isto é, o subespaco formado por todas as matrizes diagonais do tipo 3 x 3, é gerado pelo
conjunto

1 00 000 000
D= 000f(,]01O0}],]000
000 000 001

Além disso, este conjunto é linearmente independente. Temos entao que o conjunto D é uma
base do subespago formado por todas as matrizes diagonais do tipo 3 x 3. Logo, o subespaco
tem dimensao 3.

(ii) Uma matriz simétrica do tipo 3 x 3 tem a seguinte forma:

a b c
b d e com a,b,c,de, feR.
c e f
E tem-se
a b ¢ 100 010 0 01
b d e|l=a|l00O0|+b|10O0]|+c|0O0O0]|+
c e f 000 0 00 100
0 00 0 00 0 00
+d| 0 1 0O|+e|l 00 1|+f[0O00O0
0 00 010 0 01
Isto é, o subespaco formado por todas as matrizes simétricas do tipo 3 x 3, é gerado pelo
conjunto
1 00 010 0 01 0 00 0 00 0 00
S = ooof,l]1ro00}{,]00O0O}|,/{01O0]|,{00T1(,]000
000 0 00 100 0 00 010 0 01

Além disso, este conjunto é linearmente independente. Temos entao que o conjunto S é uma
base do subespago formado por todas as matrizes simétricas do tipo 3 x 3. Logo, o subespaco
tem dimensao 6.

42. (i)

A:

o O =
O = O
O = O O

e}

0

As colunas da matriz A que contém os pivots, formam um conjunto de vectores linearmente
independente. Logo,

C(A)=L({(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)})
e o conjunto {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)} é uma base de C(A). Por outro lado,
L(A) = L({(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}) = R?,
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e o conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} & uma base de L(A). Desta forma:
carA = dimC(A) = dim L(A) = 3.

Por definicao:
N(A) ={ueR’: Au=0}.

A equagao
1 00
o1o0||™ 0
001 |]%2]|~]|"
00o0|L"U 0
é equivalente ao sistema
u; =0
Uy =
us =0
Logo,
N(A)={(0,0,0)} e nuld=dimN(A4)=0.
(ii)
-1 3 0 2 -1 3 0 2
A= 0 2 20 —_— 0o 2 20 — A
-1 30 2 —L1+Ls—L3 0 00 0

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo,

C(A) = L{(=1,0,-1),(3,2,3)})
e o conjunto {(—1,0,—1),(3,2,3)} é uma base de C(A). Por outro lado,
L(A)=L(A)=L({(-1,3,0,2),(0,2,2,0)}),
e o conjunto {(—1,3,0,2),(0,2,2,0)} é uma base de L(A). Desta forma:
carA = dimC(A) = dim L(A) = 2.

Por definicao:
N(A4) ={ueR: Au=0}.

Temos entao, pelo método de eliminagao de Gauss,

Au=0< Au=0.

A equagao
130 2 th 8
0 2 2 0 Y2 | 0
0 00 0 Us
Uy 0
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é equivalente ao sistema
{ —uy + 3ug +2uy =0

QUQ + QU3 =0
ou seja a
uy = 3’LL2 + 2U4
Uz = —Ua.
Logo,
N(A) = {(SUQ + 2uy, Ug, —Usg, U4) D U9, Uy € R} .
Como

(Bug + 2uy, ug, —ug, ug) = (3ug, uz, —ug, 0) + (2u4,0,0,us) = us(3,1, —1,0) + u4(2,0,0, 1),

tem-se:

N(A)=L({(3,1,-1,0),(2,0,0,1)}).

O conjunto S = {(3,1,—-1,0),(2,0,0,1)} é linearmente independente. Como S ¢ linearmente
independente e gera N'(A), temos entdo que S é uma base de N'(A) e:

nulAd = dimN(A4) = 2.

(iii)

12 3 -1 1 2 3 -1 1 2 3 -1

A 23 2 0 . 0O -1 —4 2 . 0 -1 —4 2

o 3 4 1 1 —2L1+Lo— Lo 0 _2 _8 4 —2Lo+L3—Ls O 0 O 0

11 -1 1 | Bhtls=ls g 1 —4 2 | “feflazba g0 0 0
—L14+Ls—Ly

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo,

C(A)=L({(1,2,3,1),(2,3,4,1)})
e o conjunto {(1,2,3,1),(2,3,4,1)} é uma base de C(A). Por outro lado,
L(A)=L({(1,2,3,-1),(0,—1,-4,2)}),
e o conjunto {(1,2,3,—1),(0,—1,—4,2)} é uma base de L(A). Desta forma:
carA = dimC(A) = dim L(A) = 2.

Por definicao:
N(A) = {ueR": Au=0}.

Temos entao, pelo método de eliminagao de Gauss,

Au=0< Au=0.
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A equacao

1 2 3 17w 0
0 -1 —4 2 upy |0
00 0 0 us |~ |0
00 0 0 g 0

é equivalente ao sistema
U1+QUQ+3U3—U4:0
—Ug — 4U3 + 2U4 =0

ou seja a
Uy = —2uy — 3uz + g
Uy — —4U3 + 2U4
e ainda a
uy = 5U3 - 3U4
Ug = —4.U3 + ZU4.
Logo,
N(A) = {(bus — 3ug, —4us + 2uy, uz, ug) : uz, uq € R} .
Como
(Bus — 3uy, —4us + 2uy, uz,ug) = (Sug, —4us, usz, 0) + (—3uy, 2uy, 0, uy)
= wuz(5,—4,1,0) + uyg(—3,2,0,1),
tem-se:

( ) ({<57_47170)7(_3727071>})'

O conjunto S = {(5,—4,1,0),(—3,2,0,1)} é linearmente independente. Como S é linear-
mente independente e gera N (A), temos entdo que S é uma base de N (A4) e:

nulA = dimN'(A) =

43. Seja A € M3y3(R) tal que nul A = dim N (A4) = 3. Uma vez que

n° de colunas de A = carA + nulA,

Logo, o n° de linhas de A ¢ igual ao n° de colunas de A. Isto é, m = n. Além disso, como

n = carA + nulA,
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tem-se

n =2dim N (A).
Pelo que, A € M,,».,(R) com n par. Exemplo:

0010
0001
A_OOOO
0000

45. Sejam U e V subespacos de W tais que dimU = 4,dimV =5 e dimW = 7. Tem-se
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U+V) =9 —dim (U + V).
Como U + V' é subespaco de W, tem-se
b=dimV <dim(U+V) <dimW =7
e assim dim (U + V) € {5,6,7}. Logo,

dim (UNV) e {2,3,4}.

46. Determine bases e calcule as dimensoes de U + V e U NV, dizendo em que casos
U+ V éasoma directa U @ V (determine-a) dos subespagos U e V.
(i) Em R3, considere os subespagos:

U=L{(1,-1,1),(0,1,1)}) e V=L{(1,1,2),(—-1,1,1)}).

Logo, U+ V = L(UUV)=L({(1,-1,1),(0,1,1),(1,1,2),(—1,1,1)}). Facilmente se ver-
ifica que {(1,-1,1),(0,1,1),(=1,1,1)} ¢ uma base de U + V, ou melhor de R3. Logo,
dim(U+V)=3e

dmUNV) =dimU +dimV —dim(U+V) =242 -3 =1.

Seja (z,y,2) € U. Tem-se

1 0| z 10| = 10 | xr
SR et S R B It I B
V1| oz | RETn o1 | a—a | TR L00 | 222y
Logo
U= {(rg.9) RO 2= 20—y =0},
Seja (z,y,z) € V. Tem-se
1 -1 | z L -1 | = 1 -1 | v
bl o |02 by=o o 102 |y
T B rivsmicll INONE B S 1) B i I R TR
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Logo
V={(z,y,2) €eR*: 22 — 3y —z =0} .

Deste modo
UnV ={(z,y,2) ER*:z2—20—y=0 e 22—3y—xz=0} =L({(1,3,5)})

e como tal, {(1,3,5)} é uma base de U NV, tendo-se dim (U NV) = 1.
Neste caso, como U NV # {0} entdo U + V nao ¢ a soma directa dos subespagos U e V.

(ii) Sejam U = {(z,y,2) eR*:z+y—2=0 e z+y =0}, V=L{(1,1,1)}).
Tem-se (1,1,1) ¢ U pois 1 +1 —1 # 0. Logo

UNnV ={0} e dim(UnNV)=0.
Por outro lado, como
U={(-9,0)eR’:y e R} = L({(~1,1,0)}),

tem-se

U+V =L ({<_1’ 170)7 (17 L, 1)})

e sendo {(—1,1,0),(1,1,1)} uma base de U +V, dim (U + V') = 2.
Além disso, como UNV = {0}, dmUNV =0e

U+V=U®V=L{(-1,1,0),(1,1,1)}).

(iii) Em R3, considere os subespagos:
U=L{(1,0,1),(-1,1,2)}) e V={(x,y,2):x+y+32=0}.
Seja v € U, entao
v=0a(l,0,1)+5(-1,1,2) = (a« — 3, 5, + 20),
com «, f € R. Para que v esteja também em V' é preciso que:

a—pB+pB+3(a+2p)=0.

isto é,
3
da+68=0 & a:—§ﬂ.
Assim,
5 1 5 1

=«a(1,0,1 -1,1,2) = —= -6 = ——,1,=).

v a( 707 >+/8( ) ) ) ( 2/67/872/B> /6( 27 72)
Logo,

vav={s(-g1g) serp=r({(-312)})

e como tal, {(—g, 1, %)} é uma base de U NV, tendo-se dim (U NV) = 1.
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Tem-se
V =L({(-1,1,0),(—3,0,1)}).

Logo,
© U+V = L(UU V) = L({(LO’ 1)7 (_L 172)7 (_17 170)a (_3’()’ 1)})

Facilmente se verifica que {(1,0,1),(—1,1,2),(—1,1,0)} é uma base de U + V', ou melhor de
R3. Logo, dim (U + V) = 3.
Neste caso, como U NV # {0} entdao U + V nao é a soma directa dos subespagos U e V.

(iv) Em R?, considere os subespagos:
U={(z,y.2) eR®:z=y=2} e V={(z,y,2) eR*:2=0}.

Tem-se U = L ({(1,1,1)}) e V = L({(0,1,0),(0,0,1)}).
Como {(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de U +V = L (U U V) entao

dm(U+V)=3 e U+V=UdV =R

Como U NV = {0} entdo dim (UNV) = 0.

(v) Em Ps, considere os subespagos:
U:L({1+t,1—t2}) e V= {a0+a1t+a2t2 6772:a2—a1+a0:0}.
Seja p (t) € U. Entao existem «, 5 € R tais que

p(t)=ap+ait+at’ =a(l+t)+8(1—1).

Tem-se

1 1 | Qo 1 1 | ao 1 1 | Qg

1 0 | o LT 0 -1 | a1—ag . 0 —1 | a; — ag
0 =1 | a | ™72 00 -1 | o« Thrbmbl g 00 | ay—ag + ag

Logo, tem-se
U=V

pelo que
U+V=U=V e UNV=U=V.

Assim, {1 +¢,1 —t*} ¢ uma base de U, de V, de U + V e de U NV, tendo-se
dim(U+V)=dim((UNV) =2.
Neste caso, como U NV # {0} entdo U + V' nao ¢é a soma directa dos subespagos U e V.
(vi) Como
p(—1) =2p(0) — p(1) & ap — a; + as = 2a9 — (ap + a1 + az) < a; =0

entao
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Vi={p(t) € Py: p(—1) =2p(0) — p(1)} = {ag + ait + ast?® : ay = 0}.

Tem-se

—1 1 | Qo -1 1 | Qo

1 0 | aq — 0 1 ‘ ag + aq

0 —1 | a 0 0 | ag + a1 + a9

ap+art +ast* € Vo= L{—1+t,1—1*}) & ag+a; +ay = 0.
Logo
ng{a0+a1t+a2t2:a0+a1—|—a2:0}.
Pelo que
U+V=LUUV)=L({-1+t,1-1t})=L{1-#1,t}) =P,

e

Viﬂ% = {ao+a1t+agt2:a0+a1+a2:06a2:()}:
= {—a1 +at:a € R} = L({—l + t})

Como {1 — 2 1,t} gera V; + V, (uma vez que —1 4+t = (=1) x 1 + 1 x t) e, ¢ também
linearmente independente, entao é uma base para Vi + V5, ou melhor de Py. Como {—1+t}
gera V) N'V5 e, é também linearmente independente, entao é uma base para Vi N V5. Como
Vi NV # {0} entao Vi + V5 ndo é a soma directa dos subespagos V; e V5.

(vii) Como
p(l):O<:>a0+a1+a2:0

entao
‘/i:{p<t)€7321a0+a1+a2:0}.
Tem-se
1 0 -1 | ao 10 —1 | ag
-1 1 0 | aa|—=1]01—-11] a+a
0 0

0 —1 1 | a9
a0+a1t—|—a2t2GVQ:L({I—t,t—t2,—1+t2})(:)a0+a1—|—a220.
Logo Vo = Vi eentao: ViNVo =V, =V, =V; 4+ V5. Além disso

0 | ag + a1 + as

dim (Vi NV3) =dimVy; =3 —car([1 1 1]) =2,

pelo que, como V, = L({1 —t,t — t*}), entao {1 —t,t — t*} é uma base para Vi NV, =V, =
Vi =Vi+ Vs, Como V) NV, #£ {0} entdo V) + V4 ndo é a soma directa dos subespagos V; e
Va.

(viii) Em Pj3, considere os subespagos:
U=L{1+t,1-¢}) e V=L{1+t+ ¢t 1+t+¢}).

Logo
U+V=LUOUV)=L({1+t,1 - 1+t+t—1>1+t+1}).
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Vejamos quais dos vectores do conjunto
{1+, 1 - 1+t+2t -2 1+t + 1}

sao linearmente independentes. Coloquemos entao os coeficientes desses vectores como col-
unas de uma matriz:

1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1
A 1 0 1 1 1 N 0O -1 0 1 0 . 0 —-10 1 O
0 0 1 0 0| -L1+Le—2 | 0O O 1 0 O | -Lo+Ls—zs | O O 1 0 O
0O -1 0 -1 1 0 -1 0 -1 1 0O 0 0 -2 1

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto

{1+6,1-14+t+%t -1}

¢ uma base de U + V, tendo-se dim (U + V') = 4 e deste modo U + V = Ps.
Por outro lado, também se conclui de (*) que o conjunto

{1+t,1-¢}

¢é base de U, tendo-se dim U = 2, e como

1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1

0O 1 0 . 0 1 0 . 01 O . 01 O

1 0 O —m143—25 | 0 0 —1 | 2f9414—14 | O O —1 | 13414—1, | O O —1

0 -2 1 Litls—Ls 0 -2 1 00 1 00 O
o conjunto

{1+t+8t-5 1+t +8}
¢é base de V, tendo-se dim V' = 3.
Logo,
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U+V)=2+3-4=1.
Neste caso, como U NV # {0} entdo U + V nao ¢ a soma directa dos subespagos U e V.
Determinemos U N'V. Seja p (t) = ag + a1t + ast? + ast® € U. Tem-se

1 1 | ao 1 1 | ag I 1 | Qg

1 0 | aq N 0 —1 | a; — Qo N 0 —1 | a; — Qo

0 0 | as | —Li+Lo—Ls | O O | as —Lot+Ls—Ls | O 0 | as

0 —1 | a3 0 —1 | as 0 0 | ag+ap—am
Logo

U:{a0+a1t+a2t2+a3t3€773:a2:0 e a3+a0—a1:O}.
Seja q (t) = ag + ait + agt® + azt® € V. Tem-se

1 0 1| a 1 0 1 | a

1 1 1| a . 0 1 0 | ai—ap .

1 0 0 | ag | ~Lit+Lo—Lo | 0 0O =1 | ag—ag | LotLa—ls
0 -1 1 | ag | W¥le=ls |0 -1 1 | ay
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10 1 | ao 10 1 | ao
SN 01 0 | a1 — Qg SN 0 1 0 | a; — Qg
Lo+Las— Ly O O _1 | a9 — Qg Ls+Las—Ly O O _1 | a9 — Qg
00 1 | a; — ag + as 00 0 ’ a1+a2—2a0+a3
Logo

V:{a0+a1t+a2t2+a3t36733:a1+a2—2a0+a3:0}.

Deste modo

UNV ={ag+ait +ast> +agt? €Py:az=0 e aqp—a1+az3=0 e —2ap+a;+az+as=0}=

0 0 1 0]
:ao+a1t+a2t2+a3t3€773:(ag,al,aQ,ag)EN 1 -1 0 1
—2 1 1 1|
Atendendo a que
0 0 10 0 0 10 1 -1 01 [1 -1 0 1
1 -1 01 — 1 -1ro01|y — {0 O 10| — [0 -1 1 3
—2 1 11l 3o 130 o0 10
tem-se

UOV:{ag+a1t+a2t2+a3t3€733:ag—a1+a3:0 e —ai+as+3a3=0 e GQZO}:

:{ao+a1t+a2t2+a3t36733:@0:2@3 e CL1:36L3 (S (12:0}:
:{2a3+3a3t—|—a3t3€733:a3€R}:{a3(2—|—3t—|—t3)EpgzagéR}:L({Q—i—?)t—i—t?’}).
e como tal, {2+ 3t + t*} é uma base de U NV, tendo-se dim (U N'V) = 1.

(ix) Em R*, considere os subespagos:

U=L({2-21,-2),(~1,1,1,3),(0,0,—6,—8), (1,1, -5, —5)})

e
V =L ({(0,0,0,-1),(0,1,2,3),(0,2,4,8)}).
Tem-se
2 -1 0 -1 0 00 2 -1 0 —1 0 0 0
A= -2 1 0 1 0 1 2 . 0 O 0 0 0 1 2 .
o 1 1 -6 -5 0 2 4 Li+Lo—Lo 0 3/2 =6 —=9/2 0 2 4 | LyoLs
-2 3 -8 -5 -1 3 8| sktls=Ls |0 2 -8 —6 —1 3 8
Li+Ls—Ly
2 -1 0 -1 0O 00 2 -1 0 -1 0 0 0
. o 2 -8 -6 -1 3 8 . 0O 2 -8 —6 -1 3 8 _
Ly—Ly | 0 3/2 =6 —=9/2 0 2 4 —3 Lyt Ly—Ly 0 0 0 0 3/4 —1/4 -2 -
0 0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 0 1 2
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As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto

{(2,-2,1,-2),(~1,1,1,3),(0,1,2,3), (0,2,4,8)}

¢ uma base de U + V, tendo-se dim (U + V) = 4 e deste modo U + V = R*.
Por outro lado, também se conclui de (*) que o conjunto

{(2,-2,1,-2),(-1,1,1,3)}

¢é base de U, tendo-se dim U = 2, e como

0 0 0 -1 3 8 -1 3 8
—1 3 8 0 0 0 o 1 2
3/4 —1/4 —2 | ol | 3/4 —1/4 =2 | LhoLs | 3 —1 —8 | 3LiilooLs
0 1 2 0 1 2 | Ms=ls | 0 0 0
-1 3 8 -1 3 8
. 0 1 2 . 0 1 2
3L14+L3z—L3 0 8 16 | —8Lo+L3—L3 0 00
0 0 O 0 00
o conjunto

{(0,0,0,-1),(0,1,2,3)}

¢é base de V, tendo-se dim V' = 2.
Logo,
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U+V)=2+2-4=0.

Neste caso, como U NV = {0} entdo dimU NV =0e

U4+V=UaV =R4

(x) Em R*, considere os subespagcos:

U:{(x,y,z,w)€R4:x+2y+3z:0 e y—|—22+3w:0}

V =L({(25 -4,1),(0,9,—6,1),(—4,-1,2,-1)}).

Seja (x,y, z,w) € V. Entao existem «, 3,7 € R tais que

(x,y,z,w) = a(2,5,—-4,1) + 5(0,9,—6,1) + v(—4,—1,2,—1).

Tem-se
2 0 —4 | =z 1 1 -1 | w
5 9 -1 | vy . 5 9 -1 | vy .
—4 =6 2 | z | el | -4 =6 2 | z | —5LitLo—Ls
— _ AL +Ls—L
1 1 1 | w 2 0 4 1 x| 5 e



1 1 -1 ] w 11 -1 | w
0 4 4 — dw 0 4 4 — dw
- 4]y . U *)
—5L1+Lo—Lo 0 2 2 | z + 4w %L2+L3—>L3 0 0 0 ‘ 2U} + 2y + z
ket 10 =2 =2 | o—2w | dnatnens [0 0 0 | 2 —Jw+gy

Logo, tem-se

3 1 9 1

:{(x,y,z,w)€R4:y+2z+3w:0 e x+2y+32:0}:U
pelo que
U+V=U=V e UNV=U=V.

Atendendo ainda a (*), o conjunto {(2,5,—4,1),(0,9,—6,1),(—4,—1,2,—1)} é linearmente
dependente, sendo linearmente independente o seguinte seu subconjunto

{(2,5,—-4,1),(0,9,—6,1)}.
Assim, {(2,5,—4,1),(0,9,—6,1)} é uma base de U, de V, de U + V e de U NV, tendo-se
dim((U+V)=dim(UNV)=2.
Neste caso, como U NV # {0} entdo U + V nao ¢ a soma directa dos subespagos U e V.
(xi) Seja U o subespago de R® gerado por
{(1,-1,-1,-2,0),(1,-2,-2,0,—3), (1, -1, —2,—2,1)}.
Seja V' o subespaco de R® gerado por

{(1,-2,-3,0,-2),(1,—1,-3,2,—4), (1, —1,-2,2, —5)} .

Tem-se
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -2 -1 -2 -1 -1 O -1 0 -1 0 0
A=| -1 -2 -2 -3 -3 -2 ; L—>L o -1 -1 -2 -2 -1 ; T ;
1+La— L2 —Lo+L3z—
0O -3 1 -2 —4 -5 |2Li+tla—Ls | Q0 -3 1 -2 —4 -5 | —3L2+Ls—Ls
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 -1 0 -1 0 0 0O -1 0 -1 0 0
LT) . o 0 -1 -1 -2 -1 ; L—>L o 0 -1 -1 -2 -1 . T
—Lo+L3z— +Ls— 3 N
it 00 0 0 4 4 | TTFPTPLO0 0 0 0 4 4 |z2hthols
—3La+Ls—Ls | 0 0 1 1 -4 -5 0 0 0 0 -6 -6
1 1 1 1 1 1
O -1 0 -1 0 0
— 0 0 -1 -1 =2 —-1|=A4 (*),
slatlo=Ls | g g 0 0 4 4
0 0 0 0 0 0
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As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots,

formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto
{(L _17 _17 _27 0)7 (]-7 _27 _27 07 _3)7 (17 _17 _27 _27 1)7 (L _1a _3a 27 _4)}

¢ uma base de U + V, tendo-se dim (U + V') = 4.
Por outro lado, também se conclui de (*) que o conjunto

{(1,-1,-1,-2,0),(1,-2,-2,0,-3),(1,—-1,—-2,-2,1)}

é base de U, tendo-se dim U = 3, e como

1 1 1 1 1 1 1 11
-1 0 0 0 1 1 011
-1 -2 -1 ; L—> . 0 -1 0 . L—> . 0 01

1+L2— Lo 2+L3—

0 4 4 Li+L3—Ls 0 4 4 —4L2+z4_’24 O 0 0

0 0 0 0O 0 O 0 0O

o conjunto
{(1,-2,-3,0,-2),(1,-1,-3,2,-4),(1,-1,—-2,2,-5)}
¢é base de V, tendo-se dim V' = 3.
Logo,
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U+V)=3+3—-4=2.

Neste caso, como U NV # {0} entdo U + V nao ¢é a soma directa dos subespagos U e V.

Determinemos uma base para U N'V. Atendendo a

1 1 1 | x 11 1 | m
-1 -2 -1 | i) 0 -1 0 | 1+ To
-1 -2 -2 | X3 . +L—>L 0 -1 -1 | l'1+333 B +T> .
=2 0 =2 | @ | puner, |02 0 | 24w | aninir,
O _3 1 | Ty 2L1+La— 1Ly 0 —3 1 ’ Ts —3L2+Ls—Ls
1 1 1 | T 1 1 1 |
0 -1 0 | 21 + T 0 -1 0 |
LT) I 0 0 -1 ’ —T9 + T3 I L—>L 0 0 -1 | —T2 + T3
;L;IL;:L; 0 0 0 | 4o+20+ 14 bl 00 0 |
—3La+Ls—Ls 0 O 1 | —3x1 — 312 + x5 0 O 0 |
tem-se

41 + 229 + x4
—3ZL‘1 — 41’2 —|— T3 —|— Ty

U= {(xl,xg,xg,x4,x5) ER’ i 4ay+ 2094+ 2,=0 e —3x1—4x2+x3+x5:0}.

Por outro lado, atendendo a

1 1 1 | = 11 1 | =

-3 =3 -2 | X3 — 0 0 1 ’ 3.%'1 + T3 —

0 2 2 | lgiiion |02 2 | w |t
-2 —4 -5 xy | 2LatLs—Ls | 0 —2 =3 | 2z + x5
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11 1 | 1 111 | 1
0 1 1 | 221 + T 011 | 221 + 2
T 0 0 1 | 3r1 + T3 e 00 1 | 3x1 + 13
L0 0 0 | —day = 2mpdag | CTTL000 0| —day — 2+ a4
0 —2 =2 ’ 5$1+$3+SL’5 0 00 | 9$1+2$2+$3+$5
tem-se

V = {(21, 20, 23,74, 25) ER®: =4z — 2205 + 24 =0 e 921 + 225 + 25 + 25 =0} .
Logo

UAv — (71, To, 03,74, 75) ER® 14z + 209+ 24 =0 ¢ — 3y —4zg+ 23+ 25=0
o e—4x1—2x2+x4:0e9x1+2x2+x3—|—x520

Como
4 2 010 4 2 010 4 2 010
-3 -4 101 . -3 -4 101 . 0 -2 1321 .
—4 —2 O 1 0 Li+Ls—Ls 0 O 0 2 0 %L1+L2_,L2 0 O 0 2 0 —4Lo+Lys— 1Ly
9 2 1 0 1 |3Ltlazla 0 —10 4 0 4 0 —-10 4 0 4
4 2 0 1 0 4 2 010
. 0 —g 1 % 1 . 0 —-10 4 3 4
—4Ly+Ls—Ls | O 0 0 2 O 4Ly—Lo 0O 0 020
0 0 0 =3 0| 2Ls+La=laa [ O 0 0 0 0
tem-se
4o + 229 + x4 = 0 T, = —%.1'2 = —%333 — %:cg)
—1023 4+ 4w + 34+ 4a5 =0 & 23 = a3+ a5
2I4:O Ty =
pelo que
1 1 2 2
unv = {(—gxgg — gZL‘5,gfL’3 + 5$5,J]3,O,ZE5) eR®: X3, Ty € R} =
1 2 12
= L ——,-,1,0,0 ——,-,0,0,1 .
({( 5757 ) ) )7( 575’ ) ) )})

Como o conjunto

12100 12001
575?77 Y 57577’

gera UNV e ¢ linearmente independente, entao é¢ uma base de UNV, tendo-se dim (U NV) =
2.

(xii) Tem-se

1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0
A— 0 1 O 0 1 2 0 . 01 0 0 1 2 0 N
-11 0 -1 1 0 1 Li+L3z—L3 01 1 -1 2 1 1| -Lyt+Ls—Ls
0 1 -2 2 1 —1 1| -3n+s—s | 0 1 =2 2 1 —1 1 | “Letla—La
Li+Ls— Ly
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10 1 0 1 1 0 101 0 1 1 0
. Oo1 0 0 1 2 0 . 010 0 1 2 0 A ()
—Lotls—Ls | OO 1 -1 1 -1 1 | 2r3404—4 | 0 0 1 -1 1 -1 1 )
“letla=la | g0 —2 2 0 =3 1 000 0 2 -5 3

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto

{(1,0,-1,0),(0,1,1,1),(1,0,0,—-2),(1,1,1,1)}

¢ uma base de U + V, tendo-se dim (U + V) = 4 e assim U +V = R*,
Por outro lado, também se conclui de (*) que o conjunto

{(1,0,—1,0),(0,1,1,1),(1,0,0,—2)}

¢é base de U, tendo-se dim U = 3, e como

1 1 0 1 1 0 1 10 1 10
120 _ forol _ Joro| _ |o1o0
1 —1 1 —L1+Lo—Lo 0 _2 1 2Lo+Ls—Ls3 0 O 1 —3L3+Ls— 1Ly O O 1
. —L1+L3—L _ TLo+Ly—L
2 —5 3| fithenls | g -7 3 | Thtll |0 0 3 00 0
o conjunto

{(1,1,1,1),(1,2,0,-1),(0,0,1,1)}
¢é base de V, tendo-se dim V' = 3. Logo,

dm(UNV) =dimU +dimV — dim (U + V) =3+3—4=2.

Como U NV # {0} entdo U + V néo é a soma directa dos subespagos U e V.
Uma base para U NV. Atendendo a

1 0 1 | a 10 1 | m
01 0 | a 01 0 |
— —_

-1 1 0 | @3 | m+s—15 | 0 1 1 | 21+ 23 | —Lotls—Ls

0 1 =2 | my 01 =2 | a4 ~L2+La—Ls

10 1 | 21 101 | 21

01 0 | T 010 | T

— —

—Lo+Ls—Ls | 0 0 1 | a1+ 23— 29 | 2Ls+Li—Ly 00 1 | 1+ T3 — Ty
“hetlamLa 1 0 0 =2 | mq— @y 00 0 | 221 —3wy+213+ 124
tem-se

U= {(xl,:cg,xg,x4) eRY: 20y — 319+ 203 + 14 = 0}

Por outro lado, atendendo a

1 1 0| o 11 0]

1 2 0| z . 0 1 0 | xe—x4 .

1 0 1 | w3 | —La4Lo—Ly | 0 =1 1 | x3—21 | LotLs—Ls
1 =1 1 | 4 :EIZ:E 0 -2 1 | zy—=x 2Lotla—La

o4



. 010 | To — I N 010 | T — X1
Lo+L3z—L3 0 01 ’ To — 2551 + I3 —L3+Ls—Lg 0 0 1 ‘ To — 21151 + x3
2otla=La | 0 0 1 | 2x9— 3wy + 24 00 0 | o—a1— a3+ 24

tem-se
V= {($17$2,$37I4) ER: —xy + a9 — 235+ 24 :o}.
Logo

= {(z1,22,23,24) ER 12y =32y € 21 = —33+4ay} =
= {(—x3+4z4,314,23,24) : x3,24) € R} = L ({(-1,0,1,0),(4,3,0,1)})
Como o conjunto
{(_L 07 17 0) ) (47 37 07 1)}

gera UNV e ¢ linearmente independente, entao é uma base de UNV, tendo-se dim (UNV) =
2.

47.
1 -1 0 21 1 -1 0 2 1
0 0 2 40 00 2 4 0
A= 2 —2 -1 21 — 00 -1 -2 -1| —
“1o12 2 1| R0 0 2 4 2 | et
0 0 0 00 00 0 0 0
1 -1 02 1 1 102 1
0 0 24 0 0 0 24 0
— 0 0 00 —1 — 00 00 —1|=A4A.
slatla=ls | g g g 0 2 [P0 0 00 o0
Tl 0 000 0 00 00 0

(1)
carA = dimC(A) = dim L(A) = 3.

Como A tem 5 colunas e
n° de colunas de A = carA + nulA,

entao
nuld =2, istoé, dimAN(A)=2.

(ii) As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os
pivots, formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo,

C(A)=L({(1,0,2,-1,0),(0,2,-1,2,0),(1,0,1,1,0)})

e o conjunto {(1,0,2,—-1,0),(0,2,—1,2,0),(1,0,1,1,0)} é uma base de C(A).
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Por definigao:
N(A) ={ueR : Au=0}.
Temos entao, pelo método de eliminagao de Gauss,

Au=0«< A'u=0.

A equacao matricial

1 -1 0 2 1 Uy 0
0 0 24 0 Ug 0
0 0 00 -1 us | =10
0 0 00 O Uy 0
0 0 00 O Us 0

é equivalente ao sistema
Uy — Ug + 2u4 +us =0

2U3 + 4U4 =0
—Us = 0
ou seja a
U1 = U — 2U4
Uz = —2U4
Uy = 0.
Logo,
N(A) = {(UQ - 2u47 Ua, _2u47u47 0) U2, Ug € R} .
Como
(Ug — 211,4, Uz, —QU4, Uy, 0) = (UQ, Uz, 0, 0, 0) + (—2U4, 0, —2U4, Uy, 0)
= uy(1,1,0,0,0) + ug(—2,0,—2,1,0),
tem-se:

N(A) = L({(1,1,0,0,0), (=2,0,—2,1,0)}).

Facilmente se verifica que o conjunto S = {(1,1,0,0,0),(—2,0,—2,1,0)} é linearmente in-
dependente. Como S é linearmente independente e gera N'(A), temos entdao que S é uma
base de N'(A).

(iii) A solucdo geral do sistema de equagoes lineares homogéneo Au = 0 é dada por
A(1,1,0,0,0) + u(—2,0,-2,1,0),
com A\, i € R.

(iv) Uma solugao particular de Au = b, com b = (1,0,2,—1,0), é por exemplo u =
(1,0,0,0,0). Logo, a solugao geral de Au = b é dada por:

(1,0,0,0,0) + A(1,1,0,0,0) 4 (—2,0,—2,1,0).

Observacao. Note que se tem sempre:

n° de colunas de A = carA + nulA.
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48. a)

N(A+B):N([8 P éD:

={(z,y,z,w) ER*: —y+w =0e2z =0} =

={(x,y,0,y) : z,y € R} = {x(1,0,0,0) + y(0,1,0,1) : z,y € R} =
=L ({(1,0,0,0),(0,1,0,1)}).
Como
dimN (A+ B)=4—car(A+ B) =2
e {(1,0,0,0),(0,1,0,1)} gera N (A + B), entao
{(1,0,0,0),(0,1,0,1)}

¢ base de N (A + B).

b)

dim (N (A) + N (B)) = dim N (A) + dim N (B) — dim (M (A) NN (B)) =

0 -1 00
= (4—carA)+ (4 —car B) — dim N 8 8 (1) (1) =24+2-1=3
0 0 10
-1 1 1 -1 11
49. a) A = 1 -1 1 — 0 2 0 |. Como as 3 colunas de A sao linear-
1 1 -1 0 01

mente independentes entao dimC (A) = 3 e assim C (A) = R?, pelo que a base canénica
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R? é uma base de C (A).

b)yu=[-1 0 1 ]T ¢ uma solucdo particular de Au=1[2 0 —2 }T. Como N (A) =

{0} uma vez que A ¢é invertivel atendendo & alinea a), a solugao geralde Au = [ 2 0 —2 ]T

’ -1
u=[-10 1]T[ 0 ]
1

N (A+2I) N( )

1
1
1
C 1 Z
0

OO =




Como o conjunto {(—1,1,0),(—1,0,1)} é linearmente independente, é entdo uma base para

N (A +2I).

d) Atendendo a que

-2 1 1 1 -1 0
NA-I=~N|| 1 =2 1 ||=A{]0 -1 1|]|=L({@,1,1)}
1 1 -2 0 0 O

tem-se dim N (A — ) = 1. Assim, como o conjunto

{(1,1,1),(-1,1,0),(=1,0,1)}

é linearmente independente e atendendo a alinea anterior, é entao uma base para N (A + 21 )+
N (A—1). Logo
dim (N (A+21)+ N (A-1)) =3.

50. a)
-1 a 0 -1 -1 « 0 -1
a —1 —a 0 0 a®2—-1 —a -«
Aa_ —
0 0 1 ]. al1+La— Lo 0 O ]. 1
-1 o 0 —« —Litla—La 0 0 0 1—-«
2 se a=1
card,=4¢ 3 se a=-1
4 se a#lea#—1.
-1 -1 0 -1
0O 0 1 1
Nay=N|| o 0L | =i oo
0O 0 0 o0

{(1,-1,0,0)} é uma base para N (A_1).

b) Por a),
B={(-1,-1,0,—-1),(0,1,1,0),(—1,0,1,1)}

é linearmente independente e gera C (A_1), pelo que B é uma base para C (A_;). Como
1 1 1
(0,0,0,1) = =3 (~1,-1,0, 1) = 2 (0,1,1,0) + 5 (~1,0,1,1)

1 1 1

entao 373 e 5 sao as coordenadas de (0,0,0, 1) na base ordenada B.
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—1 1 1
Agu = 8 Sy = 8 +v= 8 ,
—1 0 0
solugao particular de Agu=b
com
vEN(A)) = {0},

Ag ¢ invertivel

Solucao geral de Aqu =b: {(1,0,0,0)}.

d) {(-1,1,0,—1),(0,0,1,1)} ¢ uma base de L (A;) e {(—1,1,0,—1),(0,—1,1,0)} é uma
base de C (4,) .
Como
B ={(-1,1,0,—1),(0,~1,1,0),(0,0,1,1)}

é linearmente independente e gera £ (A;) 4+ C (A;) entdo B’ é uma base de £ (A4;) +C (4,).

e) Por a)eb),
{(~1,-1,0,—1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)}

¢ uma base de L (A_1) e

{(-1,-1,0,—-1),(0,1,1,0),(-1,0,1,1)}
¢ uma base de C (A_;). Como por f)

(0,0,0,1) eC(A_;) e (0,0,1,1) ¢ C(A_)

entao {(—1,—1,0,—1),(0,0,0,1)} é uma base L (A;) NC (A;).

51. a)

2 0
Au— du=0«< | 0 4
2 0

{(1,0,—1)} & base de N (A).
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8 2 2 1
c)Au= | 8 | L Au=4| 2 &S u=|2 | +a 0 | comaeR.
8 2 | Db 2 ~1

d) A equacdo Au = b tem sempre solugao se e sé se b € C (A) = L ({(1,0,1),(0,1,0)}).

52. Usando o método de eliminacao de Gauss, tem-se

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

e S T 0 0 0 0 .

A=11 41 4 Iitlasls | O 0 0 0 ()
-1 1 =1 1 | Itls=Ls | 0 0 0 0

Li+Ls— Ly

a) Atendendo a (*) dimN (A) =4 —dimC(A) =4 —carA=4—-1=3.

b) {(1,0,0,0)} nao é base de C (A) uma vez que (1,0,0,0) ¢ C (A). Uma base de C (A)
é por exemplo {(1,—1,1,-1)} e (1,0,0,0) ¢ L{(1,-1,1,—1)}.

53. a)
U={(v,y,z,w) €ER*: 24+ y+2z+w=0}=
={(—y—z—w,y,z,w) :y,z,w € R} =
=L({(-1,1,0,0),(—1,0,1,0),(—=1,0,0,1)}).
O conjunto

{(=1,1,0,0),(—1,0,1,0),(—1,0,0,1)}

é uma base para U, uma vez que gera U e, é também linearmente independente.

b) Atendendo a que

uv=L({1,-1,-1,1),(-1,0,0,1),(—-1,1,0,0),(—1,0,1,0)})

1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1

-1 0 1 0 . 0O -1 0 -1

-1 0 0 1 0O 0 -1 1

1 1 0 0 0 O 0 0
entao

{(1,-1,-1,1),(~1,0,0,1),(~1,1,0,0)}

¢ uma base para U, uma vez que gera U e, é também linearmente independente.
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54. Usando o método de eliminacao de Gauss, tem-se

10 1 10 1 10 1
01 —1 R 01 —1 - 01 —1
11 0 | Wfbsmls g —q | et g 0 0

NA) ={(z,y,2) ER*:2+2=0 e y—2=0}=

(2 22) 2 €RY = LH{(-L1L1))).
Logo {(—1,1,1)} é uma base de N (A) uma vez que gera N (A) e é linearmente independente.

b)
C(A4)=L({(1,0,1),(0,1,1)}).

Logo, sendo o conjunto

S =1{(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)}(C R?)

linearmente independente e tendo em conta que dimR3 = 3 entdo S é uma base de R? que
inclui duas colunas de A.

©)
L(A) = L({(1,0,1),(0,1,~1)}).

Uma vez que {(1,0,1),(0,1,1)} é uma base de C(A4) e {(1,0,1),(0,1,—1)} é uma base de
L (A) entao
dim £ (A) =dim L (A) = car A = 2.

Atendendo a que
(1,0,1) e L(A)NC(A) e (0,1,-1)¢C(A)

(uma vez que o "sistema"

—Li1+L3—Ls

¢ impossivel) entao {(1,0,1)} é uma base de £ (A) NC (A), tendo-se dim L (A) NC (A) =
1.
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