IST - LEGM e MEC - Algebra Linear - 1° semestre 2018/2019

Determinantes (resolugao)

1. (i) (312645) ¢é par pois tem 4 inversoes. (ii) (234516) é par pois tem 4 inversoes.
(iii) (654321) ¢ impar pois tem 15 inversoes. (iv) (123456) é par pois tem 0 inversoes.
(v) (546321) é fmpar pois tem 13 inversoes. (vi) (453261) é par pois tem 10 inversoes.
(vii) (634125) ¢ impar pois tem 9 inversoes. (viii) (123465) ¢ impar pois tem 1 inversao.

2. (i) (234516) é par pois tem 4 inversoes e (312645) é par pois tem 4 inversdes. Logo, tem-se
+023031042056014065
uma vez que (234516) e (312645) tém a mesma paridade.
(ii) (123456) ¢ par pois tem 0 inversdes e (654321) ¢ impar pois tem 15 inversoes. Logo, tem-se
—A16025034043052061
uma vez que (123456) e (654321) tém paridades diferentes.

(iii) (546321) ¢ impar pois tem 13 inversoes e (453261) ¢ par pois tem 10 inversoes. Logo, tem-se
—(54045063032026011
uma vez que (546321) e (453261) tém paridades diferentes.
(iv) (123465) é impar pois tem 1 inversao e (634125) é impar pois tem 9 inversoes. Logo, tem-se
+a16023034041 062055
uma vez que (123465) e (634125) tém a mesma paridade.

3. (i) (123) é par pois tem 0 inversoes e (321) é fmpar pois tem 3 inversoes. Atendendo a
definicao de determinante, tem-se

0 0 a13
0 ag a | = — aizaxnasn

a3 Gz2 ass
uma vez que (123) e (321) tém paridades diferentes.

(ii) (1234) & par pois tem 0 inversoes e (4321) & par pois tem 6 inversoes. Atendendo & definigao
de determinante, tem-se
0 0 0 a14
0 0 as an |
0 as; Gs3 Gsg | 414023032041
Aq1 Q42 Q43 Q44

uma vez que (1234) e (4321) tém a mesma paridade.
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(iii) Ao efectuar n—1+mn—2+...+2+1 trocas de linhas: linha 1 com cada uma das n— 1 linhas
que lhe estao abaixo, nova linha 1 com cada uma das n — 2 linhas que lhe estao abaixo (excluindo
a nova linha n) e assim sucessivamente, tem-se

0 0 A1n An1 Ann
n—1 0 a_12 a_l
det :(-1)”2 det n n n —
0 a/n_12 an—ln . e N P e
An1 Ann, 0 0 A1n

atendendo a que

n—1+1 n—1
=n .
2 2

n—1l4+n—-24..4+24+1=(n-1)

4.
(i) ' ;) Z ‘ =4 —6=—-2%#0, logo a matriz é invertivel.

(i) 18563 18573
21472 21482
vertivel.

' 18563 10 ‘

18563 10
21472 10

2909 0 ‘ = —29090 # 0, logo a matriz ¢ in-

(iii) ' ; 1 g i : g ‘ =1-2—-(4—-3)=—-2#0, logo a matriz é invertivel.
cosf@ — senfb
senf cosf

(iv)

‘ =cos?0 — (— sen® ) = 1 # 0, logo a matriz é invertivel.

-2 0 1
A 5 3 0|=-1245—(—15) =8 # 0, logo a matriz é invertivel.
v) 8
-5 1 2
2 3 2
(vi)| 5 -1 -3 |=-2+18410—4—15—(—6) =13 # 0, logo a matriz é invertivel.
-2 1 1
-2 1 1 2 3 2
(vil)| 5 -1 -3 |=—-] 5 -1 -3 = —13 #0, logo a matriz é invertivel.
2 3 2 —2 1 1 |
8§ 12 8 2 3 2
(viii) | 5 -1 -3 |=4| 5 -1 —-3| = 52#0,logo a matriz é invertivel.
-2 1 1 —2 1 1 |
1 2 3 1 2 3 1 2 3
(ix){4 56|=[210|=|21 0|=0,logo a matriz ndo é invertivel.
789 4 2 0 000



0100 0100 1 000
1 010 1 000 0100 C .
(%) 0101l looo0o1lTloo 10l 1 # 0, logo a matriz ¢é invertivel.
0010 0010 0 001
-2 -2 8 6
0o 1 2 0 ., .
(xi) 0 0 -3 -93|7= 30 # 0, logo a matriz é invertivel.
0O 0 O 5t
(xii)
S S T ot 2o 5 -1 1 131
= =2(-D)*" |1 =2 2 |+ (-(-D*"|0 1 2|=
2 1 1 1 21 1 1 111 9 1 1
2 0 =20 20 -2 0

= 2[-6+1+4(—2)—(=1) = (=2) — 6] +2[14+12—-2—2] =20+ 18 = 38 £ 0,

logo a matriz é invertivel.

0 0 O S -2 -2 8 6
v | 0 0 -3 23| |0 1 2 o0 | _ o
(xiii) 0 1 2 0 7|0 0 -3 -2 30 # 0, logo a matriz é invertivel.
2 2 8§ 6 0 0 0 5
12 22 32 42 12 22 32 42 12 22 32 42 1222 32 42
biv) |28 £ B35 7 9 135 7 9] |35 7 9
e 2 26| T |5 7 9 11 2 2 2 2| |2 2 2 2|°
42 5% 6% T7* 79 11 13 2 2 2 2 0 0 0 O
= 0, logo a matriz nao é invertivel.
04000
00020 g 8 g 8 0 20
(xv) [0 0 0 0 1|=5(—1)>"" 000 1 =54(-1)" [0 0 1 || =120+#0, logo a
00300 030 0 300
5 0000
matriz é invertivel.
I;‘l 8 _52 7 -4 5 1 2 -2 1 2 -2
evi) |5 ] 3 g =3(-1°1 2 —2|=-3|2 -2 4 |=-3]0 -6 8 |=
> 9 o 4 2 -2 4 7 -4 5 0 —18 19

=—-3(6(-194+3x%x8))=-3(6(—19+3x8))=-3x30=—90 # 0, logo a matriz é invertivel.

LT O 6 4 2| |-2 6 4 9
(xvii) | 8 0 4 1 1 :_3<_1)4 g 4 1 1 _3 1 4 1 8 _
6 0 3 -1 3 —6 3 -1 3 3 3 -1 —6
7 0 5 2 3 75 2 3 3 5 2 7




L4 18 L4 8 2 6 25 2 6 25
-2 -6 4 9 0 2 6 25
-3 =-3 =3 -7 2 -5 |=-3|-7 2 =5
3 3 -1 —6 0 —9 —4 —30 Iy o
3 5 2 7 0o -7 —1 —17
2 0 1 2 0 1
-3 -7 2 -5 |=-=3|-7 2 —13|=-3(21—-78) = 171 # 0, logo a matriz é in-
0 -3 —12 0 -3 0
vertivel.
2 1.0 0 95 1 0
eeen | =7 3 0 =2 6 512 1 .
(xviii) =(-1)| -7 3 -2 |=-2(-1) = 30 # 0, logo a matriz é
= 3 1 1 3 9 0 39
3 90 0
invertivel.
oo 1 -1 1 1 1 =2 0 0
ool 11 -1 1 1 0 -2 0
(xix) [1 1 1 1 =1 |=(=1)(-1)*" =— =
1 1 1 -1 10 0 =2 2314
0 -1 0 0 0 00 o0 1 0 0o (2314)
0O 1 0 O 1 € par
—4.
n n—1 21 11 -- 1 1
n—1 n—1 2 1 L2
9 9 9 1 12 -+ n—1 n—-1
1 1 1 1 1 2 AR n_l n
11 1 1 1 1 1
01 - 1 1 0o 1
=] e == | =1#0, logo a matriz é invertivel.
01 n—2 n—2 o
01 n—2 n—1 0 0 1
0 a 000
e 0b 0O
5. (i) Seja A= |0 f 0 ¢ 0|, com a,b,c,d,e,f,g,h € R. Se a =0 ouh = 0 entdo
00 g0 d
00 0 h O
det A =0, isto é, A nao é invertivel. Se a # 0 e h # 0 entao
0 a 000 0 a 000
e 0b 0O e 0b 00
detA=|0 f 0 c 0|=/0000 0]|=0,
00 g0 d 00g0d
000 h O 00 0 AoO




isto é, A nao é invertivel. Logo, A nao é invertivel para quaisquer a,b,c,d, e, f, g, h € R.
Em alternativa, pelo teorema de Laplace

00 00 0 a 00

o sdeb oo cleo b ol

det A= (-1)f 0 g 0 d +(-1)'c 00 g d =0.
00 h O 00 0O

(ii) Diga, para que valores de a,b,c,d, e, f, g, h,i,j € R, é invertivel a seguinte matriz

0 a 0000 b 000
F0b 000
00 0 e 00 00 cO00
det g —a(-1)P%det | 0 h 0 d 0| =
00hO0doO .
. 00 i 0e
0 00 2 0 e 000 io0
0000 j 0 J
Fb oo F b0
= —ac(—1)° det 0 d 0 —ace(—1)"det | 0 h d | = —acefhy,
000 e 00
000 J

pelo que a matriz serd invertivel se e s6 se a,c, e, f,h,j € R\ {0}.

6. Determinemos todos os valores do escalar \ para os quais a matriz A — Al nao é invertivel,
isto é, todos os valores préprios de A.

(i) det(A—)\I):‘ _QA _13_A —A(1+N) —6=)+)—6.

Logo, det (A —A)=0< (A=20u A= -3).

1—A 0 2

() det(A—A)=| 0 —1-X =2 |=X(1-M)+4(1+))—-4(1-))=
2 —2 —A
=A[(1—X?*) +8]. Logo, det (A— M) =0« (A=00u A= -3 ou\=3).
1 1-X 1 1
(iii) det (A — AI) = det 1 = det A=A 0 | =
1—A A 0 —A
2— 1 1
= det = det “A 0 | =(=1)P(A=3) N\
0 =X
Logo, det(A )\[ —O<:> —Oou)\—3)
(iv)
[1—-X 1 1 1 7
b= _1 ! A=A 0 0
det(A—A)—=det | = 7 = det| 0 X . 5| =
S 1 ThatLish . 0
1 1 o1-A] A o .




-\ 1 1 17
0 —-A 0 0
_ : . : — 1\ () — n—1
il det A (=D)" (A =n) A" .
i=2,..n .0
0 0 =\
Logo, det (A —X) =0« (A=0o0u X =n).
SRR
-1 7 1 x b -7 0
1 1[4 31" [-2 1
. -1 _ T__ —
8. () A = qpg (ot A) __2{—2 1 1 | 3/2 —1/2
) oo 0]t 110
(ii) A~ = (cof A== -1 1 0| =|0 1 -1
det A o —11 000 1
T
. L [18 06 3 4 2/3
(iii) A 1—d A(cofA)T:6 24 06| =00 1/6
et 411 11 1/6
9.
—12 _03 —01 } 2 -
det A = 2(—1)*"" det 0 0 91 = —2(=3)(=1)""det | 0 -2 1| =
2 0 —-11 2 11
logo A é invertivel e
1 0 01
_ T 342 -2 -1 0 1
(A = (i (cof ) )(273):ﬁ(cof/l)(m):—ﬁ(—l) det | 07 Ty 0
2 -1 0 1
-1
01 0 1 -2 1 -2 1 0
o[ ] acaaa[ O 1o 2 Hacreaz[ 2 0] -]

11.

det (ATA + Adet A — 5A)

-1
1
1

1
-1
1

4 det

logo a matriz ATA + Adet A — 5A é nao invertivel.
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1
1
—1

— 1| =4det

—24 #£0

— D=

det((AT—i—IdetA—SI) A) = det (AT+IdetA—5]) detAd

et A=4



12.

(det A)°

det (A")

1
det A

dot [~2471 A7 det (4°2)] = [~2det(A ™3]

[a\ N en il

—
e =9 —
_ |
+~
< - o
| _
+~
—_— 5]
=
o N O ]
__|_
S O AN
—_— o O
[ —_ — o
I
— O
[
L 11 |
+ +
@ )
> <
| I
1



=1
—1 -1
0 01 1 01 0 01 1 0 1
< X=|[0120 0 20 0 10 =102 0
1 00 -1 0 1 -1 0 0 1 0 -1
o0 s 3 22
17. (i) Tem-se det A = = (=2) (-1’7 -1 0 3|=
0 9 —20 s 1
3 -1 0 2
=(—2)(2+ 18— (—4) — 9) = —30 # 0 pelo que A ¢ invertivel. Logo,
-3 0 2
1 1 1 4
At :—< fAT) = fA =— (=12 0 -2 0|=—-.
( >(272) det A (cof A) (2,2) detA(CO )(2’2) —30( ) 5
3 0 2
AR "
_ _ (1)1 ol
detB=| o | o _al=| o 10 -5|=CDED (1) (2) _:f 1740
0 -1 2 2 0 0 2 -1

pelo que B é invertivel. Logo,

1 1 1 02 14
B gy = s (o B)) = £B)5q = —=(—1)*2] 4 1 0|==.
B e = g 1B ) oy = qarp ©F Poa = 77D N T
-4 2 0 4
. 3 0 1 3
(ii) det(A+ B) = det 0 10 -2 -3 =—134# —47=-30—-17=det A+ det B
3 =2 2 4
-2 2 0 0
-5 0 -1 3
det (A — B) = det 0 8 -2 3 =138# —13=-30+17=det A — det B
3 0 =20
1 3 2 1
8 e BT, N
O e e e Y=o T-g-
5 7 5 7



(ii)

1 10 1 1 0 11 1
1 01 2 1 1 2 0 1
-1 2 2 -5 1 -1 2 1 2 —1 5
T = = —=1 y= =0e z= =—=-1
110 -5 1 10 1 10 -5
2 01 2 01 2 01
1 2 2 1 2 2 1 2 2
10 1 9 -8 -1
19. detC =2 3 2 | =—-6+#0, logo C é invertivel. detD = | =7 =3 0 | =6 # 0,
01 -2 -2 0 0
logo D é invertivel.
) N3 L4
(i) det (2C 1) =2 e -3
(ii) det (C®(2C)7") = (det C)° 11 (det 0)2’1 ==
23 det C' 8

(iif) det ((C72C) ") = det (c—l (0—1>T> = Ldet (€Y det (C) =

23

N | —

1111
(detC)?  28detC 48

(iv) det (CTiC7?) = %det (CT) det (C7%) = 2—13det0

(v)
1 1 -1 9 -8 -1 19 —-15 -3
det (C? + 2D) = det 8 11 4 [+2| -7 =3 0 =det| -6 5 4 | =62
2 1 6 -2 0 0 -2 1 6
1
20. det(247B7%) = 2% det (AT) det(B~%) = 8det A 5 = 64/3.
(det B)
11 a a+3 -1 =2
21. (i) |2 b 1 |=-2 (i) | b+3 b—2 -2 |=-2 (iii) det (1B"B) =1
c 2 2 c+3 2—c —c
a b 0 ¢ 0 b e
22. |4 ¢ OV T _s50lde flas
g h 0 4 L
z y —1 z g !
d e f —a —-b —c a+d b+e c+ f
@) |g h ¢ ]=5 ()| 2d 2 2f | =10 (iii) d e f =9
a b c —g —h —i g h 7



a b c 3 a b c
23. (1) 6 3 0 :—5 (ii) 2a+2 2b+1 2c =1
-3 -1 —2 a+1l b+2 c+1
a—1 b—2 ¢—1
(iii) 3 3 1 =1
1 2 1
1 -1 -1 -1 1 1
(iv) 2 1 0 = — 2 1 0 =
3a+1 3b+2 3c+1 3a+1 3b+2 3c+1
1 2 1 1 2 1 a b c
= — 2 1 0 == 2 1 0|=3{210|=3
3a+1 3b+2 3c+1 3a 3b 3¢ 1 21
1 2 o
24. | B PBa+p5* 28 | =—aB.
Ba «Q «Q
A 1 1 1 1 1 A1 1 111
A A+1 2 2 2 2 0O X1 111
25 A A+L AN+2 3 3 3 B 0O 0 N1 11 _ )6
I A+ A+2 AN+ 4 4 10 0 0 X1 1] 7
A A+ A+2 A+3 A+4 5 0 000 X1
A A+ A+2 A+3 A+4 A+5 0000 0 X
A A A A A 00 0
1 M+1 1 1 1 X0 0
: 1 A1 - S0 A
26. . ) . = . = \".
: 1 .. 1 : 0 0
: A+1 1 : A0
1 1 1 1 A+1 1 0 0 0 A
27. Sejam 3 # 0 e A = (ai;),.,,-
aii %am %am #Chna #Gln
5021 Q22 %%3 ﬁ@na #am
o : a a
det (/Blfjaij) _ ﬁ .32 33 1
: Baus Ban72nfl
. Ap—1n—1 %an—l n
6n_1an1 ﬁn_zanﬂ ﬁn_san?) LI 6an n—1 Ann
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2
a2

8" ray BT B %ay; Bai n—1 a1n
B rag B" %ayn B Cags Bag n—1 (2n
1 1 1 : B" %azs  B" ass B
6 '.‘6n72 ﬁnil 5n73a/43 Banf2 n—1
. Ban,1 n—1 Qpn—1n
ﬂnilanl ﬁnizanQ Bni?)an?) ﬂan n—1 Ann
ailz a2 a3 ai n—1 A1n
a21 QA22 Q23 a2 n—1 Q2n,
1 1 I i e a3z as3
= BWﬂnflﬁ 1/6 2B = det A.
a43 An—2 n—1
Ap—1n—1 Qp—1n
Anp1 Ap2 ap3 Ap n—1 Ann
28. Seja )
1 a a?
A=1110b v |,
i 1 ¢ 2
com a,b,c € R. A matriz A é invertivel se e s6 se det A # 0. Tem-se
1 a a® 1 a a?
detA=|1b 0V’ |=]0 b—a V*—a®>|=0
1 ¢ ¢ 0 c—a 2—a?
sea=boua=c. Sea#bea#centao
1 a a? 1 a a? 1 a a?
detA=1|1 b 0V |=|0 b—a V¥—=a>|=]|0 b—a b? — a?
1 c? 0 c—a &—ad? 0 0 A—a*—(c—a)b+a)
1 a a? 1 a a?
=|0 b—a b? — a2 =10 b—a b? — a? =0
0 0 (c—a)[(cta)—(b+a) 0 0 (c—a)(c—0b)
seb=c.
Logo, a matriz A é invertivel se e s6 se a # b, a # c e b # c.
29. (i)
1 1 1 1 0 0 1 0
1 1 | =1 yi—21 oy —a | = (y1— 1) ( 1)2+2det Ty Yp— 1
Ty Tz Yo T 0 Yg — Tg 2 2 2
(i)
(21)° (Il)z 1 Iz (&?1)2 (21)°
det (372)2 (372)2 T2 Ll et | 1 % (352)2 (372)2 _
($3)3 (1’3)2 r3 1 1 3 (903)2 (1’3)3
(24)” (24)" 4 1 1 xy (24)" (m4)

11

= (y1 — 1) (Y2 — 72) .



= (x4 — 1) (13 — 71) (v2 — 21) det

= det

o O O

= (vq4— 1) (23 — 1) (X2 — 21) det

( (1)
- ($1)2 (22 - (931)3 _
- (151)2 (3 °— (1’1)3
- (331)2 (4 - (1’1)3

= (v4— 1) (23 — 1) (22 — 1) (23 — x2) (T4 — x2) det

= (x4 — x1) (23 — 21) (2 — 1) (T3 — T2) (T4 — z2) det

b+c c+a b+a

Loy () (20) = ()’
0 1 zo+x 224 3179 + 23 _
0 1 z3+x 22+ x123 + 23
0 1 zy+x 224 2124 + 23
1 o (m)° (1) = (z1)°
0 1 xz9+4x1 x%+x1x2—|—x§ B
0 0 z3—19 x (v3— ) +23—a25 |
0 0 m4—a0 11 (24— 20) + 23 — 23
(1 o2 (2) (1)’ — ()’
0 1 @y+x 22+ 3115 + 23
0 O 1 1+ T3+ T2
L 0 O 1 T+ Ty + 2o
(1o (1) (1) = ()
0 1 zo+x 224 2179 + 23
0 O 1 1+ T3+ To
L 0 0 0 Ty4 — T3
= (x4 — m1) (73 — 1) (22 — 21) (w3 — T2) (34 — 22) (24 — 73) =
= (21 — 32) (21 — @3) (21 — 24) (22 — 33) (2 — 24) (T3 — T4)
a+b+c a+b+c a+b+c 0 00
30. (i) a b c | = a b c =|la b c|=0
1 1 1 1 1 1 1 11
a; + bl a; — bl C1 2CL1 ay — b1 C1 2@1 —b1 C1 aq bl C1
(ii) as + bg a9 — bg (&) 2&2 a9 — b2 Cy | = 2(12 _b2 Cy | = -2 a9 bg Co
as + bg ag — b3 C3 2&3 as — bg C3 2&3 —bg C3 as b3 C3
ai bl CL1+b1—|-Cl ay bl C1
(iii) a9 bg as + b2 + Co asg bQ Co
as b3 a3+b3+03 as bg C3
31. a1+b1 Cl+d1
as + b2 Co + dg

= (al + b1) (Cz + d2) - (Clz + bg) (01 + dl) =

= a1Cy — asC1 + a1d2 — bgCl + b102 — agdl + bldg — bgdl =

a1
a2

&1
Co

_|_

a1
by

C1
do

+

12

by

a2

dy

Co

by
b2

dy
da

‘




00 2 0 0 2 4 2 2 00 O
32. |21 1 |=]2 1 1|=0 e 21 1 |=121 1 |=0
0 0 =5 0 00 0 0 =5 0 0 =5
1 =z 1 1 =z 0
33. (1) |0 -1 1|=0&|0 -1 1|=0e-1+s=0z=1
0 2 1 0 1
T T T T T x T T
|z 4z x| 0 4—x 0 0 B 3 - B
(i) o 4 o =0& 0 0 d—z 0 =0er@d—-2)"=0& (x=00ux=4)
r v x 4 0 O 0 4-=z
r 1 1 1 x 1 1 1
ey | 1oz 11| 0O z—-1 0 1-2|
G111 (7% 0 0 2-11-2|70°
111 =% 1 1 1 T
r l—x 1—2z 1—=x 01—z 1—2 1-—2°
N 0O z—1 0 1-x PN 0O z—1 O 1—2z PN
0 0 -1 1-a| 0 0 =z—-1 1-—z |
1 0 0 xz-1 1 0 0 z-1
0 0 0 3-—2r—2? 0 0 0 3—2r—2?
o 0 -1 0 1—x —O@>O z—1 0 0 PR
0 0 z-1 1—x N 0 0 z-1 0 N
1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0
0 z—1 0 0 _ 2 2\ _ _ - _
=0 0 2z-1 0 =0 —(r—1)B-2z—2*)=0& (r=1ouzx=-3)
0 0 0 3—2r—2°
2 1 8 2 1 5 2 1 1
34. | -1 0 10 = -1 0 10|=5]-1 0 2
3 -7 4 |THTTR 3 795 3 -75

35. Sendo A € My (R), tem-se ATA € Mgy (R). Como N (A) C N (ATA) e
dimN (A)=6—carA>6—-5=1
entao
1 < dimN (4) < dimN (A" 4).
Logo dim A (AT A) # 0 pelo que AT A néo ¢ invertivel, isto ¢,

det (AT A4) = 0.
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