Instituto Superior Técnico - 1° Semestre 2006/2007
Célculo Diferencial e Integral I

LEA-pB, LEM-pB, LEN-pB, LEAN, MEAer e MEMec

Solugoes da 8” Ficha de Exercicios

1. Determine os pontos onde a fun¢do f : R — R definida por f(z) = $2° — 32* + 22° tem
méximos ou minimos locais.

Resolugao:

[ ¢ diferencidvel em R e f (z) = 2* — 32® + 222, para todo o = € R.
fx)=02*-323+222 =022 (1 -32+2)=0& (z=00uz=1o0uz=2).

f" ¢ diferencigvel em R e (f') (z) = f" (z) = 42 — 922 + 4z, para todo o x € R.

7
Como f"(1)=0e f"(1)=—1<0, entao f (1) = 50 ¢ maximo local de f.

4
Como f"(2)=0e f"(2) =4 >0, entdo f(2) = BT ¢ minimo local de f.
f" ¢ diferencidavel em R e (f")" (z) = f" (z) = 122 — 18x + 4, para todo o = € R.
Como f'(0) = f"(0)=0e f”(0) =4 # 0, com n = 3 impar, entdao 0 é ponto de inflexdo de
f.

. Determine os pontos onde a fungdo f : R — R definida por f (z) = %:ﬁ — 1—123:4 tem pontos
de inflexao.
Resolugao:
1
f é diferencidvel em R e f'(x) = Zx‘l — §x3, para todo o x € R.

" & diferencidvel em R e (f') (z) = f" (z) = 2 — 22, para todo o = € R.
f
ff2)=0s2*-22=022(r-1)=0& (z=0o0uxz=1).
f" & diferenciavel em R e (f")' (z) = f" (v) = 32* — 2z, para todo o = € R.
f" ¢ diferencidavel em R e (f") () = f® (2) = 62 — 2, para todo o = € R.
Como f"(1)=0e f” (1) =1+#0, com n = 3 fmpar, entdo x = 1 é ponto de inflexdo de f.
Como f”(0) = f”(0) =0e f®(0) = —2 < 0, com n = 4 par, entdo o gréfico de f tem a
concavidade voltada para baixo em xz = 0. Logo x = 0 nao é ponto de inflexao de f.
. Escreva cada uma das seguintes funcées como soma de poténcias de = + 2.
G) 2+ 2> +x+1 (ii) 2% — 22* — br — 2
Resolugao:

(i) Seja f(x) = 2®* + 2® + x + 1 e considere-se a férmula de Taylor de ordem 3 no ponto
rg = —2. Tem-se
f(x) = Ps(x) + R (x),
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para todo o x € R, com

f"(=2)
2!

f/l/ (_2)
3!

Py(z) = f(=2)+ f(=2) (= (=2)) + (x = (=2))" + (x = (=2))°

A0

I3 () 4]

(z—(-2))",

com c entre —2 e x.

[ ¢ diferencidvel em R e f’ (x) = 32% + 2x + 1, para todo o z € R. Logo f'(—2) = 9.

f' ¢ diferencidvel em R e (f') (x) = f” () = 62 +2, para todo o x € R. Logo f” (-2) = —10.
f" & diferencigvel em R e (f")' (z) = f" (x) = 6, para todo o z € R. Logo f" (—2) = 6.

f" é diferenciavel em R e (f") () = f® () = 0, para todo o € R. Logo f® (¢) =0

Tem-se entdo R3 (z) =0e
f(x)=Ps(x) +Rs(x)=-54+9(x+2)—5(x+2)°+ (z+2)°,

para todo o x € R.
(ii) Seja f (z) = 23 — 22* — 5w — 2 e considere-se a férmula de Taylor de ordem 3 no ponto
rg = —2. Tem-se
f(x) = Ps(x)+ Rs (z),
para todo o x € R, com
f"(=2)
2!

/" (=2)
3!

Py(z) = f(=2)+ [ (=2) (z = (-2)) + (x = (=2))" + (z — (=2))°

com c entre —2 e x.

32% — 4x — 5, para todo o x € R. Logo f' (—2) = 15.

f' ¢ diferencidvel em R e (f') (z) = f" (x) = 62 — 4, para todo o x € R. Logo f” (—2) = —16.
f" & diferencidvel em R e (") (z) = f" (z) = 6, para todo o € R. Logo " (—2) = 6.

f™ é diferencidavel em R e (f") () = f® (z) = 0, para todo o x € R. Logo f® (¢) = 0.

Tem-se entdo Rz (z) =0e

f é diferencidvel em R e f'(x)
(

f(x)=Py(x)+Rs(z) = —8+15(x+2) —8(z+2)> + (z +2)%,
para todo o x € R.

4. Estabeleca o desenvolvimento binomial

14+2)" = 1+nz+Q)2*+--+(M)aP +-- 2" =
p

= @O+Oe+Ea?+-+ () + a2 =) (1)t



com (}) = (H_Lk'),k, (combinagoes de n elementos k a k), usando a férmula de Taylor.

Resolugao:
Seja n € N. Seja f(z) = (1+2)" e considere-se a férmula de Taylor de ordem n no ponto

zg = 0. Tem-se
f(z) =P, () + Ry, (z),

para todo o x € R, com

, /" (0)
Pul@) = FO0) + [0z + 50 4o SR

(n+1) c
B (@) = J;n + 1()!) =

com c entre 0 e x.
f é diferencidvel em R e f'(x) =n(1+ z)"*, para todo o = € R. Logo f(0) = n.
f" & diferencigvel em R e
(f) (@)= f"(x) =n(n-1)(1+2)"",
para todo o z € R. Logo f”(0) =n(n—1).
Prova-se por inducdo que, para todo o p=1,...,n+ 1, f»=1 ¢ diferencidvel em R e

(FO) (@) = £ (@) =n(n = 1) (0= (= 1) (L)

para todo o x € R. Logo

paratodoo=1,...,n+ 1.
£ & diferencidvel em R e (f()' (z) = f®*+ (x) = 0, para todo o = € R. Logo f"*1 (¢) = 0.

Assim, tem-se R, () =0e
f(x) = P (x) + Ry () =

_ 1+nw+n(n - 1)$2+“.+n(n —1...(n—(p— 1))xp+.“+n(n -1...(n—(n— 1))x” _
2! p! n!

n! n n! N n! 2Ly n! - n! "
(n—0)00 " (n—Dl" " (n—2) (n—p)lp! (n—n)l”
=@+ D2+ G+ + () o+ ()" = ) ()

k=0

para todo o x € R.



5. (i) Determine o polinémio de Taylor P, de ordem 2 relativamente a funcao f (z) = 2log (cos x)
e ao ponto xg = 0.
(ii) Indique um majorante do erro que se comete ao aproximar f pelo polinémio P, (deter-
T
minado na alinea anterior) no intervalo [_Z’ ﬂ .
Resolugao:

(i) O polinémio de Taylor de ordem 2 relativamente a fungao f e ao ponto zy = 0, é dado

por:
"
0
Py(x)=f(0)+ f (0)x+ f2—(|)x2.
Seja f (x) = 2log (cosx). Tem-se f (0) = 0. Seja A = U ]—Z + 2k, T 4 %kn [
kezl 2 2
f € diferencidvel em A e [’ (z) =2 (—senx) = —2tgx, para todo o x € A. Logo f'(0) =
cos
0.
1
f' é diferencidgvel em A e (f) (z) = f" (x) = —2———, para todo o x € A. Logo f"(0) = —2.
cos? x

Assim, tem-se

P2 (I) = —1'2.

(ii) Considere-se a férmula de Taylor de ordem 2 no ponto zy = 0. Tem-se
f(x) = Py (x) + Ry (2),

para todo o x € A, com

f/// (C)
RQ (IE) = TIB,
e c entre x e 0.
-2 — —4
" & diferencidvel em A e (f") (z) = " (z) = =2 cosx (—senz) = senx, para todo o

f

A costx cos3 x
x € A. Logo f"(c) = s:nc'

cos? ¢
Como

|/ (z) = P (z)| = [Rz (z)|
e considerando o intervalo [—%, ﬂ , tem-se
—4senc
" (c) /" (c)] cos® ¢
[210g (cosz) — (—22)] = Ba (o) = |15 20| = E o = L Lt =

2 |senc| 3 2 9 ™3 2. /m\3
(i L () -2 () -5
3‘005@’ 3 (\/5) 4 3 4 48



todooz e [, 7|
ara todooz € |——, —|.
P 11
3
Deste modo, 18 ¢ um majorante do erro que se comete ao aproximar f pelo polinémio P, no
intervalo |-, 7|
intervalo |——, —1|.
4’ 4

. Como se pode obter sen (10°) com erro inferior a 10~* usando a férmula de Taylor?
Resolucgao:

™
10° corresponde a ITh Seja f () = senz. Pretende-se determinar o menor nimero natural n

()2 (5)] = [ ()| < 0

(n+1)
Seja g = 0. Tem-se R, (z) = f(Tl(;)m”“, com ¢ entre 0 e z. Como |f(”+1) (c)| < 1, pois
n !

e (2) = (=1)"senz e @V (z) = (—=1)""" cos z, para todo o n € N e para todo o = € R,
f(n+1) (c) < T >n+1

tem-se
T T T
sen (55) = 2 (55) | =7 (35)| = (mr 1) \1s

B |f(n+1) (c)| (7T>n+1< 1 (ﬂ->n+1
 (n+1)! \18 ~ (n+ 1) \18 ‘
Basta entao determinar o menor nimero natural n que verifique

]_ T n+1
— (= <1074,
(n+1) (18)

que verifique

O menor nimero natural n que verifica a desigualdade anterior é n = 3. Logo

entr) ()= () = 0 0 S0 () S0 () -

T 1 /73
= ———(—] =0.17365.
18 6 (18)

. Determine um polinémio que aproxime a funcdo sen no intervalo [—1, 1] com um erro inferior
-3
a 107

Resolugao:

Seja f (r) = senx. Pretende-se determinar o menor nimero natural n que verifique
lsenz — P, (z)| = |R, (z)| < 1073,

‘ f(n+1) (C)
para todo o z € [~1,1]. Seja zp = 0. Tem-se R, (z) = it

Como | f®+V) (¢)| < 1, pois f®V (z) = (—1)"senx e f®" D (z) = (=1)"" cosz, para todo o
n € N e para todo o = € R, tem-se

n+1

" com c entre 0 e x.

(n+1)
f (C> $n+1 _

lsenx — P, (z)] = |R, (v)| = (n+1)! -




_ |f(n+1) (C)‘ ‘x|n+1 1
 (n+ 1) ~ (n+ 1)V

para todo o = € [—1, 1]. Basta entdo determinar o menor nimero natural n que verifique

-3
m<10 .

O menor niimero natural n que verifica a desigualdade anterior é n = 6. Logo, como

F(0)=f"(0)=f*(0) = f(0) =0,

" (5)
sen x — (f’ (0)z + / 350)163 + / 55!(0);1:5)

tem-se

senz — P (x)| =

1 1
senz — (x— 6x3+ on5>’ = |Rs (x)] =

™ (c 1
_ ‘f ( )} |x‘n+1 S < 10—37
7! 5040
para todo o z € [—1,1].
1 1
Assim, o polinémio z — 6:1:3 - EOxS aproxima a fungao sen no intervalo [—1, 1] com um erro

inferior a 1073,

. Seja f : R — R duas vezes diferencidvel em R, tal que f'(0) = 0 e f”(z) > 0 para todo o
xz € R. Seja ¢ : R — R definida por ¢ (z) = f (senz).

(i) Determine os extremos locais de .

(ii) O que pode dizer sobre o nimero de solugdes da equagao ¢” (x) = 07

Resolugao:

(i) ¢ ¢ duas vezes diferencidvel em R e tem-se

¢ (x) = f'(senz)cosx

¢" (x) = f" (senz) coszcosx + f' (senz) (—senz) = f” (senz) cos® z — f' (senx)sen z,

para todo o x € R.

Como f” (x) > 0 para todo o x € R, entdo f’ é estritamente crescente em R. Por outro lado,
como f'(0) = 0, entdo f'(x) > 0 para todo o x € R*, e f'(z) < 0 para todo o x € R™.
Assim, o tnico zero de f’ é atingido no ponto z = 0.

Como ¢ ¢é diferencidvel em R, os tinicos pontos candidatos a extremos locais sao os pontos em
que ¢’ se anula.

¢ (x) =0« f'(senx)cosz =0« (f (senxz) =0 ou cosz =0) < (senz =0 ou cosz =0) &

k
@ng,comkeZ.



Tem-se - - -
o" (— + kw) =—f (sen (— + k7r>> sen <— + kw) <0
2 2 2
O" (km) = f"(0) >0,
para todo o k € Z.
Deste modo, como ¢ (g + lm) =0ey” <g + /{37'(') < 0, entao os pontos g—f— k7w sao maximos
locais de ¢, para todo o k € Z.

E como ¢ (kw) = 0 e " (kr) > 0, entdo os pontos k7 sdo minimos locais de ¢, para todo o
ke Z.

(ii) Atendendo a alinea anterior, ¢’ tem um nimero infinito de zeros. Pelo Teorema de Rolle,
entre dois zeros de ¢’ existe pelo menos um zeros de (¢')’ = ¢”. Logo, a equacio ¢” (x) = 0
tem um nimero infinito de solucoes.

. Seja f : R — R duas vezes diferencidvel em R, tal que f’ é estritamente crescente em R e

lim f'(z) = —o0, hI_P I (z) = +o0.

(1) Mostre que existe um tnico ¢ € R tal que f’'(¢) = 0, e que f (¢) é o minimo absoluto de f.

(ii) Sendo m esse minimo absoluto, seja b € |m, 4o00|. Verifique que o conjunto

f)={zeR: f(2) =1b}
tem exactamente dois elementos.
Resolucao:
(i) Como f: R — R é duas vezes diferencidvel em R, entdo f’ é continua em R.

Sendo f’ ¢ continua em R e tendo-se lim f'(z) = —o0 e lir}rrl f'(z) = +o0, entdo, pelo
r——00 T—1T00

Teorema de Bolzano, existe ¢ € R tal que f’ (¢) = 0. Por outro lado, como por hipétese f’ é
estritamente crescente em R, entao o zero de f’ € unico, isto é, existe um tnico ¢ € R tal que
1 (c) =0.

Sendo f’ estritamente crescente em R e tendo-se f'(c¢) = 0, entdao f’'(x) > 0 para todo o
x> ¢ e f'(zr) <0 para todo o x < ¢. Logo, f é estritamente crescente em |c¢, +o00| e f
é estritamente decrescente em |—oo,¢[, e como f é continua em ¢, entdo f é estritamente
crescente em [c, +00| e f ¢ estritamente decrescente em |—o0, ¢].

Atendendo a que f é estritamente crescente em [c, +oo[ e f é estritamente decrescente em
|—00, c|, entao f (c) é o minimo absoluto de f.

(ii) Seja m o minimo absoluto de f. Seja b € |m, +o0[. Atendendo ao Teorema de Bolzano e
uma vez que lim f(z)= hIf f (z) = +00, o conjunto

fr)={zeR: f(x)="b}

tem pelo menos dois elementos. Atendendo ao Teorema de Rolle e uma vez que f’ tem um
tinico zero, o conjunto f~! (b) ndo tem mais de dois elementos. Logo, o conjunto f~! (b) tem
exactamente dois elementos.



10. Seja f : [0, +oo[ — R diferencidvel em |0, +00| tal que

11.

lim f'(z) =b€eR, lim f(z)=a€R.

T—+00 r—-+00

Mostre que b = 0.
Resolugao:
Seja x € R*. Como f é continua em [z, z + 1] e diferencidvel em |x,x + 1[, pelo Teorema de

Lagrange existe ¢, € |z, z + 1] tal que

fla+1)— [f(2)
r+1—=x

f'(ex) = =fe+1) = f(z).

Assim, como x — +00 = ¢, — 400 e uma vez que lim f'(z) =be lim f(z)= a, entdo
T——+00 T—+00

b= lim f'(¢;) = lim (f(z+1)—f(z))= lim f(z+1)— lim f(z)=a—a=0.

T—-+00 r—-+00 T—+00 r—-+00

Seja f : [0,2] — R continua em |0, 2], diferencidvel em ]0,2[ e tal que f(0) =0, f(1)=1e
f2)=1
(1) Mostre que existe ¢; € |0, 1] tal que f'(¢;) = 1.
(ii) Mostre que existe ¢y € |1,2[ tal que f' (c2) = 0.
1
(iii) Mostre que existe ¢ € |0, 2[ tal que f’ (c¢) = v
Resolugao:

(i) Como f :[0,1] — R & continua em [0, 1] e diferencidvel em |0, 1], entdo pelo Teorema de
Lagrange, existe ¢; € ]0,1[ tal que

1-0

ou (em alternativa): Seja g (z) = f(z) —x. Como g : [0,1] — R é continua em [0, 1],
diferencigvel em ]0,1] e

g(0) = f(0) =0, gM)=f1)-1=1-1=0,

entdao g (0) = g (1), e assim, pelo Teorema de Rolle, existe ¢; € ]0, 1] tal que ¢’ (¢;) = 0. Como
g (x) = f'(z) — 1, entdo existe ¢; € ]0,1] tal que f’'(¢;) = 1.

(ii) Como f : [1,2] — R é continua em [1,2] e diferencidvel em |1, 2[, entdo pelo Teorema de
Lagrange, existe c; € ]1,2[ tal que

f2) -1

=0.
2-1

[ (ca) =

ou (em alternativa): Como f : [1,2] — R é continua em [1, 2], diferencidvel em ]1,2[ e
F) =72,

8



12.

entdo, pelo Teorema de Rolle, existe co € |1,2] tal que f' (c2) = 0.
(iii) Por (i), existe ¢; € ]0, 1] tal que f' (¢;) = 1. Por (ii), existe ¢, € |1,2] tal que [ (c2) = 0.

1
Como f é diferenciavel em [c, co] e 5 estd entre f' (¢c1) = 1 e f'(c2) = 0, entdo, pelo Teorema
1

1
de Darboux, existe ¢ € |¢q, ¢o] tal que f'(¢) = 5 Logo, existe ¢ € ]0,2[ tal que [ (c) = 5

Considere as fungoes f, g : R — R definidas por

22 log 22 sex #0, 1

f(z) = g (z) =lim
0 se x =0,

(i) Estude f e g quanto & continuidade.

(ii) Justifique que, qualquer que seja a > 0, ambas as fungoes f e ¢ tém maximo e minimo
no intervalo [—a, a].

Resolugao:

(1) f é continua em R\ {0} por resultar de operagoes sobre fungoes continuas em R\ {0}.

lim f (7) = lim 2°log2® = lim+$2210g |z| = lim+x2210g$ -
z—0 z—0

r—0t z—0t 0Ooo
2
. 2logz ro) . o . 9
= lim =" lim =% = lim (—x):().
(0o0) z—0t 1 00\ 20t —2 z—07t
2 23
lim f (z) = lim 2®log2? = lim 2*2log || = lim 2*2log (—x) =
x—0~ x—0~ x—0~ x—0~ (0c0)
2
= (-1
2log (— —
= lim M B9 lim =% ——— = lim (—x2) =0.
(000) z—0~ i (@) z—0~ __2 z—0~
2 * 23

Como f (0) = lim f(z) = lim f (), entdo f é continua no ponto 0. Logo, f é continua em

z—0t z—0~
R.
(1 se |z <1,
(x) =1 ! 1
ZT) = 11m = — =
g L se fe] =1,
L 0 se |z| > 1.

Logo, g é continua em R\ {—1, 1}, uma vez que é uma fungao constante se |z| < 1 e também

¢ uma funcao constante se |z| > 1. Para x = 1, tem-se lim_g (x) = lim 0 =0 # 5=9 (1).
z—1 z—1

Logo, g nao é continua no ponto x = 1. Para x = —1, tem-se lim+g (x) = lim+1 =1=#
z——1 r——1

1

— = g(—1). Logo, g ndo é continua no ponto z = —1. Deste modo g é apenas continua em

R\ {—1,1}.



13.

(ii) Seja a > 0. Como f ¢ continua em R, entdo f é continua no intervalo limitado e fechado
[—a, a], e assim, pelo Teorema de Weierstrass, a funcao f tem méximo e minimo no intervalo
[—a, al.

Por outro lado, tem-se
1
9(2)=0<g(z) < 1=g<5>,

para todo o x € R. Logo, g tem maximo e minimo em R, e portanto, tem maximo e minimo
no intervalo [—a, a].

Sejam a,b € R. Considere a funcao f : R — R definida por

asenx + 1 se x <0,
fz) =
2?logz + b se v > 0.
(i) Determine a e b de modo a que f seja diferencidvel no ponto z = 0.

(ii) Para b = 1 determine os valores de a para os quais f ndo tem extremo no ponto 0.
Justifique.

Resolugao:
(i) Se f for diferencidvel no ponto 0, entdo f é continua no ponto 0.
A funcao f é continua no ponto 0 se e sé6 se f (0) = lin% f (x). Tem-se
. T 2 _ _
xlir(r)lJrf(x) = leI(I)L (z°logz +b) =0+ b=0,

pois
1
1 - 2
lim z2logz = lim 08T (RO) lim 2 = lim (-2 ) = 0.
z—0t (0c0) z—07F i (@) z—0t 3 z—0t 2
2 3
Como f (0) =1, entdao b = 1. (Note que neste caso nao foi necessério calcular lim f (z) para

z—0~

encontrar o valor de b.)

— /(0
A fungao f é diferencidvel no ponto 0 se e s6 se f'(0) = limM € R. Tem-se

z—0 z—0

. f(x)—=f(0) . 2?logr+b—1 . 2?logx .
/ _ _ J— _ J—
fd (O) N xli%l*' z—0 N 3011>I(I)1+ xz—0 N acli%l‘*' X N xli%l*'x logm =0,
atendendo a que
1
| -
lim zlogx = lim =R S TP A [P (—x) = 0.
z—0t (0c0) z—0+ 1 (%) z—07t _l z—0t+
x x
Por outro lado,
— f(0 1-1
f2(0) = lim J{@) = 7(0) — Jim 2T = lim oY — .
z—0~ z—0 z—0~ z—0 z—0~ xz

10



14.

Para f ser diferencidvel no ponto x = 0 é preciso que se tenha

fe(0) = f3(0) € R.

Logo, f é diferencidvel no ponto r =0seesésea=0eb=1.
(ii) Seja b= 1. Tem-se

asenx + 1 se x <0,

f(z) =

2?logx +1 se x > 0.

1

f é diferencidvel em |0, +oo[ e tem-se f' (z) = 2xlogx + 2>~ = z (2logx + 1), para todo o
x

x €0, +o0l.

1
[, entao f é estritamente decrescente em }0, —.

Como f'(x) < 0, para todo o = € }O,
e

1
Ve
1
Como f é continua no ponto x = 0, entao f é estritamente decrescente em {O, 7 [
e
Por outro lado, f ¢é diferencidvel em |—o0, 0] e tem-se f’' (x) = a cosz, para todo o z € |—00,0].

7r
Como coszx > 0, para todo o = € }—5, O[ e atendendo a f ser estritamente decrescente em

1
lO, % [, para que f nao tenha extremo no ponto 0 é preciso que f nao seja estritamente

s ) , , .
crescente em ] —3 O], e isso serd verdade se e s6 se tivermos a < 0. Nesse caso, com a < 0,

h 71— P z. P .
tem-se [ estritamente decrescente em }—5, 0[ e como f é continua em 0, f é estritamente

s 7
decrescente em ] ——, O] . Como f é estritamente decrescente em } 5 O} e em [O, [, entao

1
2 Ve

f & estritamente decrescente em } — [, e como tal f nao tem extremo no ponto x = 0.

T 1
27 /e

Caso contrério, isto é se a > 0, terfamos f () < f(0), para todo o = € }— [, e entao

m 1
27 /e
£ (0) seria um méximo local de f.

Mostre que se tem

para qualquer z € [0, 1].
Resolugao:

Seja f () = e *, com x € R. Considere-se a férmula de Taylor de ordem 2 no ponto xy = 0.
Tem-se

f(z) =P (z) + Ry (),

para todo o x € R, com

PQ(JE):f(O)—i—f’(O)m—i—%(!o)x2

11



15.

Ry (o) = 1090

e c entre x e 0.

Tem-se f(0) = 1.

f é diferencidvel em R e f’'(x) = —e™*, para todo o x € R. Logo f'(0) = —1.

f' & diferencigvel em R e (f') (z) = f” () = e™®, para todo o x € R. Logo f”(0) = 1.
Assim, tem-se .

Pg(a:)zl—x+§:c2.

f" ¢ diferencidavel em R e (") (x) = f" (z) = —e~%, para todo o € R. Logo f" (c) = —e™°.
Como

|/ (x) = P (z)| = [Rz (z)|
e considerando agora o intervalo [0, 1], tem-se

") 4
3 7

/" ()] | e
!

— P e =

ol = <
3! 3

3
<
— o’ <

1
6’

e_x—(1—$+%2>‘=|R2($)\:

para todo o x € [0, 1].

1 : : o
Deste modo, 6 ¢ um majorante do erro que se comete ao aproximar f pelo polinémio P, no

intervalo [0, 1].

Seja f : R — R trés vezes diferencidvel em R e tal que [ (z) > 0, para todo o = € R.
(1) Mostre que f nao pode ter mais de dois pontos de extremo local.

(ii) Se f tiver extremos locais nos pontos «, 8 € R, com a < [, diga se f(«a) e f(f) sao
méximos ou minimos locais de f. Justifique.

(iii) Mostre que f () > f (5), se x > [.

Resolugao:

(i) Sendo f diferencidvel em R, os pontos de extremos locais de f sdo zeros de f’. Assim, se
f tivesse mais de dois pontos de extremo local, entao f’ teria pelo menos trés zeros. Logo,
pelo Teorema de Rolle, f” teria pelo menos dois zeros. Novamente pelo Teorema de Rolle, f”

teria entdo pelo menos um zero, o que nao pode ser pois por hipétese f” (z) > 0, para todo
o x € R. Logo, f nao pode ter mais de dois pontos de extremo local.

(ii) Suponhamos agora que f tinha dois extremos locais nos pontos «, 5 € R, com a < .
Logo,

f(a)=f"(B)=0.
Logo, pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € |a, 5[ tal que f” (¢) = 0.

Por outro lado, como f” (z) > 0, para todo o x € R, entdo a funcdo f” é estritamente
crescente em R, e como f” (¢) =0, com ¢ € |o, 8], entao f” (a) < 0e f” () > 0. Logo, como

12



16.

f'(a)=0e f"(a) <0, entdo f(«) é um méaximo local de f. Como f'(5) =0e f"(B) > 0,
entdo f () é um minimo local de f.

(iii) Considere-se a férmula de Taylor de f de ordem 2 no ponto zy = 3. Tem-se
f(@) =P () + Ry (2),

para todo o x € R, com

B() = £ () + 13 = 8) + T (o gy
Ro() = 0y,
e c entre x e . Logo, como [’ () = 0, tem-se
r@ =@+ T g O gy

e como f" () > 0e f”(c) > 0 (pois por hipétese f” (x) > 0, para todo o x € R), entdo, se

x> (3, tem-se f (z) > f(5).
Seja v € R. Seja f : R — R a fungao diferencidvel em 0 e definida por

e ” sex >0,
f(z)=

arctg (ax) se x < 0.

(i) Determine «.
(ii) Calcule 1i1_{1 f(z)e lim f(z).

(iii) Estude f quanto a diferenciabilidade e determine a sua funcao derivada f.
(iv) Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais (se existirem) de f.
(v) Estude f quanto & existéncia de assimptotas.

(vi) Determine o contradominio de f.

Resolugao:

(i) Como f é diferencidvel em x = 0, entao

£1(0) = f4(0) = f(0) € R.

Como
120 = i HE ) g 0 — i =
(§
0%
£ = Jig PO < gy PSSR g WSO )y L

13



entao

a=1
(ii)
1
lim f(z)= lim ze™® = lim LR i — =
T— 400 T— 400 r— 400 e? (%) r—4o00 T
: . 7r
lim f(z) = lim arctgz = -3

(iii) f e diferencidvel em |0, +oo] e tem-se f'(z) = e™* —ze ™ = (1 —x) e *, para todo o
x €10, 400l

Por outro lado, f ¢ diferencidvel em |—o0, 0] e tem-se f’ (x) = 5> paratodo oz € |—00,0[.

1+
Por (i), f é diferencidvel em = = 0 e f' (0) = 1. Logo, a funcao derivada f': R — R ¢é definida
por

((1—z)e™ se v >0,

f,(l‘): 1 se IZO,
1

| 112 se v < 0.

(iv) Como [’ (z) > 0, para todo o = € |0, 1[, entdo f ¢é estritamente crescente em |0, 1[. Como
f € continua nos pontos z = 0 e x = 1, entdo f é estritamente crescente em |0, 1].

Como f'(z) < 0, para todo o x € |1,+0o0[, entdo f ¢ estritamente decrescente em |1, +o0].
Como f é continua no ponto z = 1, entao f é estritamente decrescente em [1, 4o00].

Como f"(x) > 0, para todo o x € |—00,0[, entdo f é estritamente crescente em |—o0,0].
Como f é continua no ponto z = 0, entdo f é estritamente crescente em |—o0, 0.

Como f ¢é estritamente crescente em |—o0, 1] e estritamente decrescente em [1,+o0o[, entdo
f (1) ¢ um méximo absoluto (e portanto também local) de f.

(v) A fungao f nao tem assimptotas verticais pois estd definida em R.

Vejamos se o gréfico de f tem assimptota y = myx + p; nao vertical a esquerda. Tem-se

t
mp = lim f(:v): limwzo
r——00 U Tr——00 T

pr=lim (f(2)—maz) = lim f(z)=—=.

T——00 T——00 (i) 2

Logo, o gréfico de f tem como assimptota nao vertical, mais concretamente horizontal, &
esquerda, a recta

o
Y= 9"
Vejamos se o grifico de f tem assimptota mox + po nao vertical a direita. Tem-se

. flx . we L
me = lim (): lim = lim e *=0
r——+oco I r——+oc0 I r——+00

14



17.

pe = lim (f(x) —mox)= lim f(z)=0.

r—400 r——400 (i)

Logo, o gréfico de f tem como assimptota nao vertical, mais concretamente horizontal, &
direita, a recta
y = 0.

(vi) Como f é continua e estritamente crescente em |—00, 1], entéo, pelo Teorema de Bolzano,
tem-se

T— —00 2 ’ e

o1 = | tim £ .5 0] =] -5.2]

Como f é continua e estritamente decrescente em [1,400], entao, pelo Teorema de Bolzano,
tem-se

(ool = | i s )7 @] = Jo.2].

Tr——+00

Logo, o contradominio de f é dado por
PR = f(-o0)U s (o) = |35 o3| = |-3.2].

Seja f : R — R definida por

xlogx se x > 0,
f@ =4 .

e

se x < 0.

(i) Estude f quanto & continuidade e quanto & diferenciabilidade, e determine a sua fungao
derivada f.

(ii) Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais (se existirem) de f.

(iii) Estude f quanto & existéncia de assimptotas.

(iv) Determine o contradominio de f.

Resolucgao:

(i) f é diferencidvel, e portanto continua, em |0, +-00| e tem-se f' (x) = logw—i—aji =logz+1,
para todo o z € |0, +o0.

Por outro lado, f é diferencidvel, e portanto continua, em |—o00,0[ e tem-se f’'(x) = —e® =
e

e”1, para todo o z € |—00,0].

Tem-se
e’ —1
- /(0 = le* —1 1
fé(o): lime((lO lim = lim—e =_
r—0~ xr — 0 z—0~ xT r—0— € i e
e
foay T () — f(0) so=0 rlogr B

f3(0) = xli%h pow— Ill)rgi = xli,%lJr logz = —o0.



Como f}(0) nao ¢ finita, entdo f nao ¢ diferencidgvel em = = 0.

Vejamos se f é continua em z = 0. Tem-se

1
. . . logx ro) ..
) = — — s T _ ) —
F07) = xli%lj (@) = xli%lfbgm (000) xligl"" 1 () x1_>%1+ -1 a}féﬁ z) =0
x x2
e
-1
£(07) = lim f(2) = lim —— =0.

z—0- z—0-
Logo, como

fO)=F(0%)=f(07) €R,
entao f é continua no ponto x = 0.

Logo, f é continua em R, f ¢ diferencidvel em R\ {0}, e a fun¢do derivada f' : R — R &
definida por
logae + 1 se x > 0,

f(z) =
e~ 1 se r < 0.

(ii) Como [’ (z) > 0, para todo o x € |—00,0[, entao f ¢ estritamente crescente em |—oo, 0].
Como f é continua no ponto z = 0, entdo f é estritamente crescente em |—o0, 0].

1 1
Como f'(x) < 0, para todo o x € } 0, - [, entao f é estritamente decrescente em } 0, - [ Como
e e

1 ~
f € continua nos pontos r =0 e x = —, entao f é estritamente decrescente em |0, —|.
e e

1 1
Como f’(x) > 0, para todo o = € ]—, +00 [, entdo f ¢é estritamente crescente em } —,+00 {
e e

~ ) 1
Como f é continua no ponto x = 1, entao f é estritamente crescente em {—, 400 |.
e

) . . 1 -
Como f é estritamente crescente em |—o0, 0] e estritamente decrescente em |0, — |, entao f (0)
e

¢ um méximo local de f.

1 1
Como f é estritamente decrescente em [O, —} e estritamente crescente em {—, 400 [, entao
e e

1
f (—) ¢ um minimo local de f.
e

(iii) A funcado f nao tem assimptotas verticais pois estd definida em R.

Vejamos se o grafico de f tem assimptota y = mix + p; nao vertical & esquerda. Tem-se

e —1
le? —1
myp = lim /(@) = lim = lim =¢ =0
r——00 I T— —00 €T T——00 € X
e

et —1 1

pr= lim (f(z)—mz)= lim f(z)= lim = ——

Tr——00 T——00 T——00 (& (&



18.

Logo, o gréfico de f tem como assimptota nao vertical, mais concretamente horizontal, a
esquerda, a recta

y=—.
e

Vejamos se o grafico de f tem assimptota mox + ps nao vertical a direita. Tem-se

1
mo = lim f (@) — lim 2% _ jim log x = +0o0.
rx——+oco I Tr——+00 €T r——400

Logo, o gréfico de f nao tem assimptota nao vertical a direita.

(iv) Como f é continua e estritamente crescente em |—o00, 0], entao, pelo Teorema de Bolzano,
tem-se

r——00

. 1
F1-s0.0) = | tim £ 0.7 )] = | ~F.0].
. 1 .
Como f é continua e estritamente decrescente em [O, —], entao, pelo Teorema de Bolzano,
e

(o)) =)o) = [20)

. 1 .
Como f é continua e estritamente crescente em {—, +o00 |, entao, pelo Teorema de Bolzano,
e

(el =) o] =[]

Logo, o contradominio de f é dado por

o= e (o3 o)) |- 2 o[ o]

Sejam kq, ko € R. Seja f : R — R definida por

kﬁh(lx ) se x <0,
f(z) = -

ko + arctg x se z > 0.

tem-se

tem-se

Determine k; e ks de modo a que f fique continua e diferencidvel em R, e mostre que, com
esses valores, a funcao f nao tem extremos locais.

Resolugao:
Para que f seja continua em x = 0 é preciso que se tenha f (0) = f(07) = f(07) € R.
Tem-se

f(07) = lim f(z) = lim (ks + arctgz) = ks

z—0t z—0t

tﬂO):hmf@j:hmkﬁhci;):kLwO:hﬂzQ

rx—0~ z—0—

17



Logo, f(0) = ks = 0.
Para que f seja diferencidvel em = = 0 é preciso que se tenha f'(0) = f.(0) = f,(0) € R.

Tem-se
T T 1
ky sh ( ) ko ch < ) .
_ _ _ 1— _
£(0) = tim L8 =T O s@=0 L=2) @O i A k) SN
z—0~ r—0 z—0~ T (9) =—0- 1
e
1
— (0 = t
71(0) = tim L 2SO sy, arcter @0, 1ea? g
z—0t x—0 r—0T €T (%) r—0t 1

Logo, f'(0) = k1 = 1.

Assim, tem-se k1 =1 e ky =0, e a fungéo f : R — R é entao definida por

sh(lx ) se z <0,
f (@)= -

arctg x se x > 0.

f ¢é diferencidvel, e portanto continua, em ]0, +00[ e tem-se

1

f'(x):m,

para todo o = € |0, +o0.

Por outro lado, f ¢ diferencidvel, e portanto continua, em |—o0, 0] e tem-se

f’<x>—ch<1fx) <1_1;,;)2’

para todo o = € |—00,0].

f é diferencidvel, e portanto continua, em x = 0 e tem-se

f(0)=1.
A funcao derivada f’ : R — R é definida por

( 1

ch ( < > 5 se x < 0,
=2/ (1-2)
flx)=41 se x =0,
1

L m se x > 0.

Como f’ (x) # 0, para todo o x € R, entdo f nao tem extremos locais.

18



19. Seja f : ]—1,4+00] — R definida por
log /1 — 22 se x € |—1,0],

x’e se x € |0, +o0].

(i) Estude f quanto & continuidade e calcule lim+ f(z)e lim f(z).

z——1 z—-+oo
(ii) Determine o dominio de diferenciabilidade de f e a funcao derivada f.
(iii) Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais (se existirem) de f.
(iv) Determine, se existirem, as assimptotas ao grafico de f.
(v) Determine f”.
(vi) Determine o contradominio de f.
(vii) Determine as inflexdes e o sentido das concavidades do grafico de f.
(viii) Esboce o grifico de f.
Resolugao:
(i) f é continua em |—1,0[ por ser a composta de fungdes continuas.
f € continua em |0, +oo[ por ser o produto de fungdes continuas.

Vejamos se f é continua no ponto 0. Tem-se

+Y 1 _ T 2 1-2? _ _
f(O)—xli)rgl+f(x)—llmxe =0.e=0,

z—0t

f(O_) = lim f(z) = lim logv1— 22 =logl =0,

2—0~ 2—0~
e f(0)=0.
Como
f0)=7(0")=r(07)€eR,
entao f é continua em z = 0.

Logo, f é continua em todo o seu dominio, isto é, f é continua em |—1, +o0].

Tem-se
lim f(z)= lim logv1—22=—00
r——171 r——11
© 2
. . 2 ) r°  (RC) .. 2z ) 1
lim f(z) = lim 2%'™* = lim — D im ——— = lim ——
@400 Z—+00 (000) T—+00e?” 1 () z—+oo2ze” “1 a—tooer 1

(ii) f ¢é diferencidvel em |—1,0[ e tem-se

1 —x x

:\/1—352\/1—&:2__1—352’

f' (@)
para todo o z € |—1,0[.

19



Por outro lado, f é diferencidvel em ]0, 00| e tem-se
F () = 20e'™ 4 2% (—22) = 20e! ™ (1—-27),

para todo o = € ]0, +o0.

Tem-se
T
fé(()):limf(x) f(0) rg=0 |, logVi—a?@mo) 122
z—0~ x—0 rz—0~ X (Q) rz—0~ 1
0
e
_ 0 _ 2 1—22 9
f500) = liIglJrL(j;() /=0 lir&x c = lirgl+x61’m = 0.e = 0.
T—s €xr — r— s xr—
Como

entao f ¢é diferencidvel em z =0 e
J1(0) = fe(0) = f3(0) = 0.

Logo, f é diferencidvel em todo o seu dominio, isto é, f é diferencidvel em |—1, 400].

A fungao derivada f’ : |—1,400[ — R & definida por

(_l—me se —1<x<0,
f'@=qo0 se x =0,
| 2ze! " (1 — 2?) se x > 0.

(iii) Como f’(z) > 0, para todo o x € |—1,0], entdo f é estritamente crescente em |—1,0[.
Como f é continua no ponto z = 0, entao f é estritamente crescente em |—1,0].

Como f’ (x) > 0, para todo o x € |0, 1], entdo f é estritamente crescente em |0, 1[. Como f é
continua nos pontos = 0 e z = 1, entdo f é estritamente crescente em [0, 1].

Como f’(z) < 0, para todo o = € |1,+0o0], entdo f ¢ estritamente decrescente em |1, +00.
Como f é continua no ponto z = 1, entdo f é estritamente decrescente em [1,400].

Como f ¢ estritamente crescente em |—1, 1] e estritamente decrescente em [1, 4+00[, entao f (1)
é um méximo local de f que até é maximo absoluto.

(iv) Vejamos se o gréfico de f tem assimptotas verticais. Tem-se

lim f(z) = lim log V1 — 2 = —o0.

r——1F z——1
Logo, © = —1 é uma assimptota vertical ao gréfico de f.

Vejamos se o grafico de f tem assimptota y = mix + p; nao vertical & direita. Tem-se

. f(2) . a?el® . a2 .
myp = lim = lim —— = lim =ze = lim ——
r—+o00 I T—+00 xT r——+00 (000) r——+00 T -1 (

? 1
) lim ——— =0.
) z—4o0 2xer 1

=
aQ

818 ||
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p1= lim (f(x) —myz)= lim f(z)=0.

r—400 r——400 (i)

Logo, o grédfico de f tem como assimptota nao vertical, mais concretamente horizontal, a
direita, a recta
y = 0.

(v) f’ é diferencidvel em |—1,0[ e tem-se

para todo o z € |—1,0[.

Por outro lado, f ¢ diferencidvel em 0, +00[ e tem-se
(fY (@) = f" (z) = 2" (1- xQ)—4x261’x2 (1—27) — 4%t = 2179 (1 — 22 — 202 (1—27) —22%) =

=277 (1 —2? — 227 4 22* — 20%) = 217 (1 — 5z? + 227)
para todo o = € |0, +o0.

Tem-se

lim [ (x) = lim <_1—|——x2) = —1.

z—0~ z—0~

Logo, como lim f” (x) é finito, tem-se

z—0~

F0) = lim f" (2) = —1.

z—0~

Tem-se ,
lim f(z) = lim 2" (1 —52% 4 22*) = 2e.

z—07F z—0+

Logo, como lim f" (x) é finito, tem-se
z—0

7(0) = lim f" (z) = 2e.

z—0t

Como
fe (0) # £4(0),
entdo f’ nao é diferencidvel no ponto z = 0, isto é, nao existe f” (0).

A segunda derivada f” : |]—1,+o0[\ {0} — R ¢ entao definida por

1 2
—iﬂ se —1<x<0,
f”([t): (1—.T )
2e17" (1 — 5a2 + 22%) se z > 0.
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(vi) Como f é continua e estritamente crescente em |—1, 1], entdo, pelo Teorema de Bolzano,
tem-se
P11 = | tim £ (@), £ (0] =001

z——11

Como f é continua e estritamente decrescente em [1,400], entao, pelo Teorema de Bolzano,
tem-se

r——+00

(ool = |t @) )] = 0.1,
Logo, o contradominio de f é dado por
S (=1, +00]) = f(]=1,1]) U f ([, 400[) = |=00,1] U]0, 1] = |—o0, 1].

(vii) Tem-se f”(z) < 0, para todo o x € |—1,0[. Logo, o grafico de f tem a concavidade
voltada para cima em |—1, 0.

Para z > 0, tem-se f” (z) =0& 1522+ 22' =0 & (x:%\/ﬁoux:%) Como
" V5_\/ﬁ " V5+\/ﬁ
f 5 #0 e f 5 # 0,

V5—V17T  A/5+VIT
2 €7

sendo fmpar (n = 3) a primeira derivada que ndo se anula nos pontos
estes dois pontos sao pontos de inflexao do gréfico de f.

, entao

Como f” (x) > 0, para todo o x € }0, 5;\/ﬁ [ U] Y 5;\/ﬁ, +00 [, entao o gréfico de f tem a

concavidade voltada para cima em }O, 5—VIT [ e em } V5+V17

5 3 ,—l—oo{.

, entao o grafico de f tem a concavidade

Como f” (z) < 0, para todo o x € } Y 5;\/ﬁ, Y 5;\/ﬁ[
voltada para baixo em } v 5;\57 v 5;m {

Em relagao ao ponto x = 0, como a funcao f toma valores negativos & esquerda de zero e
positivos a direita, entao o grafico de f estd abaixo do eixo das abcissas para x < 0 e estd
acima desse eixo para x > 0. Uma vez que o eixo das abcissas é a tangente ao grafico no
ponto de abcissa 0, entao x = 0 é ponto de inflexao.

(viii) f :]-1,4+o0[ = R
log v/1 — a2 se x € |—1,0],

x%e se z € 10, +o0].
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20. Seja f : R — R definida por

1
1—=x

se x <0,
flx) =

26_IChJJ—1+g:€_2I+§ se x > 0.

(1) Mostre que f é continua em R.

(ii) Determine f.

(iii) A funcdo f tem extremos locais em R*?7

(iv) Escreva o polinémio de Taylor de 2* ordem da fungao f relativo ao ponto 1.

(v) Indique um majorante para o erro que se comete ao aproximar f pelo polinémio P,
(determinado na alinea anterior) no intervalo [1,32].

Resolucgao:

(i) f é continua em R* e em R™.

Vejamos se f é continua no ponto 0. Tem-se

f(07) = lim f(z) = lim <e*2”C + g) =1,

z—0+t z—0t

f(07) = lim f (z) = lim L =1,

z—0~ z—0-1—x
e f(0)=1.
Como
fO)=f(0")=f(07) R,
entao f é continua em z = 0.

Logo, f é continua em todo o seu dominio, isto é, f é continua em R.

23



(ii) f ¢ diferencidvel em |—o0, 0[ ¢ tem-se

para todo o = € |—00,0].
Por outro lado, f ¢ diferencidvel em |0, +00[ e tem-se
! —2x 1
f (l’) = —2e + o)
2
para todo o z € |0, +-00].

Tem-se

1
lim ' (z) = lim
z—>0*f ( ) z—0~ (1 — l’)

=1.

2

Logo, como lim f’(z) é finito, tem-se
z—0~

fe(0) = lim f"(x) = 1.

z—0~

Tem-se

1
lim f'(z) = lim (—262"’” + 5) = —§.

z—0t z—0t 2

Logo, como lim f’(zx) é finito, tem-se

z—0t
£(0) = tim ' (2) = >
d z—07t 2
Como
fe (0) # f3(0),
entao f nao é diferencidvel no ponto x = 0.
Logo, f ¢é diferencidvel em R\ {0}.
A funcao derivada f’: R\ {0} — R ¢é definida por
1
5 se z <0,
/ (1—2)
f' (@) =
_op 1
—2e " + 5 se x > 0.
(iii) Tem-se
1 1 1 1
! _ 9,2z i -2z _ - __ R
f(z)=0< —2e +2 0&se 4<:>x 2log4 log 2.

Como f’(xz) > 0, para todo o x € |—00,0[, entdo f é estritamente crescente em |—oo,0].
Como f é continua no ponto z = 0, entdo f é estritamente crescente em |—o0, 0.

24



Como [’ (z) > 0, para todo o z € |log 2, +00[, entdo f ¢ estritamente crescente em |log 2, +00].
Como f é continua no ponto z = log 2, entao f é estritamente crescente em [log 2, +00].

Como f'(x) < 0, para todo o = € ]0,log2[, entdo f é estritamente decrescente em |0, log 2|.
Como f é continua nos pontos z = 0 e x = log2, entao f é estritamente decrescente em
0, log 2].

Como f ¢é estritamente crescente em |—o00,0] e estritamente decrescente em [0, log 2], entao
f(0) é um méaximo local de f.

Como f é estritamente decrescente em [0, log 2] e estritamente crescente em [log 2, +00|, entao
f (log2) &€ um minimo local de f.

(iv) O polinémio de Taylor de 2* ordem (n = 2) da fungao f relativo ao ponto zo = 1, é dado

por
By = )+ -0+ T oy
Tem-se 1 1
f()y=e?+ 5 ¢ f(1)=—2e2+ 3

f" é diferencidvel em ]0,+oo| e (f) (z) = f”(x) = 4e~2*, para todo o = € ]0,+oo[. Logo
(1) =4e 2

Assim, tem-se

1 1
P2($)26_2+§+(—2€_2+§> (I’—l)+26_2(l‘—1)2

(v) Considere-se o intervalo [1,2] e a férmula de Taylor de ordem 2 relativa a f e ao ponto

xo = 1. Tem-selndique um majorante para o erro que se comete ao aproximar f pelo polinémio
P, (determinado na alinea anterior) no intervalo [%, %]
Tem-se

fx) =Py () + Ry (2),

para todo o x € [%, %], com

£ (e)
Ry (z) = T:U?’,
e c entre z e 1.
e diferencié;vel em [£,3] e (f") () = " () = —8¢72*, para todo o z € [3,3]. Logo
1" (e) = —8e—=c.
Logo,
f"(e) /" ()] | =8|
1) = o)l =R o) = | - vt = e - B

4 s 41 /1) 1
= — ¢ —]_ <—— — = —
¢ o=l _36(2) Ge’

Deste modo, ie é um majorante do erro que se comete ao aproximar f pelo polinémio P, no

intervalo [%, %6} .

para todo o x € [%, %],
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21. Seja f : R — R definida por f (z) = (z — 1)*sen .

(1) Mostre que 1 é ponto de estacionaridade de f, isto &, f’ (1) = 0, e determine a sua natureza
(méximo, minimo, ou ponto de inflexdo).

(ii) Escreva a férmula de Taylor de ordem 0 da fungao sen relativa ao ponto 1, e aproveite
para resolver o problema da alinea anterior de maneira alternativa.

Resolugao:
(i) f é diferencidvel em R e
f'(x)=4(x—1)*senz + (z — 1)* cos z,
para todo o z € R. Logo f' (1) = 0.
f é diferencidvel em R e
(f)(x) = f'(z)=12(x—1)’senz +4(x — 1)’ cosz — (x — 1)*senz 4+ 4 (z — 1)’ cosz =
= (12(x—1)* = (z—1)") senz + 8 (z — 1) cos x,
para todo o z € R. Logo f” (1) = 0.
f" é diferencidvel em R e
(f") ()= f"(x) = (24 (x — 1) =4 (z — 1)*) senz + (12 (x — 1)* — (v — 1)*) cos -+
+24 (z —1)*cosz — 8(z — 1)*senz =
= (24(z — 1) = 12(x — 1)*)senx + (36 (x — 1)* — (v — 1)") cos z,
para todo o z € R. Logo f” (1) = 0.
f"" & diferencidvel em R e

(f") (z) = fP (2) = (24 = 36 (r — 1)*) senx + (24 (x — 1) — 12 (x — 1)*) cos v+

+(72(z—1)—4(z - 1)3) cosz — (36 (z — 1)° — (z — 1)4) senw =
= (24—-72(z — 1)° + (z — 1)4) senz + (96 (z — 1) — 16 (z — 1)3) cos T

para todo o x € R. Logo
f@(1)=24>0.

Como a primeira derivada que nao se anula no ponto 1 é de ordem par (n = 4) e é positiva
neste ponto, entdao x = 1 é ponto de minimo local de f, isto é, f (1) é um minimo local de f.

(ii) A férmula de Taylor de ordem 0 da fungao sen relativa ao ponto zo = 1 é dada por
senz =senl+ Ry (x).

Ry () = f'(¢) (x = 1),

ecentre xz e 1.
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Logo,
f(x)=(x—1)"senz = (x —1)* (sen1+ Ry (2)),

como
limlRO (x) = lirr%f’ (¢)(z—1)=0,

entao, como sen 1 > 0, tem-se
senl+ Ry (z) > 0,

para todo o x numa vizinhanga de 1, e assim,
f(x)=(z—1)"(senl+ Ro(x)) 2 0= f(1),

nessa vizinhanca. Logo, f (1) ¢ um minimo local de f.
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