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Diagonalizacao unitdria e diagonalizagao ortogonal (Resolugao)
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Logo A é normal.
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logo A é hermitiana e em particular é normal:

AAH = AA = AR A,

(iii) Como A é hermitiana entdo é unitariamente diagonalizdvel (embora o reciproco
nao seja verdadeiro), isto é, existem uma matriz unitdria U? (UHU = UUH = I, isto ¢,
U = U~ e uma matriz diagonal D tais que

D =UAU".
Note-se que: A normal < A unitariamente diagonalizavel.
Como
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det(A—)\I):‘ i 3 =A=1)(N—4),

os valores préprios de A sao 1 e 4 e tem-se

NA-1)=L{(-1-141)})
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Note-se que os vectores de N (A — 11) sao ortogonais aos vectores de N (A — 4I). Logo,
uma base ortonormada de C? formada sé com vectores préprios de A pode ser:
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2. Como A, = [ ) Z } nao ¢ simétrica ((Aq)" # A.) entdo ndo existe qualquer

base ortogonal de R? formada s6 por vectores préprios de A,. A matriz A, é unitariamente
diagonalizdvel se e s6 se A, for normal, isto é, se e sé se

(A" Ay = Ay (AT

Como
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Assim, A, é unitariamente diagonalizédvel se e s6 se o = 1.
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3. A=| -1 =3 2 |. Como A é simétrica entao é ortogonalmente diagonalizdvel,
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isto ¢, existem uma matriz ortogonal PT (PTP = PPT = I, isto ¢, PT = P~!) e uma matriz
diagonal D tais que
D = PAP”.

Como
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os valores préprios de A sao 2 e —4 e tem-se

N(A=20) =1L ({ (_%%1) })

N(A+4I) = L({(2,0,1),(1,1,0)}).

Note-se que os vectores de N (A — 2I) sdo ortogonais aos vectores de N (A +4I). Para
determinar uma base ortonormada de R?® formada sé com vectores préprios de A basta
aplicar o método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt ao conjunto

{(2,0,1),(1,1,0)}.

Assim, relativamente ao produto interno usual em R?, o seguinte conjunto é uma base or-
togonal de N (A + 41):

(2,0,1)

= {(2,0,1) (1,1,0) — 28’;’?)75228:3; (2,0, 1)}

:{(2,0,1) (1,1,0) - } {201 ( _i)}

{(2,0,1), (1,5, -2)}.
Base ortonormada de R® = A (A —21) & N (A + 4I) formada sé por vectores préprios de

{(2,0,1) ,(1,1,0) — proj (1, 1,0)} =

ou seja:
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det(A—X)=| -1 2—-X -1 |==A=1)(A=3)(A—14),
0 -1 3-A
os valores préprios de A sao 1, 3 e 4. Como A é simétrica (A = AT) e definida positiva uma
vez que os valores proprios de A sao todos positivos, entao existe uma tnica raiz quadrada

definida positiva B, isto é, existe uma tnica matriz simétrica B definida positiva tal que
A = B?. De facto, como A é ortogonalmente diagonalizdvel (por ser simétrica) tem-se

A=P'DpP =P (D) P=(P'D'P)(P"D'P) = BB = B
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Note-se que sendo os 3 valores préprios distintos, os correspondentes espagos préprios sao
ortogonais entre si. Base ordenada ortonormada de R? formada sé com vectores préprios de

A:
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definida positiva e

BB=A
No entanto, se fizermos ou
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tem-se as 3 rafzes quadradas seguintes, isto 3 matrizes B tais que B? = A :
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c)Pora)eb): (1,1,1),(—1,1,0) e (—1,0, 1) sdo vectores préprios de A. Como {(—1,1,0),(—=1,0,1)}

é uma base de N(A — I), aplicando Gram-Schmidt,

{(—1,1,0), (—=1,0,1) — (Plr,(lj,J;))(_LO’ 1)} = {(—1,1,0), (—%,—%,1)}

¢ uma base ortogonal para N(A — I). Além disso, sendo A simétrica, vectores proprios
associados a valores préprios distintos sao ortogonais. Logo

{(1, 1,1),(~1,1,0), (—%,—%,1)}

¢ uma base ortogonal para R? formada s6 por vectores préprios de A.
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¢ uma base ortonormada para R3 formada sé por vectores préprios de A. Logo
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Assim, B = ¢ a tnica matriz B definida positiva tal que A = B2.
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