Diagonalizacao unitaria e diagonalizacao ortogonal

Observacao. Neste capitulo considera-se o produto in-
terno usual.

Definicao. Chama-se transposta conjugada de uma ma-
triz A a matriz A” e denota-se por AH  Isto ¢,

A — 4T

Teorema. Seja A, B e C matrizes de tamanhos apropri-
ados. Entao

(i) (AH)" = 4
(ii) (A + 8B)H =aAH 4+ BBH

(iii) (AC)H? = cHAH



Definicao. (i) Seja A € M, xn(C). A diz-se hermi-
tiana se e s6 se

Al = A
(ii) Seja A € My xn(R). A diz-se simétrica se e sé se

AT — 4.

Observacdo. Se A € M, «xn(R) entdo

A hermitiana & A simétrica.



Teorema. Se A fér uma matriz simétrica ou hermitiana
entdo todos os seus valores préprios sdo reais.

Dem. Seja A € M, «xn(C) tal que A é hermitiana.
Seja A um qualquer valor préprio de A e u um respectivo
vector préprio associado. Tem-se

(Au, u) = (Au)? u=u A" u=u! Au=u" Au=\||u||?
e
(Au, u) = (Au)™ v = ) v =Xuu =X ||ul]?.
Logo
(A —X) lul|?=0 ecomo u##0
entao
A=,

Isto &, \ é real.



Teorema. Se A fér uma matriz simétrica ou hermitiana
entdo os vectores préprios associados a valores préprios
distintos sdo ortogonais entre si.

Dem. Sejam wu e v vectores préprios associados (respec-
tivamente) aos valores préprios A1 e Ao, com A1 # Ao.
Tem-se

(Au,v) = (Au)P v =)o = A (u,0)

A1 € real
€

(Au,v) = (Auw)" v = u Av = u v = Ay (1, v) .
Logo
(A1 — A2) (u,v) =0 ecomo Ay # Ao
entao
(u,v) =0,

Isto €, u e v sao ortogonals.
Teorema.

Os subespacos préprios de uma matriz A simétrica ou
hermitiana sdo ortogonais entre si.



Definicao. Uma matriz quadrada P diz-se ortogonal se
e sO se

PPl =T istoe PL=p1

(As colunas de PT" formam uma base ortonormada de
R™.)

Definicao. Uma matriz quadrada P diz-se unitdria se e
SO se

UUH =1 istoe, UH=U1

(As colunas de U formam uma base ortonormada de

cn)

Observacao. Se A € My, xn(R) entdo

A ortogonal < A unitdria.



Definicdao. Seja A € M, xn(C). A diz-se unitaria-
mente diagonalizdvel se e s6 se existir U unitaria e
D diagonal tais que

D =UAU"H,

isto &, se e sd se existir uma base ortonormada de C"
formada sé por vectores préprios de A, constituindo estes
as colunas da matriz U¥. A matriz D serd a matriz
diagonal cujas colunas serdo os correspondentes valores
proprios.

Definicao. Seja A € M, xn(R). A diz-se ortogonal-
mente diagonalizavel se e s6 se existir P! ortogonal e
D diagonal tais que

D = PAPT

isto &, se e sé se existir uma base ortonormada de R"
formada sé por vectores préprios de A, constituindo estes
as colunas da matriz P1. A matriz D serd a matriz
diagonal cujas colunas serdo os correspondentes valores
proprios.



Definicao. Seja V um espaco linear complexo de dimen-
sdo finita com um produto interno. Seja

T:V =V

linear. T" diz-se unitariamente diagonalizavel se e sé se
existir uma base BB ortonormada de V' tal que M (T'; BB; B)
seja uma matriz diagonal. Nesse caso B = Byp é uma
base formada sé por vectores préprios de 1.

Definicao. Seja V' um espaco linear real de dimensao
finita com um produto interno. Seja

T:V =V

linear. T' diz-se ortogonalmente diagonalizavel se e
sé se existir uma base B ortonormada de V tal que
M (T'; B; B) seja uma matriz diagonal. Nesse caso B = By
é uma base formada sé por vectores préprios de T'.



Teorema. Seja A € My xn(R).
A é ortogonalmente diagonalizavel = A é simétrica

D = PAPT — A=AT

Observacao. Seja A € M, «n(C).
A é unitariamente diagonalizavel = A é hermitiana

D=UAUH =» A=aAH



Teorema de Schur. Seja A uma matriz quadrada. En-
tao, existe uma matriz unitdaria UH tal que UAUH =T
triangular superior (inferior).

Dem. A demonstracdo serd efectuada por inducdo em
n. O resultado é ébvio para n = 1. Suponhamos que
a hipétese é vdlida para matrizes n X n. Seja A €
M n+41)x(n+1)(C). Sejam Ay um valor préprio de A
e wy um vector préprio associado A\q tal que ||lwil|| =
1. Aplicando o método de ortogonalizacio de Gram-
Schmidt, seja {wi,...,w,41} uma base ortonormada
para C"*t1. Seja WH a matriz cuja coluna ¢ é igual ao
vector w;, parat =1,...,n+ 1. Entdo a matriz wH ¢
unitdria. Por outro lado, a primeira coluna de wWAWH
é igual a W Awq, tendo-se

WAw = WAhiwy = MqWwi1 = A\ : —




e assim

wAwH? = | o

onde M é uma matriz n X n.

Pela hipétese de inducido, existe uma matriz n Xn unitaria
(Vl)H tal que Vi M (Vl)H — T7, onde T7 é uma matriz
triangular superior. Seja

vHE =0
: (v
0

Entio VL é unitaria e tem-se

(VIW)A(VWYE =vwawHyH =



p— O p—
5 ViM (Vq)"
- 0 -
[ A1 * % |
= O — T,
E Tl
- O -

onde 1" é uma matriz triangular superior. Como a matriz
(VW)H & unitaria, pondo U = (VW) tem-se

UAUH =T

com 1" triangular superior e Ut unitaria.
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Exemplo A = [ o &

] valores propriosde A : 3 e 4

N (A —-3I)=L({(1,1)})

N (A —4I) = L({(1,2)})

V2 V2
Ul — { \% \/% ] Gram-Schmidt
2 2
UAUH =T
V2 /2 —2 5 v2 v2 | T |0 4
2 2 2 2 2



Teorema de Schur. (Triangularizacdo).

Seja A € My xn(C). Entdo existe UH unitéria tal que
UAUH = T triangular superior (inferior).

Teorema. Seja A € M, x,(C).

A é hermitiana = A é unitariamente diagonalizavel
A=A = D =UAUH

Dem. existe UH unitéria tal que UAUH é triangular.

Seja T = UAUH . Logo TH = T e como T é triangular
entdo 1" é diagonal.

Teorema. Seja A € My «n(R).
A é simétrica = A é ortogonalmente diagonalizavel

A= AT — D = PAPT



Teorema. Seja A € My xn(R). Entdo

A é simétrica <& A é ortogonalmente diagonalizavel

A=4a" o« D=pap?

Observacao. No teorema anterior, a matriz Pl ¢ 3
matriz cujas colunas sdo os vectores proprios de A que
formam uma base ortonormada de R™. A matriz D é a
matriz diagonal cujas colunas contém os correspondentes
valores préprios.

Teorema. Seja A € M, xn(C). Entéo

A é hermitiana = A é unitariamente diagonalizavel

Al — A = D=uvavuH

Observacdo. No teorema anterior, a matriz UH é a
matriz cujas colunas sdo os vectores proprios de A que
formam uma base ortonormada de C™. A matriz D é a
matriz diagonal cujas colunas contém os correspondentes
valores préprios.



Definicao. Seja A € My «n(C). A diz-se normal se e
SO se

A A = AnH,

(Ou ATA = AAT no caso em que A € My xn(R))

Observacao.

{A: A ésimétrica} C {A: A é normal}
{A : A éortogonal} C {A: A é normal}
{A: A é hermitiana} C {A : A é normal}

{A: Aéunitdria} C {A: A énormal}



Teorema. Seja A € My xn(R) tal que A é normal.
Entdo

(i) | Aull = ||AHu/|, Vu
(ii) A — A\l é normal
(iii) [[(A = AT)ul| = [[(A = AN || = | (AH = XT) u]

(iv) Au = u = Allu=)u



Teorema. Os vectores proprios associados a valores préprios
distintos, de uma matriz normal, sdo ortogonais

Dem. Seja A € M, xn(C) tal que A é normal. Sejam
A1, Ao valores préprios de A tais que A1 7# Ao e sejam u
e v vectores préprios de A associados respectivamente a
A1 e Ap. Tem-se

Au=2u = Au=2xu

Av= v = Afv=2u

<AHu, v>:(AHu>H'U:()\_1u)HfU = M\uflv = A (u,v)

<AHu,v> — (AHU)HU = u Av = Mullv = Ay (u, v)

Logo (A1 — A2) (u,v) = 0. Assim, como A1 # Ao, tem-
se (u,v) = 0.



Teorema. Seja A € M, xn(C). Entéo

A é normal < A é unitariamente diagonalizavel

Dem. (=) Existe U unitdria e T triangular superior
tais que T = UAU* . Como A é normal entdo

TTH — THT

isto €, T também é normal. Seja T = (tij) nxXn. Com-

parando as entradas das diagonais principais de TTH ¢
THT tem-se

t11)% + [t12]? + [t132 + - F [t1nl® = [t11]?
too|? + [to3]? + -+ - 4 |ton|® = [t12|* + |t2o]?

‘tnn\z = \751n|2 + |t2n|2 + \t3n|2 + -+ |tnn|2

e assim, ¢;; = 0 sempre que ¢ 7 j. Logo T' é diagonal e
A é unitariamente diagonalizavel.



(«<=) Seja A unitariamente diagonalizdvel. Sejam D di-
agonal e U unitaria tais que

D =UAUH
Logo
A=U"DU
AAH — pH (DDH)U
AHA = UH (DHD)U
'|>\1|2 0 0 |
: . 0
0 .. 0 ‘)\n|2_
AAfl — AH 7

e assim A é normal.

Teorema. Seja A € My, xn(R) tal que A é normal com
todos os valores préprios reais. Entdo A é simétrica.



Exemplo

o2 14
A‘[l—z‘ 3 ]

AH = A A é hermitiana

H 6 5+5. | . H
A4 _[5—5i 11 ]_A A

Logo A é normal. Ent3o existem uma matriz unitdria
UH (UH = U~1) e uma matriz diagonal D tais que

D =UAUH.
det(A—A1)=|2"" 2Tl =01 (A-4).

os valores proprios de A sdo 1 e 4 e tem-se

NA-1I)=L{(-1-1,1)})

va-an=o({(3d)

Note-se que os vectores de N (A — 1) s3o ortogonais
aos vectores de N (A — 4I). Logo, uma base ortonor-
mada de C? formada s6 com vectores préprios de A pode



Ser.

1 . 1 1 1 B
{|(—1—7:,1)| N [y <2+2“)} -

Vi V3 V3 (VB VB VG
{59 9) (e s}




Exemplo

ndao é ortogonalmente diagonalizdvel. Mas:

entao

= O

= O

O R K

- O M

O R R

1
0
1

—t
-t

H R O

H RO

O R K

nao é simétrica logo

R RO

= O

T

O R K

= O

R = O

O R K

H R O

é normal e como tal é

unitariamente diagonalizavel.




o O
|\
<
S
O —HNO
_
|

S

O -
- - O

- O

I 1
\
UL !
S S

N N
|\ |\

— AN — N 4+ | ﬁTo
o | T @6@6
L3@6@6 )
S W

SR
N N

I e
e
_ L DD

m T
g




Definicao.

Seja A € My xn(R) tal que A = AT Entio A diz-se
(i) definida positiva sse v/ Au > 0, Yu # 0;

(i) definida negativa sse u! Au < 0, Vu # 0;

(i) semidefinida positiva sse ul Au > 0, Vu;

(iv) semidefinida negativa sse v/ Au < 0, Vu;

(v) indefinida sse existirem pontos u onde u! Au seja
positiva e pontos u onde ul Au seja negativa.



Positividade do produto interno

Teorema. Seja A € My, (C) tal que A = AH. Entio

A é definida positiva, isto &, uwt Au >0 paratodoou #0 <

< todos os valores préprios de A s3o positivos

Dem. Sendo A hermitiana (A = AH) entdo A é uni-
tariamente diagonalizavel, isto é, existem D diagonal e
UM unitaria tais que D = UAUH . Assim

(uf Au > 0 para todo 0 u # 0) <
& (WUH DU > 0 para todo o u # 0) <

& (Uw)f D (Uu) > 0 para todo o u # 0) <

n
& () |Uui|2)\7; > 0 para todo o u # 0) &
1=1
< (A; >0 paratodooi=1,...,n)

onde A1, ..., Ap sdo os valores préprios de A sdo positivos.
Logo A é definida positiva.



Teorema.
Seja A € Mpuxn(C) tal que A = AH . Ent3o

(i) A é definida positiva < todos os valores préprios de
A sdo positivos;

(ii)) A é definida negativa < todos os valores préprios
de A s3o negativos;

(iii) A é semidefinida positiva <> todos os valores préprios
de A s3o ndo negativos;

(iv) A é semidefinida negativa < todos os valores
proprios de A s3o n3o positivos;

(v) A éindefinida < A tem pelo menos um valor préprio
positivo e outro negativo.



Raiz quadrada

Definicao. Chama-se raiz quadrada de uma matriz A a
uma matriz B tal que B2 = A e escreve-se B = v/ A.

Exemplos. (i) Existem infinitas [ (1) (1) ] por exemplo

1) Fs Fr
t| Fr =£s
(triplos pitagoéricos)

] com s,r,t € N tais que t2 = s2 + r?

oy N . 01
i) Ndo existe

Q 00
Observacao. Sendo A do tipo n X n com n valores
proprios distintos e ndo nulos, entdo existem pelo menos
2™ matrizes B tais que B? = A.

Teorema. (i) Se A for simétrica e definida positiva ent3o
existe uma tnica v/ A simétrica e definida positiva.

(ii) Se A for simétrica e semidefinida positiva entdo existe
uma unica v/ A simétrica e semidefinida positiva.



Teorema. Seja A € M, xn(R) tal que A é simétrica.
Ent3o, sdo equivalentes:

(i) A é definida positiva (u! Au > 0 Vu # 0)

(ii)) Existe uma raiz quadrada de A, isto é, existe B
simétrica e definida positiva tal que

A = B?

ou seja

B=+VA

(iii) Existe uma matriz invertivel S tal que

A=25%s
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Exemplo A = [ 1 a ] valores préprios de A: 3 e 5

vectores préprios associados a 3: L ({(—1,1)})\ {0}

vectores préprios associados a 5: L ({(1,1)})\ {0}

3 0 V2 V2 4 1 V2 V2
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Exemplo. Cilculo de v/ A

valores proprios de A = :0e3

=
—_
—_

base ortogonal de R3 formada s6 por vectores préprios
de A:

( )

N\
-~

1
5—1,0,1),(—1,1,0) —5(—1,0,12, (1,1,1)
eN(A-31)\{0}

eN(A)\{0}

{(-1,0,1),(-1,2,—-1),(1,1,1)}

base ortonormada de R3 formada sé por vectores préprios
de A:

( )

[707) (555l (555),

2777 2 6’ 3 6 37373

\ s \\ >4

eN(A)\{0} EN(A-3I)\{0}

7\

\
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Outro modo de calcular

e

VL

e

e

base de R3 formada s6 por vectores préprios de A:

P

{(-1,0,1),(-1,1,0), (1,1,1) ¢
( 0 ) )
eN(A)\{0} EN(A=31)\{0}
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