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Matrizes: operacgoes e suas propriedades

Defini¢ao 1. (i) Sejam m,n € N. Uma matriz A, do tipo m x n (lé-se m por n), é
uma tabela de m x n nimeros dispostos em m linhas e n colunas:

11 Q12 - Qin

Q21 Q22 -+ Q2
A=

Am1 Am2 - Amn

Usa-se também a notacao A = (a;j)mxn ou simplesmente A = (a;;), na qual a;; ¢ a entrada
(7,7) da matriz A. Se m = n, diz-se que A é uma matriz quadrada do tipo n x n (ou de
ordem n) e as entradas aji, ase, ..., dy, formam a chamada diagonal principal de A. Se
m # n, diz-se que A é uma matriz rectangular.

(ii) A matriz linha i de A é: [ a1 Qi Qin }, parai = 1,...,m. A matriz coluna
j de A é:
alj
(lgj
Amyj

para j =1,...,n.

(iii) A matriz do tipo m X n cujas entradas sdo todas iguais a zero, chama-se matriz
nula e representa-se por 0,,x, ou simplesmente por 0. Por exemplo

00 0 00

(iv) A matriz do tipo n x n

a1 0 0
0 929 0
0 0 Ann

tal que a;; = 0 se 7 # j para todos os %, j, isto ¢, & matriz cujas entradas fora da diagonal
principal sao todas nulas, chama-se matriz diagonal.

(v) A matriz (a;;) do tipo n x n tal que a; = 1 para todo o i = 1,....n, e a;; = 0 se

10 --- 0
01 0
00 --- 1

chama-se matriz identidade e representa-se por Iy, ou simplesmente por I.
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(vi) A matriz do tipo n x n

ai;z Qi -+ Qip
0 axp - a
o --. 0 any

cujas entradas por baixo da diagonal principal sao todas nulas, isto €, tais que a;; = 0 se
1 > j, chama-se matriz triangular superior. A matriz do tipo n x n

ag; 0 -+ 0
G21 Q22

: 0
An1 Ap2 - Ann

cujas entradas por cima da diagonal principal sao todas nulas, isto é, tais que a;; = 0 se
1 < j, chama-se matriz triangular inferior.
Uma matriz diz-se triangular se for triangular superior ou triangular inferior.

Exemplo 1. As matrizes

1 -1 12 3 4
A—[_z 21, B—[QO Oy 0}’ C=[007] e D=

— N W o

sao dos seguintes tipos: A é2x 2, Bé2x4,Cé1x3,D é4x1. Tem-se, por exemplo,
91 — —27 613 = 3, Ci12 = Oe d41 =1.

Observagao 1. Uma matriz (real) A do tipo m x n é uma aplicagao:
A:{1,...m}x{l,.,n} —R

(i,j) — Qyj

Notagao 1. O conjunto de todas as matrizes reais (complexas) do tipo m x n é denotado

por Msn (R) (Myxn (C)). Tem-se M« (R) C Mppsn (C).

Definicao 2. Duas matrizes sao iguais se forem do mesmo tipo e se as entradas corres-
pondentes forem iguais, isto é, A = (a;j)mxn € B = (bij)pxq S80 iguais se m = p, n =g e
a;j = by, parai=1,...mej=1,..n

Definicao 3. A soma de duas matrizes do mesmo tipo

A= (az’j)mxn e B= (bij)mxn



é a matriz
A+ B = (CLij + bij)mxn‘

Exemplo 2. Sejam

~1 1
A:[ L _1], B:{O 2 4}, C=1 1/2 e D=| —1/2

-3 2 -3 7 3 9 2 NG
1 2 3 0
A+ B = [ 15 6 } ,C+ D= | 0 | enao é possivel, por exemplo, somar B com C'.
0

Definicao 4. O produto de um escalar (nimero real ou complexo) o por uma
matriz A = (a;;)mxn ¢ a matriz:

aA = (ij)mxn-
Notagao 2. A matriz (—1)A serd denotada por —A.

1 4

Exemplo 3. Seja A = [ 3 9

1 -2 -8 2

Observagao 2. 14 = A, 0A = 0 (matriz nula).

Definigao 5. A diferencga entre duas matrizes A e B do mesmo tipo é definida por
A—B=A+(-B),

ou seja, é a soma de A com o simétrico de B.

Definicao 6. (i) O produto AB de duas matrizes A e B s6 pode ser efectuado se o
nimero de colunas da 1* matriz, A, for igual ao nimero de linhas da 2% matriz, B. Nesse
caso, o produto AB de A = (ai;)mxp POr B = (b;j)pxn € definido por:

p
AB = (aﬂblj + ...+ aipbpj)an = (Z aikbkj> )
mxn

k=1
isto é,
- . P p T
a ) a
u 1p > a1kbra cee > a1kbin
: : by - blj cee by k=1 ’ k=1
(0751 aip = Zazkbkj
k=1
: b by b p P
pl DJj pn
a e a Z ki1 T Z Arkbkn
L Pml mp. | k=1 k=1 i




Note que sendo by, ..., b, as colunas da matriz B, entao
AB:A[bl <+ b, } = [ Aby - Abn]
e sendo ay, ..., a,, as linhas da matriz A, entao

ap alB
AB=| : |B=

a,, a,, B

(ii) Sejam A uma matriz do tipon x n e p € N. A poténcia p de A ¢é definida por

AP = A..A e parap=0 define-se (se A for ndo nula) A° = I.
=

p vezes

(iii) Diz-se que duas matrizes A e B comutam se AB = BA.

0 —2 1 1 -1
{2 3 H—3 2 —2}_
_{0><1+(—2)><(—3) 0x1+(=2)x2 0x(=1)+(=2) x (-2)
] 2x143x(-3) 2x1+3x2 2x (=1)+3x(-2)

Exemplo 4. (i)

6 —4 4
:[—7 8 —8}
~1
@ [1 1 -1] [ 1/2}[1><(1)—|—1><%—|—(1)><(\/§)}[\/§%]
V2

a1 0 0 P (an)p 0 0

0 a 0 0 as2)? 0
aypen | L V| 2 (022)

0 O Ann 0 0 (ann)p



Observagao 3. (i) O produto de matrizes ndo é comutativo. Por exemplo, para

0 1 0 -1 1 0 -1 0
A—[lo]eB—[l O]tem—seAB—lO _1}6314—{0 1].
Logo AB # BA.

(i) CD =0 (C =0 ou D = 0), pois, por exemplo, para

11 -1 1
c-[11] e b7 4] ep-o

(iii) Se A (B) tem uma linha (coluna) nula entdo AB tem uma linha (coluna) nula.

(iv) MUITO IMPORTANTE: Sendo

apx Q2 -+ Qip I
A Qg1 Q22 - d2p X = T2
Qm1 Am2 *°°  Qmnp Tn
entao:
a1 a19 Q1n
AX — 21 o 22 Tyt ot Q2n, 2,
Am1 Am2 Amn

Definicao 7. A transposta de uma matriz A = (a;;)mxn € a matriz AT = (a;i)nxm,

isto é
T

a1 Q2 - Q1p aixz a1 - Qi
Q21 Q22 -+ Q2 Q12 Q22 -+ Qm2
Am1 Am2 - Amn A1p A2n  * - Amn

Definicao 8. Sendo A = (a;;)nx» uma matriz quadrada, chama-se traco de A ao nimero
real (ou complexo)

tI'(A) =ai1 + ... +Qup = Za“
i=1

Exemplo 5. (i) | 4 2 = { _13 ;l _61 ] (ii) trq _13 _42 D =1,



Teorema 1. Sejam A, B, C' e D matrizes de tipos apropriados, « e 3 escalares. Sao
validas as seguintes propriedades para as operacoes matriciais.

(a) (Comutatividade da soma) A+ B = B + A.

(b) (Associatividade da soma) A+ (B + C) = (A + B) + C. Note que esta propriedade
permite generalizar a definicao de soma de 2 matrizes & soma de um n° finito de matrizes,
desde que as matrizes intervenientes sejam de tipos apropriados.

(c) (Elemento neutro da soma) Existe uma tnica matriz 0 do tipo m x n tal que A+0 =
0+ A = A, para toda a matriz A do tipo m X n.

(d) (Simétrico) Para cada matriz A existe uma unica matriz B tal que A+ B = B+A = 0.
Esta matriz B denota-se por —A.

(e) (Associatividade do produto por escalares) a (SA) = (af) A.
(f) (Distributividade) (o + 8) A = aA + SA.
(g) (Distributividade) o (A + B) = aA + aB.

(h) (Associatividade do produto de matrizes) A(BC) = (AB)C. Note que esta pro-
priedade permite generalizar a definicao de produto de 2 matrizes ao produto de um n°
finito de matrizes, desde que as matrizes intervenientes sejam de tipos apropriados.

(i) (Distributividade) A(B+ C)=AB+ AC e (B+C)D =BD +CD.
i = = = P\ — APq
(j) @(AB) = (aA) B = A(aB). A+ ...+ A=pA.  (AP)" = AP,

p vezes

(k) Al = A e IB = B, para todas as matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)nxm, onde I é a
matriz identidade do tipo n x n.

(1) A0 =0 e 0B = 0, para todas as matrizes A = (a;;)mxn € B = (bij)nxm, onde 0 € a
matriz nula do tipo n x n.

(m) (AT)" = A.
(n) (A+B)" = AT + BT,

(0) (Ay +Ag+ ...+ A)" = AT + AT 4+ .. + AL, com Ay, Ay, ..., A, matrizes de tipos
apropriados.

(p) (ad)" = aA”.

(a) (AB)" = BTAT,

(r) (A1As..A,)" = AT _ATAT com Ay, A,, ..., A, matrizes de tipos apropriados.

(s) Sendo A = (a;j)nxn € B = (bij)nxn duas matrizes quadradas e & um escalar, tem-se

tr(A+B) = tr(A)+tr(B), tr(ad) = atr(A), tr(AT) =tr(A) e  tr(AB) = tr(BA).



Resolugao de sistemas de equagoes lineares e a invertibilidade (ou nao) de
matrizes

Definicao 9. Uma equagao linear com n incégnitas x, xs, ..., 2, ¢ uma equacao da

forma
a1T1 + asxs + ... + apx, = b,

em que aj, as, ..., a, € b sdo constantes (reais ou complexas). A b chama-se termo indepen-
dente.
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Definicao 10. Um sistema de m equacoes lineares com n incognitas xy, xs, ..., T, €
um conjunto de equacgoes da forma

a11r1 + a19T9 + ... + a1,T, = b1
211 + 9299 + ...+ AonTy — bg

(*)

11 + GmaTa + ... + QG Tn = b

em que a;; e by sao constantes (reais ou complexas), para i,k =1,...mej=1,...n.
Defini¢ao 11. R" = {(z1,...,z,) : 21, ...,x, € R}.

Definigao 12. Uma solugao (caso exista) de um sistema de m equagoes lineares com n

incégnitas reais, é o elemento
n
(81,82, ..., 8,) € R

que satisfaz as equacoes desse sistema quando substituimos
xI1 = S1, Tg = So, cees Tp = Sp-

(No caso das varidveis tomarem valores complexos ter-se-ia solugoes em C".)
Usando o produto de matrizes, isso equivale a dizer que

S1
s=1"
Sn
satisfaz a equagao matricial
AX =B,
em que
ayp a2 - Aip Iy by
A 21 A22 -+ d2p , X — o) o B by ,
m1 Am2 = Qmp Tn bm



isto é, fazendo X = S tem-se a condicao verdadeira AS = B. Ao conjunto de todas as
solugdes do sistema chama-se conjunto solugao (C'S) ou solugao geral do sistema.

Observagao 4. R" = M, (R).

Definicao 13. A matriz A é a matriz dos coeficientes do sistema AX = B, X é a
matriz coluna das incégnitas e B é a matriz coluna dos termos independentes. A matriz

ay;y Q2 - Qip | b1

Ag1 Q22 -+  QA2p | by
[A| B] =

am1 Ama - Amn, | bm

associada ao sistema (%) chama-se matriz aumentada do sistema.

Exemplo 6. O sistema linear de duas equacoes e duas incégnitas

r+2y=1
20+y =20

pode ser escrito do seguinte modo:

1221 [1
2 1 y| |0]°
A solugao geral do sistema acima é dada por

{(z,y):x+2y=1e2x+y=0} ={(—-1/3,2/3)},

~1/3

istoé, X = [ 2/3

} é a Unica matriz que satisfaz AX = B, com A = {; ?] eB = {(1]]

Definicao 14. A um sistema de equagoes lineares da forma

a11r1 + a12T2 + ... + Q1 Ty = 0
a21T1 + A22%s + ... + AonTy = 0

A1 T1 + Qoo + ... + ATy, = 0

chama-se sistema linear homogéneo. Este sistema pode ser escrito na forma AX = 0.

Observagao 5. (i) Todo o sistema linear homogéneo AX = 0 admite pelo menos a
solugao trivial:

T 0
x=|"|= 0
Tn 0

Assim, todo o sistema linear homogéneo tem solucao. Além disso, como iremos ver, ou tem
apenas a solucao trivial ou tem um nimero infinito de solucoes.
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(ii) Num préximo capitulo, a solugao geral do sistema linear homogéneo AX = 0 dar-se-4
o nome de nicleo de A e escrever-se-d4 N (A).

Definicao 15. As seguintes operacoes que se podem aplicar as equacoes de um sistema
de equagoes lineares, chamam-se operagoes elementares.

(a) Trocar a posicao de duas equagdes do sistema;
(b) Substituigao de uma equagao por um seu miltiplo escalar diferente de zero;

(c) Substitui¢ao de uma equagdo pela sua soma com um miltiplo escalar de outra
equacao.

Definicao 16. Dois sistemas de equacoes lineares que se obtém um do outro através de
um nidmero finito de operacoes elementares, dizem-se equivalentes, tendo assim o mesmo
conjunto solugao.

Observagao 6. Quando aplicamos operacoes elementares as equacoes de um sistema de
equagoes lineares, s6 os coeficientes e os termos independentes do sistema sao alterados. Logo,
aplicar as operagoes elementares anteriores as equagoes de um sistema linear (%) equivale a
aplicar as linhas da matriz aumentada

a;i; a2 - Q1p ‘ by

Q21 Qg2 -+  Q2p | by
[A|Bl=| .

Umil Gm2  Gmn | b

as seguintes operagoes.

Definigao 17. As operagoes elementares que podem ser aplicadas as linhas (i e j)
de uma matriz sao:

(i) Trocar a posicao de duas linhas (i e j) da matriz: L; < L;

(ii) Substitui¢do de uma linha (i) da matriz por um seu miltiplo escalar («) diferente de
zero: ol; — L;

(iii) Substituigdo de uma linha (j) pela sua soma com um multiplo escalar («) de outra

Teorema 2. Se dois sistemas lineares AX = B e CX = D sao tais que a matriz
aumentada [C' | D] ¢ obtida de [A | B] através de uma ou mais operagoes elementares, entao
os dois sistemas sao equivalentes.

Definigao 18. Uma matriz A = (a;;)mx, diz-se em escada de linhas se:

(i) Todas as linhas nulas (formadas inteiramente por zeros) estdo por baixo das linhas
nao nulas;
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(ii) Por baixo (e na mesma coluna) do primeiro elemento nao nulo de cada linha e por
baixo dos elementos nulos anteriores da mesma linha, todas as entradas sao nulas. Esse
primeiro elemento nao nulo de cada linha tem o nome de pivot.

Exemplo 7. As seguintes matrizes estao em escada de linhas:

2 -1 1/2 0 0
4 _1 01 3 0 0 0 -3 0 V2
AZOO,B:OO_51,C:OOOO—5
00 0 0 0

0 0 0 0 0

Definicao 19. O método que consiste em aplicar operacoes elementares as linhas da
matriz aumentada do respectivo sistema de modo a que essa matriz fique em escada de
linhas, chama-se método de eliminacao de Gauss.

Definicao 20. Um sistema de equacoes lineares diz-se:

(i) impossivel se nao tiver solugoes;

(ii) possivel e indeterminado se tiver mais do que uma solugao;
(iii) possivel e determinado se tiver uma tunica solugao.

Definicao 21. Uma matriz diz-se em escada reduzida de linhas se estiver em escada
de linhas e:

(i) todos os seus pivots forem iguais a 1,

(ii) todas as suas colunas que contiverem os pivots, tiverem todas as restantes entradas
iguais a 0, com excepgao desses pivots.

Exemplo 8. As seguintes matrizes estao em escada reduzida de linhas:

1 -1 000
(1)(1)8? 0100 0 0 100
0012’ 0010}’ 0 0 001
0 0 000

Teorema 3. Sendo A uma matriz qualquer do tipo m x n e sendo B e C' duas matrizes
em escada reduzida de linhas obtidas de A por aplicacao do Método de eliminacao de Gauss,
entao tem-se B = (. Isto é, existe um tinica matriz em escada reduzida de linhas obtida de
A (por aplicacdo do Método de eliminagao de Gauss).

Dem. (W.H. Holzmann). Sejam B e C' duas matrizes em escada reduzida de linhas
obtidas de A por aplicacao do Método de eliminacao de Gauss. Suponhamos com vista a
um absurdo que B # C. Consideremos as matrizes B’ e C’ obtidas respectivamente de B e
C' do seguinte modo. Consideremos como tultima coluna de B’ e como tltima coluna de C’
a primeira coluna de B que difere da correspondente de C. As restantes colunas de B’ e C’
serao as correspondentes colunas de B e de C' suprimindo as colunas sem pivots (& esquerda
da primeira que diferente entre B e C'). Por exemplo, se
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130 2 =5 (1 307 1
B=|1001 -3 2 e C=]1001 8 -3
000 O 0 _0 000 O
entao
1 0 2 (1 0 7
B=]101 -3 e C"=101 8
00 O _O 00
Em geral:
[ L | O] [ L.,
I | b ‘1 I |
r_ rXr r_ O 0 r_ rXr r_ O
B[O|O]ouB :.,C[O|0]ou0
i | 0] i

com B’ # C'. As matrizes B’ e C' podem ser vistas como matrizes aumentadas de sistemas.
Assim, como os sistemas correspondentes a B’ e a C’ sao equivalentes (tém o mesmo conjunto
solucao) por aplicagao do Método de eliminagao de Gauss, entdao ou b’ = ¢’ e ambos tém a
mesma solucao tnica ou sao ambos impossiveis.

Logo B’ = C' o que é um absurdo. Assim, tem-se B = C.

Observacao 7. (i) O n° de pivots de uma qualquer matriz em escada de linhas obtida
de A ¢é igual ao n° de pivots da matriz em escada reduzida de linhas obtida de A.

(ii) O n° de colunas sem pivot de uma qualquer matriz em escada de linhas obtida de A
é igual ao n° de colunas sem pivot da matriz em escada reduzida de linhas obtida de A.

Definicao 22. (i) Chama-se caracteristica de A (car A) ao n° de pivots de uma matriz
em escada de linhas obtida de A.

(ii) Chama-se nulidade de A (nul A) ao n° de colunas sem pivot de uma matriz em

escada de linhas obtida de A.

Exemplo 9. Considere-se as matrizes do exemplo 7. Pivot de A: 4. Pivots de B: 1
e —5. Pivots de C: 2,—-3 e —5. Tem-se: carA = 1, car B = 2 e carC = 3. Além disso:
nilA=1,nuB=2 enulC = 2.

Observagao 8. (i) car A = n° de linhas nao nulas de uma matriz em escada de linhas
obtida de A =

= n? de pivots = n° de incégnitas nao livres.

(ii) nul A = n° de incégnitas livres = grau de indeterminagao do sistema.
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Observagao 9. Seja A uma matriz do tipo m X n. Entao
0<carA<min{m,n} e carA+nuld=n.
Observagao 10. Seja [A | B] a matriz aumentada associada a um sistema de equagoes
lineares com n incégnitas.

(i) Se car A = car[A | B] = n entdo o sistema ¢ possivel e determinado (tem uma
tinica solugao).

(ii) Se car A = car [A | B] < n ent@o o sistema ¢ possivel e indeterminado (tem mais
do que uma solugao).

(iii) Se car A < car[A | B] entao o sistema ¢ impossivel (nao tem solugao).
Observacao 11. Apds a aplicacao do método de eliminacao de Gauss a matriz au-
mentada de um sistema de equagoes lineares, e apds a classificagao do mesmo ter sido feita

comparando as caracteristicas de A e de [A | B], o sistema pode finalmente ser resolvido pelo
método de substituicao.

Exemplo 10. O sistema de equacoes lineares de varidveis reais z,y e z

rT+z=3 1 01 x 3
T+2y+22=6 ¢é equivalente a 1 2 2 y| =16
3y+32=6 0 3 3 z 6

Considere-se entao a matriz aumentada e o consequente método de eliminacao de Gauss:

101 ] 3 101 ] 3 101 ] 3
1 22| 6 — 021\33—> 02 1] 3
033 ]6] ™™™ 033 |6] thlalgo |2
Como
car A = car [A | B] = 3 =n (n° total de varidveis),
o sistema diz-se possivel e determinado (solugao tnica).
r+2=3 T =2
20+ 2=3 & ¢ y=1
3, _ 3 _
e assim
CS={(2,1,1)} Cc R
Exemplo 11. O sistema de equacgoes lineares de varidveis reais z,y, 2z e w
x
3z—9w ==6 0o 0 3 -9 6
5r + 15y — 10z + 40w = —45  é equivalente a 5 15 —10 40 Z = | —45
43y —z+dw=-7 13 -1 5 w -7

14



Considere-se entao a matriz aumentada e o consequente método de eliminacao de Gauss:

00 3 -9 6 13 -1 5 | -7
515 10 40 | —45 | — |13 -2 8 | —9| —
1¢>L3 —Li+L2—L2
13 -1 5 | 7] oo 3 9] 6
13 -1 5 | -7 13 -1 5| -7
— 00 -1 3 | -2| — |00 —-13] =2
Thrbmldg 0 03 9 | 6 [P o0 0 0] 0

Como
carA=car[A| B]=2<4=n,

o sistema diz-se possivel e indeterminado, tendo 2 varidveis livres.

r+3y—z+5w=-7 N r=—-3y—2w—->5
—z 43w = -2 z = 3w + 2.

As incégnitas y e w sao livres e as incégnitas x e z sao nao livres. A solucao geral do sistema

-3y — 2w — 5
Y
3w+ 2
w

cy,w € R

ou seja
CS ={(-3y — 2w —5,y,3w+2,w) : y,w € R} C R™.

Exemplo 12. Seja a € R. O sistema de equagoes lineares de varidveis reais z,y e 2

rT+2y+2=3

1 2 1 x 3
rTHy—z2=2 é equivalente a 11 -1 y | =12
r+y+(a?—5)z=a 1 1 a*-5 z

Considere-se entao a matriz aumentada e o consequente método de eliminacao de Gauss:

12 1 |3 12 1 | 3
11 -1 |2 — o -1 -2 | -1 .
11 a2=5 | o 702720 -1 a?2=6 | a—3 | el
12 1 |3
— o -1 —2 -1
—Lo+L3—Ls

0 0 (a—2)(a+2) | a—2

Se a = 2 entao car A = car [A | B] = 2 < 3 = n e o sistema diz-se possivel e indeterminado
com grau de indeterminacao 1.

T+2y+z2=3 N r=3z+1
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a incognita z é livre, as incégnitas = e y sao nao livres e a solucao geral do sistema é

3z+1
—2z+1 | :z€eR
z

isto é, o conjunto solugao ¢ dado por:

CS={(B2z+1,-224+1,2): 2 € R} C R%.

Se a = —2 entdo car A = 2 < 3 = car[A | B] e o sistema nao tem solugao e diz-se
impossivel.
Se a # —2 e a # 2, entdo car A = car[A | B] = 3 = n e o sistema diz-se possivel e

determinado (tem solucao tnica).
a+d5 a 1
CS = C R
{(a+2’a+2’a+2)}

Teorema 4. Sejam A uma matriz do tipo m X n e B uma matriz do tipo m x 1. Se o
sistema de equagoes lineares AX = B tem duas solucoes distintas Xy e X7 (X # X;), entao
terd um nimero infinito de solugoes.

Dem. Basta verificar que
Xo=(1-))Xo+ X,

¢ solucao do sistema AX = B, para qualquer A € R. Além disso, se A # ) entdo
X\ # Xy uma vez que
Xy — Xy =N =) (Xo—X1).

Teorema 5. Se A = (a;j)mxn € tal que m < n, entdo o sistema linear homogéneo
AX = 0 tem um nimero infinito de solugoes.

Dem. Como o sistema tem menos equagdes do que incégnitas (m < n), sendo r o n° de
incognitas nao livres, tem-se n — r incégnitas livres as quais podem assumir qualquer valor.
Logo, o sistema linear homogéneo AX = 0 tem um nimero infinito de solugoes.

Teorema 6. Sejam A = (a;;)mxn € @, 5 escalares.

(i) Se Y e W sao solugoes do sistema AX = 0, entdao Y + W também o é.

(ii) Se Y ¢é solugao do sistema AX = 0, entao oY também o é.

(iii) Se Y e W sao solugdes do sistema AX = 0, entdo oY + W também o é.

(iv) Sejam Y e W solugoes do sistema AX = B. Se aY + W (para quaisquer escalares
a, ) também é solucdo de AX = B, entao B = 0. (Sugestao: basta fazer a« = 5 = 0.)
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Teorema 7. Seja A uma matriz do tipo m x n e B # 0 uma matriz do tipo m x 1.
Qualquer solucao X do sistema AX = B escreve-se na forma X = Xy + X; onde X, é uma
solucao particular do sistema AX = B e X; é uma solugao do sistema linear homogéneo
AX = 0. Assim:

solucao geral de solucao particular de solucao geral de

AX =8B N AX =8B AX =0

Dem. Sendo X uma solugao particular do sistema AX = B e X; uma solucao qualquer
de AX = 0 entao
AXo+ X)) =AXy =B

pelo que X + X7 é também uma solucao de AX = B. Logo

solucao geral de solugao particular de solucao geral de

AX =B AX =B AX =0

Seja agora X' uma solugao qualquer de AX = B.
Se car A = n entao o sistema AX = B tem X’ como solugao tinica e 0 é a tnica solu¢ao
de AX = 0 tendo-se
X' =X"+o0.

Se car A < n entao o sistema AX = B tem infinitas solugoes. Seja X, uma solugao
concreta de AX = B. Tem-se

AX' — Xog)=AX'—AXo=B-B=0.
Logo X’ — X é uma solucao de AX = 0 e tem-se
X/:X0+X1

com X7 solucao do sistema linear homogéneo AX = 0.
Assim, em qualquer dos casos (car A = n ou car A < n) tem-se

solugao geral de solucao particular de n solugao geral de

Como
solugao geral de 5 solucao particular de n solucao geral de
e
solugao geral de solucao particular de N solugao geral de
entao
solucao geral de  solucao particular de solugao geral de
AX =B - AX =B AX =0
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Defini¢ao 23. Uma matriz A do (tipo n x n) diz-se invertivel se existir uma matriz B

(do tipo n x n) tal que
AB=BA=1.

A matriz B chama-se matriz inversa de A e denota-se por A1
0 1 011" [o1
Exemplo 13. [ 1 0} é invertivel e [ 1 0] = [ 10 }
Observagao 12. (i) Sendo A™! a matriz inversa de A, entdao A™' ¢ invertivel e a sua
inversa é a prépria matriz A, isto é,

(A=A

(ii) A matriz nula ndo ¢é invertivel. No entanto, a matriz identidade I é invertivel tendo-se

I''=1.
(iii) Se uma matriz quadrada tiver uma linha ou uma coluna nula entdo nao é invertivel.

Teorema 8. A inversa de uma matriz invertivel é tnica.

Dem. Sejam B e (' as inversas de A. Entao,

B=BI =B(AC) = (BA)C =1IC =C.

Definigao 24. (i) Uma matriz A diz-se simétrica se A = AT isto ¢, se

Aij = Qji,
para i,j = 1,...,n. Diz-se que A ¢ anti-simétrica se A = — A7, isto ¢, se
QAij = —Qji,

parai,j =1,...,n.

1}, [01]T {01}
é uma matriz simeétrica. = .

0
Exemplo 14. [ 10 10

10

Observacao 13. Sendo A uma matriz quadrada entdao A + AT é simétrica, A — AT &
anti-simétrica e tem-se

A= (A+AT)+%(A—AT).

N | =
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Teorema 9. (i) Se A = (aij)nxn € B = (bij)nxn 580 duas matrizes invertiveis, entdo AB
é invertivel e

(AB)"' = B7tA™L,
(ii) Sendo o um escalar ndo nulo e A uma matriz invertivel entdo oA ¢ invertivel e

1
A=A
(ad)™ =~

(iii) Seja m € N. Se A = (aij)nxn ¢ uma matriz invertivel, entdo A™ ¢é invertivel e
(A™)7 = (47"

€ escreve-se

AT =A™
iv) Seja A = (a;;)nxn, uma matriz. Se existir [ € N tal que A' = 0 entao A nao é
) J q
invertivel.
(v) Sejam A e B matrizes com A invertivel tais que AB = 0. Entdao B = 0.
(vi) Sejam A e B matrizes com B invertivel tais que AB = 0. Entao A = 0.
(vii) Sejam A, B e C matrizes com A invertivel tais que AB = AC. Entao B = C.
(viii) Sejam A, B e C matrizes com B invertivel tais que AB = C'B. Entao A = C.

(ix) A = (aij)nxn € uma matriz invertivel se e s6 se AT é invertivel e

(4 = (4"

(x) Se A = (aij)nxn € uma matriz simétrica invertivel, entao A~* é simétrica.

(xi) Se A e B sao duas matrizes simétricas entdao AB é uma matriz simétrica se e s6 se
A e B comutarem.

Teorema 10. Seja A uma matriz do tipo n x n.

(i) O sistema AX = B tem solugdo tinica se e s6 se A for invertivel. Neste caso a solucao
geral ¢ X = A71B.

(ii) O sistema homogéneo AX = 0 tem solugao ndo trivial se e s6 se A for nao invertivel.

Teorema 11. (i) Sejam A e B duas matrizes do tipo n x n. Se AB ¢ invertivel, entao
A e B sao invertiveis.

(ii) Se A é uma matriz do tipo n x n tal que AB = I entdo BA=ITe B=A"L.
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Dem. (i) Considere o sistema (AB)X = 0. Se B nao fosse invertivel, entdo existiria
X # 0 tal que BX = 0. Logo, X # 0 seria solucao nao trivial de ABX = 0, o que
contraria o teorema anterior uma vez que por hipétese AB é invertivel. Assim, B é invertivel.
Finalmente, A é invertivel por ser o produto de duas matrizes invertiveis: A = (AB) B™!.

(ii) Atendendo & alinea anterior, B & invertivel. Logo B~! também ¢é invertivel e
A=Al=A(BB"')=(AB)B'=IB' =B,

isto ¢, A ¢ invertivel e A~! = (B~1)"' = B.

Teorema 12. (Como inverter matrizes invertiveis do tipo n x n). Seja A uma
matriz do tipo n X n e consideremos a equagao AX = B. Se A for invertivel temos

AX=B& X =A"'B,
isto é,
AX =IB &< IX =A"'B.

Assim, para determinar a inversa de A, iremos transformar a matriz aumentada [A | I] na
matriz [I | A7!], por meio de operagoes elementares aplicadas as linhas de [A | I]:

Al — [I | A_l}
Este método tem o nome de método de eliminacao de Gauss-Jordan e consistird na

continuagao do método de eliminagao de Gauss agora aplicado a [matriz triangular superior | %],
efectuando-se as eliminagoes de baixo para cima de modo a obter-se [/ | A71].

211" [-2 1
Exemplo 15. Vejamos que 1 9 =| 1 3 |. Tem-se
3 3
{—21]10} [—21| o} .
120 1) apimrn,| 0 3] -3 1 —2LytLi—L
-2 0| 53 -2 10| -2 3
— — .
—§L2+L1—>L1{ 0 5| =3 1 ] 20,0, [0 1 | —3 %
—iL1—I
Isto é )
-2 11 —2 1
_ =|_1 3
1 2 3 3
De facto - -
ERENEENIERE
- 3 3 3 3 o
0 -1 1 ]
Exemplo 16. (i) Seja A= | -1 2 -1 | Tem-se
L = 0]
0 -1 1 | 10 0] 100|123
AlN=] -1 2 -1 ] 010|—]010]244
1 =3 0 | 0O0O1] 7 |0O0T1]| 344




0 -1 1 1 2 3
Logo, | -1 2 -1 =12 4 4 |. Verifique(!) que: AA™1 =1T.
1 -1 0 34 4
9 8 7 3210 0 1
(ii) Seja A= | 6 5 4 |. Temse [A|I] — |0 1 2 | 0 1 =2 Logo, A
3 21 0001 -2 1

nao é invertivel.

1 2

— 1
(iii)SejaumA:{3 4} B:[ 1 O] C:[ 0 8}.Determine—seXtalque

0 8
A(I-2XT)'B ' =C.

Tem-se
1

A(T-2XT)'B'=Ce (I-2XT) ' =4 CB& [ -2XT = (A7'CB) ' &

& X' = % (I-B'C'A) & X =

e (EH R e R B IS E !

Teorema 13. Seja A € M,,x,(R) e considere o sistema de equagoes lineares AX = B.

(1=a" () (B ") &

N | —

(i) Existéncia de solugao: Se m < n entao o sistema AX = B tem pelo menos uma
solugao X para cada B € R™ se e s6 se

car A = m.

(ii) Unicidade de solugao: Se m > n entao o sistema AX = B tem no mdximo uma
solucao X para cada B € R™ se e 80 se

car A = n,

isto é, se e s6 se nul A = 0.

(iii) Existéncia e unicidade de solugao: Se m = n entao:
A é invertivel & car A =n &

& para todo o B o sistema AX = B tem uma tnica solucio (X = A™'B),
isto é,
A nao é invertivel < car A < n &

& existe pelo menos um B para o qual o sistema AX = B nao tem solugao.
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Espacos lineares (ou Espagos vectoriais)

Definigao 25. Um conjunto nao vazio V' é um espago linear (real) se existirem duas
operagoes associadas a V', uma soma de elementos de V' e um produto de escalares (nimeros
reais) por elementos de V', com as seguintes propriedades:

(a) (Fecho da soma). Para quaisquer u,v € V

u+vev.

(b) (Fecho do produto por escalares). Para quaisquer « € Reu € V

au € V.

(c) (Comutatividade da soma). Para quaisquer u,v € V|

u+v=v+u.

(d) (Associatividade da soma). Para quaisquer u,v,w € V,
u+ (v+w)=(u+v)+w.
(e) (Elemento neutro da soma). Existe um elemento de V' designado por 0 tal que, para

qualquer u € V,
u+0=u.

(f) (Simétrico). Para cada (qualquer) u € V existe v € V tal que
u+v=0.
A v chama-se o simétrico de u e denota-se por —u.

(g) (Associatividade do produto por escalares). Para quaisquer a, 5 € Reu €V,

a(fu) = (af) u.

(h) (Distributividade em relacao a soma de vectores). Para quaisquer o € R e u,v € V,

a(u+v) =au+ av.

(i) (Distributividade em relagdo a soma de escalares). Para quaisquer a, f € Reu € V,

(a+ B)u = au + Pu.

(j) Para qualquer u € V,
lu = u.
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Defini¢ao 26. Aos elementos de um espago linear (vectorial) V' chamaremos vectores.

Exemplo 17. Exemplos de espacos lineares. Seja o € R.
(1) R" = {(z1,...,x,) : 1, ...,x, € R}, com as operagdes usuais:
(U, ooy Up) + (V1 ey V) = (U1 + V1, ooy Uy + V),

Uy, ..., up) = (Qug, ..., uy,).

(i) Minxn (R) (conjunto de todas as matrizes reais do tipo m X n), com as operagoes
(usuais): A+ B e aA.

(iii) Seja n € N fixo. O conjunto P,, = {ag + a1t + ... + a,t" : ag, ay, ..., a, € R} de todos
os polinémios reais de varidvel real e de grau menor ou igual a n, com as operacoes usuais.

(ap + art + ... + ant™) 4+ (bo + b1t + ... + bpt"™) = ag + by + (a1 + b1) t + ... + (ay, + by) t"

a(ag + ait + ... + a,t") = aag + (ay) t + ... + (aay) t".

(iv) O conjunto P = {ag + a1t + ... + ast® : ag,as,...,as € R e s € Ny} de todos os polinémios
reais de varidvel real, com as operacoes usuais.

(v) O conjunto de todas as fungoes reais de varigvel real definidas num conjunto S C R,
com as operacoes usuais:

(f +9)(x) = f(z) + g(x),
(af)(z) = af(z).
Observacgao 14. Existem espacos lineares com operagoes nao usuais:
(i) O conjunto dos nimeros reais R, com a soma definida por
uBHv=u+v+1,
e o produto por escalares definido por
a-u=aou+a—1,
¢ um espaco linear. (Neste caso o elemento neutro é —1.)
(ii) O conjunto dos nimeros reais maiores do que zero, com a soma definida por
uHlHv = uv,
e o produto por escalares definido por
a-u=1u",

é um espago linear. (Neste caso o elemento neutro é 1.)
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Observagao 15. Alteragoes nos conjuntos considerados anteriormente podem resultar
em conjuntos que nao sao espagos lineares.

(i) O conjunto {(z,y) € R?: 2 >0 ey > 0}, com as operagoes usuais, nao é um espago
linear. Por exemplo, os simétricos nao estao no conjunto.

(ii) O conjunto V' = {ag + art + ... + ant™ : ag, aq, ...,a, € R e a, # 0} de todos os polinémios
reais de grau igual a n, com as operagoes usuais, nao é um espaco linear. Por exemplo, para

n>1:
t",—t"+t€V, mas t"+ (—t"+t)=t¢ V.

(iii) O conjunto U = {f : R — R tais que f(1) = 2}, com as operagdes usuais, nao é
um espaco linear. Por exemplo, se f1, fo € U,

(it fo))=fi)+ fo(1)=2+2=4#2.
LOgO, fl +f2 ¢ U.

Definicao 27. Seja V' um espaco linear. Diz-se que S é um subespago de V' se S é um
subconjunto de V' e se S, com as operacoes de V, for um espaco linear.

Observagao 16. No entanto, para mostrar que um certo conjunto S C V' é um subespaco
do espaco linear V', nao serd necessério verificar as 10 propriedades da definicao de espaco
linear, como se pode ver no seguinte teorema.

Teorema 14. Um subconjunto nao vazio S de um espago linear V' é um subespago de
V' se e s6 se as seguintes condicoes (i) e (ii) forem satisfeitas.
(i) Para quaisquer u,v € S tem-se u+v € S.

(ii) Para quaisquer o € R e u € S tem-se au € S.

Exemplo 18. Exemplos de subespacos:
(i) Os unicos subespagos do espago linear R, com as operagoes usuais, sao {0} e R.

(ii) Os subespagos do espaco linear R, com as operagoes usuais, sao: {(0,0,0)}, R3
todas as rectas que passam pela origem e todos os planos que passam pela origem.

(iii) O conjunto de todas as matrizes (reais) triangulares superiores (do tipo n x n) é um
subespaco do espago linear M,,,, (R), com as operagdes usuais.

(iv) O conjunto de todas as fungoes reais definidas e continuas em I C R (/ ¢ um
intervalo) é um subespago do espago linear de todas as fungoes f : I — R, com as operagoes
usuais.
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Definigao 28. Seja A € M,,5, (R). O conjunto
C(A) ={b € R™: Au = b tem pelo menos uma solugao u}

¢ um subespaco do espacgo linear R™, com as operacoes usuais, ao qual se d4 o nome de
espaco das colunas de A.

Definigao 29. Seja A € M,,5, (R). O conjunto
N(A) ={ueR": Au =0}

¢ um subespago do espaco linear R", com as operacoes usuais, ao qual se dd o nome de
niicleo de A.

Teorema 15 . Seja A € M, (R).

A invertivel & N(A) = {0}

Definicao 30. Seja S um subconjunto nao vazio de um espaco linear V. Diz-se que um
vector u é combinagao linear finita dos elementos de S, se existir um n° finito de elementos
de S, uq,...,u, e de escalares Ay, ..., \; tais que

k
U= AUy + ... +Apup = Z Al
i=1
Seja
L(S) = {/\1u1 4o AUk A, L A € R},

(no caso do corpo dos escalares ser R) isto &, seja L(S) o conjunto de todas as combinagoes
lineares finitas de elementos de S. O conjunto L(S) é (verifique!) um subespago de V. A
L(S) chama-se a expansao linear de S ou subespago de V' gerado por S e diz-se que

S gera L(S) ou ainda que S é um conjunto gerador do espaco linear L(S). Se S é o
conjunto vazio @, escreve-se L(&) = {0}.

Teorema 16. (i) Seja S um subconjunto nao vazio de um espaco linear V. A expansao
linear L(S) de S é o menor subespago de V' que contém S.

(ii) Sejam S e T' dois subconjuntos nao vazios de um espaco linear V', com S C T. Se
L(S) =V entao L(T) = V.

Definigao 31. Seja A uma matriz (real) do tipo m x n. Ao subespago linear de R"
gerado pelas linhas de A dé-se o nome de espago das linhas de A e designa-se por L(A).

Exemplo 19. (i) O espago linear R? ¢ gerado por qualquer dos seguintes conjuntos de
vectores:
{<170)7(071)}7 {(172)7(_1711)} e {<2378)7<67 14)}
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(ii) O subespago {(z,y) € R? : y = 2z} do espago linear R? ¢ gerado por qualquer dos
seguintes conjuntos de vectores:

{(1,2)}, {(=2,-4)} e {(77,154)}.

(iii) O espago linear P,, de todos os polinémios reais de varidvel real e de grau menor ou
igual a n, é gerado por qualquer dos seguintes conjuntos de vectores:
2 n 2 n t 2 t"
{1,t,t%,..,t"}, {L1+t,(1+¢)",....,1+)"} e {1, RS E}

(iv) O espago linear P de todos os polindmios reais de varidvel real, é gerado pelo conjunto
infinito de vectores:

{1,¢,£%,..}.

(v) Seja U o espago linear de todas as fungoes reais com primeira derivada continua em
R (isto é, pertencentes a C' (R)) e tais que f’(x) = af (z) (em R) com a € R. Entao U ¢é
gerado pela fun¢ao g (z) = ¢*, tendo-se U = L ({g}).

(vi) Seja A uma matriz (real) do tipo m x n. O espago das colunas de A,

C(A) ={be R™: Au = b tem pelo menos uma solucao u},

é o subespago (do espago linear R™) gerado pelas colunas de A, uma vez que:

by aix - Qin Uy a1 A1n
= : - : : = U : + ... tu,

bm Qm1 *°°  Qmn Unp, Qm1 Qmn

1 -3 1 -1 2
(vii) A {8 8 81, B=|0 0 7|, C=1| 2 -4, D:[g _01]
0 0 O -2 4
C(4) ={(0,0)},  N(A)

ZR?’, L(A) = {(0,0,0)}.
C(B) = L({(1,0,0),(1,7,0)}), N(B L(B) = L({(1,-3,1),(0,0,7)}) .
C(C) =L{(-1,2,-2)}), NC):L({( )}), L(C) = L({( 2)})-
C(D) =L({(2,0),(0,-1)}), M(D)={(0,0)},  L(D)=L{(20),(0,-1)}).

~— —
I

e~

—

~=

—~

voo

\./

—

N—

(viii) Seja U = {A € M342(R) : a19 = ag1 = aze =0 e aj + 2a3; = 0}. Tem-se, para
AeU,

aip a2 —2&31 0 -2 0 0 0
A = 21 A922 = 0 929 = a3y 0 0 + 929 0 1 s
asy a3z as1 0 1 0 00
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com asy, ase € R. Logo,

—2 0 00
U=1L 0 0f,|01
1 0 00

(ix) Seja U = {p(t) = ap + a1t + ast* € Py : p(1) = p(0)}. Tem-se, para p(t) € U,
p(1) =p(0) & ap+a;+az=ay < a; +ay =0 a; = —as.
Logo, p(t) = ag — ast + ast? = agl + ay (—t + t?), com ag, ay € R. Assim,
U=L({1,-t+t*}).

Teorema 17. Se U e V subespagos do espaco linear W, entao U UV é subespago de W
seeséseU CVouV CU.

Teorema 18. Se U e V sao subespagos do espaco linear W, entao:

(1) O conjunto U N'V & um subespago linear de .

(ii) O conjunto U +V = {u+v:u €U e v € V} é um subespaco de W. E o menor
subespago de W que contém U U V. Tem-se U +V = L(UUV). O conjunto U UV em geral
nao é um subespaco.

Observagao 17. (i) U é um subespago de R" se e s6 se existir uma matriz A tal que

U=N(A).

(ii) Sejam U; e U, subespagos de R™. Se Uy = L (S;) e Uy = L (.S3) entao
Uy +Us=L(S1USs).

Se Uy = N (A) e Uy = N (B) entao

(iii) U é um subespago de P,, = {ag + a1t + ... + a,t" : ag, ay, ..., a, € R} se e s6 se existir
uma matriz A tal que

U= {ap+ art + ...+ a,t" : (ag,as,...,a,) € N (A)}.

(iv) Sejam U; e U, subespagos de P,,. Se Uy = L (S1) e Uy = L (S2) entao

Uy +Us=L(S1USs).
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Se
U1 = {CLO —|—a1t+ e+ ant" : (ag,al, ...,an) S N(A)}

Uy ={ag+ait + ... + ant" : (ag,ay, ...,a,) € N (B)}

entao

UlﬂUQZ {ao—i—alt—i—...—i—ant" . (ao,al,...,an) EN( g >}

(v) U é um subespago de M., (R) se e s6 se existir uma matriz B tal que

U= {A = (CLZ‘]‘) € Man (R) : (all,...,aml, ...,aln,...,amn) € N(B)}

(vi) Sejam U; e Uy subespagos de M., (R). Se Uy = L (S1) e Uy = L (S2) entao

Uy +Us=L(S;USs).

Se

Ul = {A = (aij) € men (R) : (allv vy Amly ooy Qlny, "’7amn) € N(B)}
(§]

U2 == {A = (&ij) S men (R) : (alla vy Ay ooy A1, "'7amn) S N(C)}
entao

Exemplo 20. Em R3, considere os subespacos:
U=L{(1L,-1,1),(1.22)}) e V=L{E11).(-1,1,3)}).

Seja
(r,y,2) e U=L({(1,-1,1),(1,2,2)}).

Assim, existem escalares a, € R tais que
(x,y,2) = a(l,—1,1) + 5(1,2,2).

Logo, o sistema seguinte é possivel

1 1| =z
-1.2 |y
1 2] z
Atendendo a que
1 1| =z 11| = 11| x
-1 2 | y e 0 3 | z+vy L 0 3 | r+y
1 2| z 75;;5;53 01 | z—a | 3lethsis g o | Z— 3% — 3y
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logo

4 1
(x,y,z)GU@z—gx—gy:0@4x~l—y—3z:0.
Ou seja:
U={(z,y,2) ER*:da+y—32=0}=N([4 1 -3]).
Seja

(x,y,2) e V=L({(2,1,1),(—-1,1,3)}).

Existem escalares «, 5 € R tais que
(x,y,2) = a(2,1,1) + p(—1, 1, 3).

Logo, o sistema seguinte é possivel

2 -1 | =
1 1 |y
1 3 | =
Atendendo a que
2 -1 | =z 2 -1 | = 2 -1 | x
bl 1L: L 032 1 y—3 7L: L 0321 2 _7%
1 3 —glitle=Lz [ o 7/9 — L | T3k2TsTRs L ) () 2T — 3
|2 1L 4L L /21 2-3 | 3T —3y+z
logo
7 2
(:c,y,z)€V®2—5y+§x:0@2m—7y+3z:0.
Ou seja:
V={(z,y,2) ER*: 20 —Ty+32=0} =N ([2 -7 3]).
Logo,

vav = ([y 5 )= ([0 5 5)-

= {3y, 3y,5y) : p € R} ={y(3,3,5) :y e R} = L ({(3,3,5)}).

(iii) Seja U o subespago de M,,,(R) das matrizes triangulares superiores e seja V' o
subespago de M,,.,,(R) das matrizes triangulares inferiores. Entao

U+V =M,xn(R) e UNV = subespago das matrizes diagonais.

(iv) Sejam U = L({(1,0)}) e V = L({(0,1)}) subespagos de R%. O conjunto
UuV ={(z,y) eR*:2=0Vy =0}

nao ¢ um espago linear pois (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ UUV. No entanto, tem-se U +V = R.
~——

cU eV
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Observacao 18. Vejamos que se tem:

L <{<17 _470)’ (0’37 1)}) =L <{<17 272)7 (17 -1, 1)}) .

Como (1,-4,0) = —(1,2,2) + 2(1, ~1,1) e (0,3,1) = (1,2,2) — (1,~1,1)
1080 L({(1,~4,0).(0,3,1)}) € L({(1,2,2), (1, -1, 1)}).

come (1,2,2) = (1,-4,0) +2(0,3,1) e (1,-1,1)=(1,-4,0)+(0,3,1)
1080 L({(1,2.2), (1, ~1.1)}) € L({(1.~4.0),(0.3,1)}).

Assim:

L <{(1’ _4’0)’ (0737 1)}) =L <{(1’ 272)7 (17 -1, 1)}) .

De facto, o que se mostrou foi o seguinte:

1 0 11 1 0 11
-4 3 | = —1 {_21 _11}@ —4 3 H”: 2 -1
0 1 2 1 0 1 2 1

em que
1 1] [-1 11"
2 1|~ | 2 -1 -

Definigao 32. (i) Sejam W; e W5 subespagos de um espago linear V. Diz-se que V' é a
soma directa dos espacos W7 e W5 e escreve-se

V=W, &W,

se
V:W1+W2 e WlﬂWQI{O}.

(ii) Sejam W1, ..., W) subespagos de um espago linear V. Diz-se que V' é a soma directa
dos espacos Wy, ..., W}, e escreve-se

VZWl@---EBWk

se
k
V=W, +..+W, e WTHZWZ-:{O}, paratodoor =1,.... k.

=1
1#£r

Teorema 19. (i) Sejam W; e W, subespagos de um espago linear V' tais que V' =
Wi @ Ws,. Entao todo o vector v € V' pode ser escrito de modo tinico na forma

V= W1 + Wo
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com w; € W e wy € Wh.

(ii) Sejam W71, ..., W subespagos de um espago linear V' tais que V = W; & ...

Entao todo o vector v € V pode ser escrito de modo tinico na forma
v=wi+ ..+ w

com w; € W;, paratodooi=1,..., k.

Teorema 20. Seja A € M,,5,(R). Tem-se
C(A)=L(ATY e L(A)NN(A)={0}.

Dem. Vejamos que

N (A)nc (A7) = {o}.

Seja
yeN(A)nC(AT).
Entao
Ay=0 e existez tal quey = ATx.
Logo
yl =2t Aey’y = (xTA) y =" (Ay) =270 =0.

Isto é .

dvi=y"y=0

i=1
ou seja

y=(y1,-Yn) = (0,...,0) = 0.

Logo

N (A) N L(A) = N (A)ncC (A7) = {0}

@ Wi.

Observagao 19. Seja A uma matriz do tipo m x n. No préximo capitulo iremos ver que

R" = NV'(A) & £(A).

Observagao 20. Seja A € M,,»,(R). Se A" for a matriz em escada que se obtem de A

por aplicacao do método de eliminacao de Gauss, tem-se

C(A) £ C(A)).

Teorema 21. Seja A € M,,xn(R). O espago das linhas £(A) e o nicleo N (A) mantém-
se invariantes por aplicagdo do método de eliminacao de Gauss. Isto é, sendo A’ a matriz

em escada que se obtem de A por aplicacao desse método, tem-se

L(A)=LA) e N(A)=N(A).
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Independéncia linear

Defini¢ao 33. (i) Seja V um espago linear. Seja
S ={v,..,u} CV.

Diz-se que o conjunto S é linearmente dependente se e s6 se algum dos vectores de S se
escrever como combinacdo linear dos restantes, isto é, se e s6 se existir algum ¢ € {1,...,k}
e escalares A1, ..., A1, A\it1, ..., Ak € R tais que

V; = )\1’01 + ...+ )\i—lvi—l + >\i+1'Ui+1 + ...+ )\kvk.

(ii) Seja V um espago linear. Seja
S =A{vy,...,v} C V.

Diz-se que o conjunto S ¢ linearmente independente se e s6 se nenhum dos vectores de
S se puder escrever como combinacao linear dos restantes, isto é, se e s6 a tinica solu¢ao do
sistema homogéneo

AMUL+ .. F v, = 0

for a solucao trivial, ou seja, A\ = ... = A\, = 0. No caso em que V = R", sendo A a matriz
cujas colunas sao os vectores de S C V, diz-se que S é linearmente independente se e s6
se N(A4) = {0}.

Teorema 22. Seja A’ uma matriz em escada de linhas.

(i) As colunas de A" que contém pivots sao linearmente independentes.

(ii) As linhas ndo nulas de A’ sdo linearmente independentes.

(iii) O n° de linhas independentes e o n® de colunas independentes (de A’) sdo ambos

iguais & caracteristica de A'.

Observagao 21. (i) Assim, atendendo ao teorema anterior, a independéncia linear de
S = {vy,v9,...,ux} CV (espago linear) pode ser decidida aplicando o método de eliminagao
a matriz A cujas colunas sao os vectores de S, de modo a colocé-la em escada de linhas.
Sendo A’ essa matriz em escada, tem-se

N(A) = N(A) (7).

Uma vez que as colunas de A" que contém pivots sao linearmente independentes entao, devido
a (*), as colunas de A nas posigoes correspondentes também serao linearmente independentes.

(ii) Em R, quaisquer dois vectores sao linearmente dependentes.
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(iii) Em R?, dois vectores sdo linearmente independentes se nao forem colineares.
(iv) Em R3, trés vectores sao linearmente independentes se nao forem coplanares.

(v) Qualquer conjunto que contenha o vector nulo (elemento neutro) é linearmente de-
pendente. Em particular, o conjunto {0}, formado apenas pelo vector nulo, é linearmente
dependente.

(vi) O conjunto vazio @ ¢é linearmente independente.

Teorema 23. Sejam S; e Sy dois subconjuntos finitos de um espaco linear, tais que

S1 C Ss.
(i) Se S; ¢é linearmente dependente entao Sy também ¢ linearmente dependente.

(ii) Se Sy ¢é linearmente independente entao S; também ¢ linearmente independente.

Observagao 22. Sejam S e Sy dois subconjuntos finitos de um espaco linear, tais que

S C S,.

(i) Se S, for linearmente dependente entdao S; tanto pode ser linearmente dependente
como linearmente independente.

(ii) Se S; for linearmente independente entdo Sy tanto pode ser linearmente dependente
como linearmente independente.

Exemplo 21. Seja S ={(1,0,2),(2,0,4),(0,1,2)}. Tem-se

120 120 120
A=100 1 s 00 1 — 00 1]|=4.
9 4 9 | Pthsmls | g g o | 2ethsms | g g

Logo, como apenas existem dois pivots e portanto uma varidvel livre, as trés colunas de A
sao linearmente dependentes, isto é, o conjunto S é linearmente dependente. O subconjunto
de S:

{(1,0,2),(2,0,4)}

também ¢é linearmente dependente. No entanto, uma vez que a 1% e 3* colunas de A sao
independentes pois correspondem as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots,
o subconjunto de S:

{(1,0,2),(0,1,2)}

¢ linearmente independente.
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Bases e dimensao de um espago linear
Definicao 34. Chama-se base de um espaco linear V' a qualquer subconjunto B de V'
que verifique as duas condigoes:

(i) B gera V, isto é,
L(B)=V.

(ii) B ¢ linearmente independente.

Defini¢ao 35. Seja B = {vy, ..., v} uma base ordenada de um espaco linear V' e seja u
um vector de V. Chamam-se coordenadas do vector © na base ordenada B aos escalares
A1, ..., A\ da combinagao linear:

U= M1+ ... + A\0g.

Teorema 24. Seja V' um espaco linear.

(1) Um conjunto B de vectores nao nulos de V' é uma base de V' se e s6 se todo o vector
de V puder ser escrito de modo tinico como combinacao linear dos vectores de B.

(ii) Se dimV = n, entdo dados u,w € V e B = {vy,...,v,} uma base ordenada de V/,
tem-se u = w se e s6 se as coordenadas de u e de w na base B forem iguais.

Teorema 25. Qualquer espago linear V' # {0} tem pelo menos uma base.

Teorema 26. (i) Qualquer espago linear V' # {0} tem um n° infinito de bases.

(ii) Seja V # {0} um espago linear. Sejam p,q € N tais que {uy,...,u,} é um conjunto
gerador de V' e {vy,...,v,} € um subconjunto de V' linearmente independente. Entao

P =q.

iii) Todas as bases de um espaco linear V' 0} tém o mesmo n° de vectores.
G

Dem. (i) Se B = {ui,...,ux} for uma base de V entdo para cada o # 0 o conjunto
{auyq, ..., qui} € também uma base de V.

(ii) Suponhamos que p < ¢. Neste caso, como todos os vectores do conjunto {vy, ..., v,}
sao nao nulos por serem LI, poderfamos substituir sucessivamente os p vectores do conjunto
{uy, ...,u,} gerador de V' por p vectores do conjunto {vy,...,v,}, permitindo assim escrever
cada vector do conjunto {v,1, ..., v;} como combinagao linear do novo conjunto gerador de
Vi {v1,...,v,} e contrariando o facto dos vectores do conjunto {vy, ..., v,} serem linearmente
independentes.
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Demonstracao alternativa de (ii). Suponhamos que p < ¢. Como {uy,...,u,} gera
V, para cada j = 1, ..., ¢ existem escalares a;, ...ap; tais que

p
’Uj: E CLZ‘]‘UZ‘.
i=1

Seja A = (aij)pxq. Como p < ¢, o sistema homogéneo Aa = 0 é possivel e indeterminado.
Seja o = [al...aq]T 2 0 uma solucao nao nula de Aa = 0, isto é,

3

(1505
q a1 Q1q j=1

0= E ;0 = Q1 —|—...—|—Oéq =

j=1 a a d

pl Pq v

Zl ApjCj

L J= 4

com os «; escalares nao todos nulos. Por outro lado,

q

q p p q
E OéjUj = E Oéj E aijui = E E CLz‘jOéj U; =
j=1 =1

j=1 i=1 \j=1

q q
= <Z CL1jC¥j> (51 + ...+ <Z CijOéj> up =
7=1 7=1
= Ouy +...+0u,=0

com os «; nao todos nulos, contrariando o facto dos vectores do conjunto {v,...,v,} serem
linearmente independentes.

iii) Sendo {vy,...,v,} € {uq,...,u,} duas bases de V, por (i) tem-se p < g e ¢ < p. Logo
q P
pP=4q.

Defini¢ao 36. Chama-se dimensao de um espago linear V' # {0} ao n° de vectores de
uma base qualquer de V', e escreve-se dim V. Se V = {0} entdao dimV = 0 uma vez que o
conjunto vazio @ é base de {0}. Um espaco linear tera dimensao finita se uma sua base tiver
um n° finito de vectores.

Observacgao 23. A dimensao de um espago linear, isto é, o n° de elementos de uma sua
base ¢ igual ao n® minimo de vectores possam constituir um conjunto gerador desse espaco
e ¢ também igual ao n° méaximo de vectores que possam constituir um conjunto linearmente
independente nesse espaco.

Exemplo 22. (i) O conjunto {1} é uma base de R, chamada base canénica ou natural
de R. Logo,
dimR = 1.

(ii) O conjunto {(1,0),(0,1)} é uma base de R?  chamada base canénica ou natural de
R2. Logo,
dimR? = 2.
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(iii) O conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de R?, chamada base canénica
ou natural de R3. Logo,
dimR* = 3.

(iv) Considerando C como corpo de escalares:

(a) o espago linear C tem dimensao 1 sendo {1} a base canénica de C uma vez que
a+bi=(a+bi)l

(b) o espago linear C? tem dimensao 2 sendo {(1,0),(0,1)} a base canénica de C? uma

vez que

(a+bi,c+di) = (a+bi)(1,0) + (c+di) (0,1).

(v) Considerando R como corpo de escalares:
(a) o espaco linear C tem dimensao 2 sendo {1,i} a base canénica de C uma vez que
a+bi=al+bi
com a,b € R.

(b) o espago linear C? tem dimenséo 4 sendo {(1,0), (z,0),(0,1),(0,7)} a base canénica
de C? uma vez que

(a+0bi,c+di)=a(1,0)+b(,0) 4+ c(0,1) +d(0,1)
com a, b, c,d € R.
(vi) O conjunto
{[100} {010] [001} {000] [OOO] {000]}
oo0oo0j’fooo0|’foo0o0|’'fr00f’"f0O1T OO0 01
é uma base de My 3(R), chamada base canénica ou natural de My, 3(R). Logo,

dim ngg(R) = 6.

(vii) Tem-se
dimR" =n e dim M, «,(R) =mn.

(viii) O conjunto {1,¢,t2, ...,t"} ¢ uma base de P, (espago linear de todos os polinémios
reais de varidvel real e de grau menor ou igual a n), chamada base canénica ou natural de
P,. Logo,

dim P, = n+ 1.

(ix) O conjunto {1,¢,¢2,...} ¢ uma base de P (espago linear de todos os polinémios reais
de varidvel real), chamada base canénica ou natural de P. Logo,

dim P = oco.
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Teorema 27. Sejam V' um espaco linear de dimensao finita e W um subespago de V.

(i) Seja S = {uq,...,ur} C V. Se S é linearmente independente entao S serd um subcon-
junto de uma base de V' e ter-se-4 dim V' > k.

(ii) Se dimV = n, entdo quaisquer m vectores de V', com m > n, sdo linearmente
dependentes.

iii) Se dim V' = n, entao nenhum conjunto com m vectores de V', em que m < n, pode
y
gerar V.

(iv) O subespago W tem dimenséo finita e dim W < dim V.
(v) SedimW = dimV, entao W = V.

(vi) Se dimV = n, entdo quaisquer n vectores de V' linearmente independentes cons-
tituem uma base de V.

(vii) Se dim V' = n, entdo quaisquer n vectores geradores de V' constituem uma base de
V.

Exemplo 23. (i) Os seguintes conjuntos sao todos os subespagos de R: {0} e R.

(ii) Os seguintes conjuntos sao todos os subespagos de R?:

{(0,0)}, todas as rectas que contém a origem e RZ.

(iii) Os seguintes conjuntos sao todos os subespagos de R3:
{(0,0,0)}, todas as rectas que contém a origem,

todos os planos que contém a origem e R3.

Observagao 24. O método de eliminagao de Gauss permite determinar a dimensao e
uma base para o espaco das linhas £(A) de uma matriz A. Seja A’ a matriz em escada que se
obtem de A por aplicacdo do método de eliminagao de Gauss. Assim, uma base para L£(A)
serd formada pelas linhas nao nulas de A'.

Teorema 28. Seja A uma matriz do tipo m x n. A dimensdao de L(A) é igual a
caracteristica de A, isto é
dim £(A) = car A.

Teorema 29. Seja A uma matriz do tipo m x n. Tem-se

dimC(A) = dim L£(A) = car A.
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Dem. Suponhamos que car A = k. Sendo A’ a matriz m x n em escada (reduzida) de
linhas, entdao A’ tem exactamente k linhas nao nulas. Sejam Ry, ..., Rj essas linhas. Como

L(A) = L(A),

entao as linhas L4, ..., L,, de A podem ser expressas como combinagoes lineares das linhas
Ry, ..., Ry, ou seja, existem escalares ¢;;, com ¢ =1,...,m e j = 1,..., k tais que

Li=c R+ ...+ 1Ry

Lm = leRl + ...+ ka;Rk

Para i = 1,...,m, sejam a;; e r;; as componentes j das linhas L; e R; respectivamente.
Assim, tem-se
a1; = C11715 + ...+ C1kTkj

(Imj = le’l“lj + ...+ karkj

ou seja, matricialmente,

Q1 C11 Cik
= 7"1j 4+ ...+ Tkj
Amj Cmi1 Cmk
Cblj
Como : é a coluna j de A, a ultima igualdade mostra que os vectores
Clmj
1 Cik
b 7
Cm1 Cmk

geram C (A). Logo, tem-se
dimC(A) <k=dimL(A).

Deste modo, substituindo A por A7 tem-se também
dimC (AT) < dim L (AT).

=dim L(A) =dim C(A)

Ou seja, tem-se
dimC (A) < dim L (A)

dim £ (A) < dimC (A).

Isto é,

dimC (A) =dim L (A).

38



Observacao 25. Atendendo ao teorema anterior tem-se
car A = car AT

uma vez que

car A = dim £ (A) = dimC (4) = dim £ (4") = car A.

Observacao 26. O método de eliminacao de Gauss permite determinar a dimensao e
uma base para o espago das colunas C(A) de uma matriz A. Seja A’ a matriz em escada
que se obtem de A por aplicacao do método de eliminacao de Gauss. Assim, uma base para
C(A) serd formada pelas colunas de A que correspondem as posigoes das colunas de A" que
contém os pivots.

Teorema 30. Seja A uma matriz do tipo m xn. A dimensao de N'(A) é igual a nulidade
de A, isto é
dim N (A) = nul A.

Dem. Como nul 4 ¢é igual ao n° total de varidveis livres associadas a N (A) e constituindo
um conjunto linearmente independente os vectores a elas associados, tem-se

dim N (A) > nul A

uma vez que dim N (A) é o nimero maximo de vectores que podem constituir um conjunto
linearmente independente de vectores de N'(A). Por outro lado, como os vectores associados
as varidveis livres de N'(A) constituem um conjunto gerador de N (A) entéo

dimN(A) < nul A

uma vez que dim N (A) é o niimero minimo de vectores que podem constituir um conjunto
gerador de NV (A). Logo
dimN(A) =nul A

2 1 11
Exemplo 24. Seja A = 4 2 3 3 |. Tem-se
-3 11
1 11 21 11 2 1 11
A= 2 3 3 LLLOOll L—L>L0011:A'.
31 1| et looa a1 0000
Logo, {(2,1,1,1),(0,0,1,1)} é uma base de L(A) e {(2,4,—6),(1,3,1)} é uma base de C(A).

Assim,
dim £(A) =2 =dimC(A)

L(A) = L({(2,1,1,1),(0,0,1,1)}), C(4) = L({(2.4,-6),(1,3,1)}).

Por outro lado,

N(A) = (z,y,2z,w) e R*: A’

S ve 8
oo oo
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={(z, —2z,—w,w) : x,w € R} = L({(1,-2,0,0),(0,0,—1,1)}).

Como o conjunto {(1,—2,0,0),(0,0,—1,1)} é linearmente independente e gera N'(A’") entao
¢ uma base de N'(A’). Finalmente, uma vez que N (A) = N (4’), o conjunto

{(1,-2,0,0), (0,0, —1,1)}
é uma base de N'(A) e portanto dim N'(A) = 2, com

N(A) =L ({(1,-2,0,0),(0,0,—1,1)}).

Exemplo 25. Seja
S={1,2,-1),(2,1,1),(~1,-2,1),(0,1,0)} C R*.

Determinemos uma base para L(.5).
Considerando a matriz cujas colunas sao os vectores de S, tem-se

1 2 -10 1 2 —10 1 2 —-10
2 1 =21 — 10 =30 1| — [0 -3 0 1
—1 1 1 0] e lo 3 0 oo 0 0 1

Logo, S’ = {1,2,-1),(2,1,1),(0,1,0)} ¢ uma base de L(S). Como dim R? = 3, entao tem-se
mesmo: L(S) =R3 e S’ ¢ uma base de R?.

Resolugao alternativa: Considerando a matriz cujas linhas sao os vectores de S, tem-se

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
2 1 1 . 0 -3 . 0 -3 3 . 0 -3 3
-1 -2 1 —2Li+Le—Ly | 0 0 0 | L300, | 0 1 O lgtls—rg | 0 0 1
0 1 0 Litls—Ls 0 1 0 0 0 O 0 0 O

Logo, S = {1,2,-1),(0,-3,3),(0,0,1)} é uma base de L(S). Como dimR3 = 3, entao
tem-se mesmo: L(S) =R3 e S’ ¢ uma base de R3.

Exemplo 26. Seja
Sap=1{1,0,1),(0,1,a),(1,1,0), (1,1, 1)} CR®.

Determinemos os valores dos parametros a e b para os quais S,; nao gere R3.
Considerando a matriz cujas colunas sao os vectores de S, tem-se

101 1 10 1 1 10 1 1
011 1 . 01 1 1 . 01 1 1
1 ab 1| 706 b—10]| 500 boa-1 —a

Logo, S, ndo gera R3seeséseb—a—1=0e —a =0, isto ¢, seesésea=0eb=1.

Teorema 31. (i) Seja A € M,,,«,(R). As colunas de A geram R™ se e s6 se

car A = m.
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(ii) Seja A € M,,xn(R). As colunas de A s@o linearmente independentes se e s6 se
car A = n.

(iii) Seja A € M,,«,(R). A matriz A é invertivel se e s6 se as colunas de A (ou as linhas
de A) formarem uma base de R™. No caso de A ser invertivel tem-se

C(A) = L(A) = R".

Teorema 32. Seja A € M,,«,(R) e considere o sistema de equagdes lineares Au = b.

(i) O sistema Au = b ¢ impossivel (ndo tem solugao) se e s6 se b ¢ C(A), isto &, se e s6
se car A < car [A | b].

(ii) O sistema Au = b ¢ possivel e indeterminado (tem um n° infinito de solugoes) se
esése b€ C(A) e as colunas de A forem linearmente dependentes, isto é, se e s6 se

car A = car[A | b] <n,

isto é, se e 80 se

carA=car[A|b e nulA#D0.

(iii) O sistema Au = b é possivel e determinado (tem uma unica solucao) se e s6 se
b € C(A) e as colunas de A forem linearmente independentes, isto &, se e s6 se

car A = car [A | b] = n,

isto é, se e 8O se

carA=car[A|b e nulA=0.

Teorema 33. Sejam W, e W5 dois subespagos de dimensao finita de um espaco linear
V. Entao,

Dem. Sejam
n = dim W, m=dimW, e k=dim(W;NWs).

Se k = 0 a igualdade do teorema é imediata. Se k # 0, seja {wy, ..., wi } uma base de W1 NWs.
Sejam g1, ..., u, € Wi tais que

{w17...,wk,Uk+1,...,Un}
¢ uma base de Wi. Sejam vy 1, ..., v, € W5 tais que
{wy, ..., Wi, Vka1, ooy U }
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¢ uma base de W,. Vejamos que

B = {wy, ..., Wi, Uy 1y ey Upy Vi 1y vy U

é uma base de W; + Ws.
Seja w € Wy + Wy, Existem u € Wy e v € W tais que w = u + v. Ou seja, existem
escalares (tinicos) aq, ..., a, € (1, ..., B, tais que

k

w=u+v= Z(al—l—ﬁ w; + Z aju; + Z B

i=1 j=k+1 I=k+1

pelo que B gera Wy + Ws.
Sejam Yo, ..o Vs Ept1s - Em 1+ m — k escalares tais que

0= Z/}/zwl—i_ Z IYJUJ + Z fﬂ)u

j=k+1 l=k+1
isto é,
m
> = - (ot 3 ) e
I=k+1 j=k+1
ou seja
m
> Gu e WinWa.
I=k+1

Atendendo a que {wy, ..., wi} é base de Wi N W, existem escalares 7y, ..., 7, tais que

m k
> &= maw
=1

I=k+1
isto é,

anwz—i- Z —&) v = 0.

I=k+1

Como {wy, ..., W, Vg1, ..., Uy } € uma base de W, tem-se

M= =M =1 = o =&, = 0.
Logo
O—Z%UH > it Y = Z%UH >
j=k+1 I=k+1 j=k+1
Assim, como {wy, ..., Wk, Ug11, ..., Up } € uma base de Wy, tem-se v, = ... = =, = 0. Deste
modo, como
N= o =Y =Ch1 = =& =

entao o conjunto B é linearmente independente.
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Matriz de mudanca de coordenadas

Definigao 37. Seja V um espaco linear de dimensao n. Sejam B; = {vy,...,v,} e
By = {wy,...,w,} duas bases ordenadas de V. Seja Sp,_.5, a matriz cujas colunas sao as
coordenadas dos vectores de By em relacao a base Bs. Isto é,

n

Sy—By, = (Sij)nxn cOmM v; = E s;jw; paratodooj=1,.. n.
i=1

A matriz Sg, ., ¢ invertivel e chama-se matriz de mudanga de coordenadas (da base
B, para Bs). Tem-se
[ V1 ... Up ] = [ wy ... Wy } SB,—B,

Teorema 34. Seja V um espaco linear de dimensado n. Sejam By = {vy,...,v,} e
By = {wy,...,w,} duas bases ordenadas de V. Seja Sp,_.5, a matriz cujas colunas sdo as
coordenadas dos vectores de By em relagao a base Bs. Isto é,

n

SB1—B, = (Sij)nxn cOM V; = E sijw; paratodooj=1,..,n.
i=1

Se tivermos

n
u = E Aivi,
=1

isto é, se (Aq,...,\,) forem as coordenadas do vector u na base B; entdo as coordenadas
(1, ..., it,,) de u na base By sdo dadas por

H1 A1
: = 531—>B2
Mn )\n

Dem. Tem-se

n n n n n n
u = E M Wi = E )\jvj = E )‘j E SijW; = E E Sij>\j W;.
=1 j=1 j=1 i=1 1 \j=1

1=

como as coordenadas de um vector u numa base sao tunicas, tem-se para todoo =1, ..., n,

n Ha A
Hi = (Z Sz‘j>‘j> - Isto &, bl =B |

J=1 Mo, /\n

Teorema 35. Tem-se
852—>31 = <531—>B2)71 :
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Exemplo 27. Consideremos

B.= {(1? 0)7 (07 1>}
a base canénica de R%. Seja
B={(1,2),(3,4)}

uma outra base ordenada de R?. Sejam (5, 6) as coordenadas de um vector u na base canénica
B. e determinemos as coordenadas de u na base I3 usando a matriz Sp,_.z. Tem-se

-9 3
SB.—B = [ % } ,
L =3
uma vez que

(1,0) = —2(1,2) + 1(3,4) e (0,1):;1,2)—%(3,4). *)

Logo, as coordenadas de u na base B sao dadas por

see[3]=[2 5]13)-[4)

Logo, —1 e 2 s@o as coordenadas de (5, 6) na base ordenada B, isto é

(5,6) = —1(1,2) + 2(3,4).

Observagao 27. Colocando os vectores em coluna, note que as duas igualdades em (*)
podem ser escritas na forma:

ERIRER e

e s . 10 1 3 |13
sendo esta tltima igualdade equivalente a { 01 ] [ 9 4 } = [ 9 4 } &

(1,2) = 1(1,0) + 2(0,1)
& querendo isto dizer que as coordenadas dos vectores (1, 2)
(3,4) =3(1,0) +4(0,1)
e (3,4) relativamente & base canénica (ordenada) {(1,0), (0,1)} sdo respectivamente (1,2) e
(3,4).

Observagao 28. Sendo B; e B, bases ordenadas de um espago euclidiano V. Tem-se:

(u,v> = ([U]Bl)TGBl [U]Bl
e também .

(u,v> = ([U]BZ) GBz [U]Bz
ou seja:

<u> 'U> = ([U]BQ>T GBQ [U]BQ = (351—432 [U]Bl)TGB2SBl—>BQ [U]Bl = ([U]Bl)T (S£1—>BQGB2S51—>32> [U]Bl

com
T
Sg,—5,G8,58, -8, = G, -
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Transformacgoes lineares

Definicao 38. Sejam U e V espacos lineares. Diz-se que
T:U—-V
¢ uma transformacao linear se e s6 se verificar as duas condigoes:

(1) T(u+v) =T (u) + T(v), para todos os u,v € U.

(ii) T'(Mu) = AT'(u), para todos os u € U e escalares \.

Observagao 29. Sejam U e V espagos lineares. Sejam 0 o vector nulo de U e 0’ o vector
nulo de V.

(1) Se T': U — V for uma transformagao linear entao 7'(U) ¢ um subespago de V' e além
disso tem-se 7(0) = 0’ (T'(0) = T'(0+0) = T(0) + T'(0) < T(0) = 0'). Logo, se T nao
verificar T'(0) = 0’ entdo T nao serd uma transformagao linear.

(ii) 7 : U — V é uma transformagao linear se e s6 se

T(Au+ pw) = AT (u) + pT'(v),
para todos os u,v € U e escalares A, j.

(iii) Seja T': U — V uma transformagao linear, com U = L ({vy,...,v,}). Seja u € U.
Logo, existem escalares Ay, ..., \, tais que

u = )\11)1 + ...+ )\nvn.

Tem-se entao

Exemplo 28. Consideremos a base canénica {(1,0),(0,1)} de R?. Seja
T:R*—>R

uma transformagao linear tal que 7'(1,0) =1e 7(0,1) = 1.
Para qualquer (z,y) € R? tem-se

(m,y) = x(l,()) + y<07 1)'

Entao,
T(x,y) =T (x(1,0) +y(0,1)) = 2T(1,0) + yT'(0,1) = = + y.

Logo, T : R? — R ¢ a transformacao linear definida explicitamente por

T(x,y) =x+y.
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Teorema 36. Sejam U e V espagos lineares e seja {vq,...,v,} uma base de U. Sejam
Ty, T3 : U — V duas transformacoes lineares.

Se Ti(v;) = Ty(v;) paratodooi=1,..,n,entdo Ti(u) = Tr(u),
para todo o u € U, isto &, T = Ts.
Exemplo 29. (i) Sejam U e V espagos lineares e seja 0 o vector nulo de V. Seja

O : U — V definida por
O(u) =0,

para todo o u € U. O é uma transformacao linear e chama-se transformagao nula.

(ii) Seja A € M,,xn(R). Seja
T:R*" - R™

definida por
T(u) = Au,

para todo o u € R™. T é uma transformagao linear.
(iii) Sejam V' um espago linear e k um escalar (fixo). Seja T : V' — V definida por
Tk (U) = kU,

para todo o v € V.
T}, ¢ uma transformacao linear. Diz-se que T} é uma homotetia.
Se 0 < k < 1 diz-se que T}, é uma contracgao.
Se k > 1 diz-se que T}, é uma dilatacao.
Se k = 1 entao chama-se a T} a transformacao identidade e denota-se por I. Tem-se

I(u) = u,
para todo o u € U.
(iv) T : R? — R? definida por T'(z,y) = (1 — y,2z) nao é uma transformacio linear.
(v) T : R? — R definida por T'(z,y) = Ty nao é uma transformagao linear.

(vi) Seja T': Py — P5 definida por

T é uma transformacao linear.

(vii) Seja T : P; — P; definida por

T é uma transformacao linear.
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(viii) Seja T': C* (R) — C'(R) definida por
T(f)=1r,

onde C' (R) & o espago linear de todas as fungdes reais com primeira derivada continua em R
e C' (R) é o espago linear de todas as fungoes reais continuas em R. 7' é uma transformagao
linear.

(ix) Seja a € R (fixo). Seja T : C* (R) — R definida por

T é uma transformacao linear.
(x) Sejan € N. Seja T': C™ (R) — C (R) definida por
T(f)=r",

onde f(™ & a derivada de ordem n de f, C™ (R) é o espaco linear de todas as funcdes reais
com derivada de ordem n continua em R e C' (R) é o espaco linear de todas as fungdes reais
continuas em R. 7' é uma transformagao linear.

(xi) Seja T': C'(R) — C* (R) definida por

()= [ fea
0
T é uma transformacao linear.

(xii) Seja T': C ([a,b]) — R definida por

T(f) z/abf(t)dt-
T é uma transformacao linear.
(xiii) Seja T : Mysn(R) =M, xn(R) definida por
T(X)=X".
T é uma transformacao linear.
(xiv) Seja T : Msn(R) =My (R) definida por
T(X) = AX,
com A € M,,.,(R) fixa. T é uma transformacao linear.

(xv) Seja
tr: Mywn(R) = R

definida por

n

tI'(A) =ay1 + ... +app = Zau‘,

i=1
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para todo o A = (a;;),., € Mnxn(R), isto &, tr(A) ¢ a soma de todas as entradas da
diagonal principal de A. O traco, tr, ¢ uma transformacao linear, isto ¢, sendo A = (a;;)nxn
e B = (bij)nxn duas matrizes do tipo n X n e o um escalar, tem-se

tr(A+ B) =tr(A) +tr(B) e  tr(ad) = atr(A).

Além disso, tem-se

tr(AT) =tr(A) e  tr(AB) = tr(BA).

Definigao 39. Sejam U e V espacos lineares e 171,75 : U — V transformagoes lineares.
Seja A um escalar. Sejam T} + 15, X1} : U — V definidas por

(Tl + Tg) (u) = Tl (U) + TQ(U) (§ ()\T1)<u) = /\Tl(u),
para todo o u € U.

Definigao 40. Sejam U e V espagos lineares. Chama-se a £(U, V') o conjunto de todas
as transformacoes lineares de U em V.

Teorema 37. Sejam U e V espacos lineares e 71,75 : U — V transformagoes lineares.
Seja A um escalar. Entao:
(i) T\ + T e ATy sao transformagoes lineares.

(ii) O conjunto £(U, V'), com as operagoes da definigdo 39, ¢ um espaco linear.

Exemplo 30. Seja B = {T}, Ty, T3, T} com Ty, Ty, T3, T; € £(R?* R?) definidas por

Tl(x7y) = (I’,O), TQ(xvy) = (yao)a Tg(l',y) = (va) e T4(I,y) = (O7y)>
para todo o (z,y) € R% O conjunto B ¢ uma base de £(R? R?). Logo,

dim £(R? R?) = 4.

Definicao 41. Sejam U,V e W espacgos lineares e, To, : U — V e T} : V. — W transfor-
macoes lineares. Seja Ty o Ty : U — W definida por

(Th 0 T3) (u) = T1 (To(u)),

para todo o u € U. Chama-se a T} o T, a composicao de 17 com T5.
Observagao 30. Em geral, tem-se 77 o Ty # T5 o T}.

Teorema 38. (i) Sejam 7y : U — V e Ty : V. — W transformagoes lineares. Entao
Ty o Ty € uma transformacao linear.
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(i) Sejam T3 : U — V, Ty, : V. — W e Ty : W — X. Entao, tem-se T} o (ITy 0T3) =
(TIOTQ)OTg.

(iii) Sejam Ty : W — U, Ty, T3: U — V e T1 : V — W. Seja A € R. Entao, tem-se
(T2+T3)OT4 :T20T4+T30T4 (§ (>\T3)0T4 :)\(T30T4)
e se T} for linear tem-se

Tlo(T2+T3):T10TQ+T10T3 € T10(>\T2):)\(T10T2).

Definicao 42. Define-se T° =1 ¢ TF =T o T+ ! paratodook=1,2,....

Observagao 31. Tem-se 771" = T™ o T" para todos os m,n € N.

Definicao 43. Sejam U e V espacos lineares e T' : U — V uma transformacao linear.
Seja 0 o vector nulo de V.
(i) Chama-se contradominio ou imagem de 7" ao conjunto

TWU)={T(u):ueU},

que também se denota por Z(T').
Note-se que se existir {uq, ...,ux} C U tal que U = L ({uy, ..., ux }) entao

I(T) = LUT (), T ()}

(ii) Chama-se niicleo ou espago nulo de T' ao conjunto

N(T)={ueU:T(u)=0}.

Teorema 39. Sejam U e V espacos lineares e T : U — V uma transformacao linear.
Ent&o, os conjuntos N (T") e Z(T) sao subespagos de U e V respectivamente.

Exemplo 31. (i) Sejam U e V espacos lineares. Sejam 0 e 0’ os vectores nulos de U e
V' respectivamente.

Considere a transformacao nula O : U — V definida por

para todo o u € U. Tem-se

N(O)=U e Z(0)={0"}.
(ii) Considere a transformacao identidade I : U — U definida por
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I(u) = u,

para todo o u € U. Tem-se

N({I)={0} e I(I)=U.
(iii) Seja A € M,,,«n(R). Seja
definida por

para todo o u € R". Tem-se

Tem-se

N(T)={f:R— Rtal que f é constante em R} e Z(T)=C(R).

(v) Seja T': C2 (R) — C (R) definida por
T(f(t)=f"(t)+wf(t),
com w € R\ {0}. Tem-se (pag. 72 de [1])
N(T) = L ({cos (wt) ,sen (wt)}),

onde {cos (wt) , sen (wt)} ¢ uma base de N'(T'). Observe-se que N (T') é precisamente a solugao
geral da equacao diferencial linear homogénea

() +wf (t) = 0.

(vi) Seja T : C2 (R) — C (R) definida por
T(f()=f"(t)—wf(t),
com w € R\ {0}. Tem-se (pag. 74 de [1])
N(T) =L ({e™,e'}),

onde {e " e“'} é uma base de N (T). Note-se que N (T) é precisamente a solugao geral da
equagao diferencial linear homogénea

f'(t) —wif (1) = 0.
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Definicao 44. T : U — V diz-se injectiva se e s6 se
T(u)=T(w) = u=w,
para todos os u, w € U, isto é, se e s6 se
utw = T(u)#T(w),

para todos os u,w € U.

Teorema 40. Sejam U e V espacos lineares. Seja T : U — V uma qualquer transfor-
macao linear. Entao:

T é injectiva < N (T) = {0}.

Dem. (=) Suponhamos que T é injectiva. Seja u € N(T). Logo T (u) = 0y =

T ¢ linear
T (0y), pelo que u = 0 uma vez que T ¢ injectiva. Logo N(T) = {0}.
(<) Suponhamos que N (T) = {0}. Sejam u,v € U tais que T (u) = T (v). Logo
T (u—v) =0, pelo que u — v = 0 uma vez que N (T) = {0}. Logo u = v e assim T ¢é
injectiva.

Teorema 41. Sejam U um espaco linear de dimensao finita e 7" uma transformacao
linear definida em U. Entao, o subespago Z(7') tem dimensao finita e

dim N(T) + dimZ(T) = dim U.

Dem. Se dim N (T') = 0 entao T ¢ injectiva, pela alinea (i). Suponhamos que dim U = n.
Considerando uma base {wy,...,w,} de U, vamos mostrar que o conjunto de n vectores
{T (w1) ..., T (wy,)} é uma base de Z(T).

Seja v € Z(T). Existe entdo u € U tal que v = T (u). Como {wy,...,w,} & base

n
de U, existem escalares (tnicos) ar, ..., «, tais que u = Y oqyw;. Logo, como T é linear,

=1
n

v="T(u) => a7 (w;) concluindo-se deste modo que o conjunto {7 (wy),...,T (w,)} gera

i=1
(T).

Sejam agora (3, ..., 3,, escalares tais que 5,1 (wy)+...+3,T (w,) = 0. A tltima igualdade
é equivalente a T (Sywy + ... + B,,w,) = 0 uma vez que T & linear. Logo, como T é injectiva,
obtém-se 5,w; + ... + B,,w, = 0 e, deste modo, 3, = ... = 3, = 0 uma vez que o conjunto
{wy, ..., w,} € linearmente independente.

Seja n = dimU. Suponhamos agora que dim N (T) # 0. Seja r = dimN(T) e seja
{uy,...,u,} uma base de N(T). Considere-se os vectores u, 1, ...,u, € U de modo a que
{uyy ooy Upy i1, .., Uy} seja uma base de U. Vejamos que {71 (ur41), ..., T (u,)} € uma base
de Z(T).

Seja v € Z(T). Existe entdo u € U tal que v = T (u). Como {uy,...,u,} ¢ base

n
de U, existem escalares (unicos) ay, ..., a, tais que u = Y o;u;. Logo, como T é linear,
i=1

v="T(u)=> aT (u;) concluindo-se deste modo que o conjunto
i=1

() D)} = AT () o T ()}



gera Z(T)).

Sejam agora f3,, ..., 3, escalares tais que 8, T (uy41) + ... + 3,1 (u,) = 0. A tltima
igualdade é equivalente a T (ﬁr U+ ﬁnun) = 0 uma vez que T ¢é linear. Logo
Bri1tri1 + .. + Buun € N(T). Por outro lado, como {uy, ..., u,} & base de N(T'), existem
escalares (tinicos) 74, ..., 7y, tais que

Bri1trir + oo+ Bpun = Z%’Ui»
i=1

ou seja

Z (=7i) wi + Z Biui =0

i=1 i=r+1
de onde se obtem
N= =% =l = =05, =0
uma vez que o conjunto {us, ..., u, } é linearmente independente. Assim §,,; =... =, =0
e deste modo, o conjunto {T" (u,41),...,T (u,)} & linearmente independente.

Teorema 42. Seja A € M, (R). Tem-se

R" = N'(A) @ L(A).

Dem. Seja T : R — R™ tal que T (u) = Au, para todo o u € R". Tem-se

e também pelo teorema anterior
dim N (A) + dim C(A) = dim N (T) + dim Z(T) = dimR" = n.
Como dim £(A) = dim C(A) e M'(4) N L(A) = {0}, entdo
dim (N(A) + £(A)) = dim N (A) + dim £(A) — dim (N (A) N L£(A)) =

= dimN(A) + dimC(A) =n
e como N (A) + L(A) é um subespago de R entao

R = N'(A) & L(A).

Definicao 45. (i) 7': U — V diz-se sobrejectiva se e s6 se T(U) = V.
(ii) T : U — V diz-se bijectiva se e s6 se for injectiva e sobrejectiva.
Definicao 46. Sejam U e V espagos lineares. Diz-se que U e V' sao isomorfos se e sé

se existir um isomorfismo entre U e V|, isto é, se e s6 se existir uma transformagao linear
bijectiva T': U — V. Sendo U e V isomorfos escreve-se

u=v.
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Teorema 43. Sejam U e V dois espacos lineares de dimensoes finitas. Entao, U e V sao
isomorfos se e s6 se dimU = dim V.
Teorema 44. (i) Qualquer espago linear real de dimensao n é isomorfo a R™.

(ii) Sejam U e V dois espagos lineares de dimensdes finitas. A transformacdo linear
T :U — V é sobrejectiva se e s6 se T' transformar um qualquer conjunto gerador de U num
conjunto gerador de V.

(iii) Sejam U e V dois espacos lineares de dimensodes finitas. Se a transformacao linear
T :U — V for sobrejectiva entao dim V' < dim U.

(iv) Sejam U e V dois espacos lineares de dimensdes finitas. Se a transformagcao linear
T :U — V for injectiva entao dimU < dim V.
Exemplo 32. (i) A transformacao linear 7" : R” — M,,1(R) definida por

a1

Qn

¢ um isomorfismo. Logo

R™ = M, «1(R).

(ii) A transformagao linear 7" : M,,x,(R) — R™" definida por

a1 A1n
T : : : = (alla"'ua’mlv"'7a1n7"'7a'mn>7

Am1 Qmn

¢ um isomorfismo. Logo

Mpsen(R) = R™,

(iii) A transformagcao linear 7 : R"*! — P, definida por
T (ag,ay,...,an) = ag + art + ... + apt”,

¢ um isomorfismo. Logo R"1 =P, .

(iv) Seja A uma matriz m x n. Os espagos C (A) e L (A) sdo isomorfos pois tém a mesma
dimensao (car A).
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Observagao 32. Sejam U e V espacos lineares de dimensoes finitas tais que
dimU = dim V.

Seja T': U — V uma transformagao linear. Entao, 1" é injectiva se e s6 se T' é sobrejectiva.

Definicao 47. Sejam U e V espagos lineares de dimensoes finitas tais que dimU =
dim V. Diz-se que T : U — V & invertivel se existir S : V — U tal que

SOT:IU e TOS'Zlv,
onde [y é a transformacao identidade em U e [y é a transformacao identidade em V. Chama-
se a S a inversa de T e escreve-se
S=1"
Se T for linear entdo, a existir, 7! também ¢é linear.
Teorema 45. Sejam U e V espagos lineares com U de dimensao finita. Seja

T:U—-V

uma transformacao linear. Seja 0 o vector nulo de U. As seguintes afirmacoes sao equiva-
lentes.

(i) T é injectiva.

(ii) N (T') = {0}.
(iii) dimU = dim T'(U).

(iv) T transforma qualquer conjunto linearmente independente de vectores de U num
conjunto linearmente independente de vectores de V.

(v) T transforma bases de U em bases de T'(U).

Teorema 46. Sejam U e V espacos lineares. Seja T : U — V uma transformacao linear.
Seja b € V. Entao:

(i) Existéncia de solugao: a equacao linear 7'(u) = b tem sempre solugao (para qual-
quer b) se e s6 se T for sobrejectiva (T (U) = V);

(ii) Unicidade de solugao: a equagao linear T'(u) = b a ter solugao, ela é tinica se e s6
se T for injectiva,

(iii) Existéncia e unicidade de solugao: a equagao linear 7'(u) = b tem solucdo tinica

u se e s6 se T' for bijectiva.

Teorema 47. Sejam U e V espacos lineares. Seja T : U — V uma transformacao linear.
Seja b € V. A solugao geral da equacao linear

T(u)="0
obtém-se somando a uma solugao particular dessa equacao, a solucao geral da equacao linear

homogénea T'(u) = 0 (N (T)).
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Representacao matricial de uma transformacgao linear

Definicao 48. (Representacao matricial de uma transformacgao linear). Sejam
U e V espacos lineares de dimensoes finitas tais que dimU = n e dimV = m. Sejam
By = {uy,...,u,} e By = {vq,...,v,,} duas bases ordenadas de U e V respectivamente. Seja
T :U — V uma transformacao linear. Considere-se a matriz A = (a;;)mxn cuja coluna j,
para cada j = 1,...,n, é formada pelas coordenadas de T'(u;) na base Bs. Isto é,

m

T(UJ) = Z Q55

=1

Chama-se a esta matriz A a representacao matricial de 7" em relagao as bases By e B e
escreve-se

A= M(T;By;Bs).

Teorema 48. (Representacao matricial de uma transformacao linear). Sejam
U e V espacos lineares de dimensoes finitas tais que dimU = n e dimV = m. Sejam
By = {uy,...,u,} e By = {vq,...,u,,} duas bases ordenadas de U e V respectivamente. Seja
T :U — V uma transformacao linear. Seja

A= M(T;By;Bs).

Se aj,...,q, forem as coordenadas de um vector u € U na base ordenada B; entao as
coordenadas 3, ..., 3,, de T'(u) € V na base ordenada B; sao dadas por

5y a1
| =M(T;By;;By) | 2 |, istoé: [T (u)]g, = M(T; By; Bz) [u]g,

Bom Qp,

Observacao 33. MUITO IMPORTANTE. Nas condigoes do teorema anterior, tem-
se

u= Zozjuj e N(T) & (o, ...,an) € N(A)
=1

m

= B € I(T) & (By, -, B,,) € C(A)
uma vez que -

=1 =1 =1 =1 \j
e sendo {vy, v, ..., vm} uma base de V' tem-se
vweNT)eT(u)=0s (Z aijo; =0, para i =1, ...,m) & (ag, .., ) € N(A).
j=1
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Além disso:
I(T) = L{T(u), ., T(un)}) =

= L ({a11v1 + . + @m1Vm, -, G101 + oo + QnUim }) -

Teorema 49. Seja V um espago linear de dimensao finita, com dimV = n. Sejam
By = {uy,....,u,} e By = {vq,...,v,} duas bases ordenadas de V. A representacao matricial
da transformacao identidade I : V — V em relacao as bases B; e B, é igual & matriz de
mudanca de coordenadas. Isto é,

M(I;By; By) = Sg,—5,-

Teorema 50. Sejam U e V espacos lineares tais que dimU = n e dimV = m. Seja
T :U — V uma transformacao linear. Sejam B; e By bases (ordenadas) de U e V respecti-

vamente. Seja

a matriz que representa 7T’ em relagao as bases By e By. Tem-se entao:
(i) dim MV (7T") = nul 4;
(ii) dimZ(T) = car A;
(iii) T é injectiva se e s6 se nul A = 0, isto é, se e 86 se car A = n;
(iv) T é sobrejectiva se e s6 se car A = m.
Teorema 51. Sejam B! = {ej,...,e,} e Bl = {€], ..., €., } as bases canénicas (ordenadas)

de R" e R™ respectivamente. Seja T : R" — R™ uma transformagao linear. Considere-se a
matriz

A= (aij)mxn = M(T§ B B;n) € men(R)

cuja coluna j, para cada j = 1, ..., n, é formada pelas coordenadas de T'(e;) na base B". Isto
é,

1 0
m 0 . a1
T(e;) :;azje; = ayj : + oty 0 = a'
0 1 mj
Entao, tem-se, para todo o u € R",
n n n alj
T(U) =T (/\17 sy )\n) =T (Z )\j€j> = Z )\JT (ej) = Z )‘j = Au.

j=1 j=1 j=1 (U,

26



Dem. Seja u € R". Entao, existem Ay, ..., A, € R tais que
u = )\161 + ...+ )\nen = Z)\jej.
j=1

Uma vez que, para todo o j =1,...,n, T'(e;) = > ", a;je}, tem-se

Tw =T <Z Ajeﬂ') DR UCEDIDIITED DD aMﬁ) ¢ =
7j=1 7j=1 7j=1 =1 =1 7j=1
n n ay - ay, Ar |
= (Zalj)\j,...,Zamj)\j) = = Au.
Jj=1 Jj=1 m1 - Amn An ]

Observagao 34. No caso em que U =R", V =R" e By = B!, By = B, tem-se:
N(T)=N(4) e I(T)=C(A),

uma vez que neste caso as coordenadas de um vector numa base coincidem com o préprio
vector.

Exemplo 33. (i) Seja T : R* — R3 definida por
T(x,y,z,w) = Bx+y—220,z+4z).

T & uma transformagao linear e a matriz M (T'; BY; B?) que representa T' em relagao as bases
canénicas (ordenadas) B! e B2 de R* e R? respectivamente, ¢ dada por

—2

3
A=M(T;B5B) =10 0
1 4

o O =
o O O

uma vez que 7°(1,0,0,0) = (3,0,1), 7(0,1,0,0) = (1,0,0), 7(0,0,1,0) = (—2,0,4) e
7(0,0,0,1) = (0,0,0).
Tem-se entao:

f v e 8

Além disso, tem-se

N(T) = N(A) ={(z,y,z,w) eR*:y =142z e z=—4z} =
{(—4z,14z,z,w) : z,w € R} = L ({(—4,14,1,0),(0,0,0,1)})

I(T) =C (A) =L ({(3707 1)7 (17070)}) .
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Uma base de Z (T') : {(3,0,1),(1,0,0)}. Uma base de N (T) : {(—4,14,1,0),(0,0,0,1)}.

(ii) Sejam By = {1,t,1?} e By = {1,t,t%,13} as bases canénicas (ordenadas) de P, e Ps
respectivamente. Seja D : Py — Ps tal que D(1) = 0, D(t) = 1 e D(t?) = 2t. D ¢ uma
transformagao linear e a matriz M (D; By; By) que representa D em relagao as bases candnicas
By e By, ¢ dada por

o O O O
o O O
S O N O

M(D; By; By) =
Além disso tem-se
. 010 . a
0 0
00 2 2
M(D;B;By) | a1 | = 00 0 a | = 82 )
42 000]|L*" 0

isto ¢, D (ag + ayt + ast®) = ay + 2ast, com ag, ar, as € R.
Além disso, como

N(D):{a0+a1t+a2t2:D(a0+a1t+a2t2):0}:{a0+a1t+a2t2:alzagz()eaoER},

tem-se

N(D)={ap:a0 € R} =L({1}) e I(D)=L({1,2t}).
Uma base de Z (D) : {1,2t}. Uma base de N (D) : {1}.

(iii) Seja T : R® — R? a transformagdo linear cuja matriz que a representa em relagao
as bases ordenadas B; = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} e By = {(1,1),(1,—1)} de R? e R?
respectivamente, é dada por

2 46

Seja u € R? e sejam (ay, s, a3) as coordenadas de u em relagao a base B;. Tem-se
ueN(T) & (a1, a,a3) € N(A)
1 2 3

N =a (5 5 o ]) =t -3 e e ry = L2 10, (30,0,

logo {(—2,1,0),(—3,0,1)} é uma base de N (A) (uma vez que gera N(A) e é linearmente
independente).

N(T) = {(-2)(1,1,1) +1(0,1,1) + 0(0,0,1), (—=3) (1,1,1) + 0(0,1,1) + 1(0,0,1)} =
= L{(-2,-1,-1),(-3,-3,-2)}).
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Logo {(-2,—1,—1),(—3,—3,—2)} é uma base para N (T') (uma vez que gera N(T) e é
linearmente independente).
Quanto ao contradominio:

C(A) = L({(1,2)}),

logo {(1,2)} ¢ uma base de C(A) (uma vez que gera C(A) e ¢é linearmente independente).
I(T) = L{1(L 1) +2(1, -1} = LHB, =1)}).

Uma base de Z(T") : {(3,—1)} (uma vez que gera Z (T') e é linearmente independente).
Note-se que:

dim NV /(T) = dim N (A) dimZ(T) = car A

dim N(T) + dimZ(T') = dim U (espago de partida).

Teorema 52. Sejam U,V e W espacos lineares de dimensoes finitas. Sejam B, B, e
B3 bases ordenadas de U,V e W respectivamente. Seja A escalar. Sejam 17,7, € £(U, V) e
T; € £(V,W). Entao, tem-se

M(Ty + XTy; By; Ba) = M(Tv; By; Ba) + AM (T3; By; Bs)

M(T3 o Ti; By; 83) = M<T3; Bo; 53)M(T1; Bi; 52)

Dem. Se A = M(T1;B1;B2) e B = M(1y; By; Bs)

(Ty 4+ NT3) (uj) = T4 (u;) + T (u;) Za”m + AZ biv; = Z ag; + Abi;) v;
1=1

Logo
M(T1 + )\Tg;Bl;BQ) =A + A\B = M(Tl;Bl;BQ) + /\M(TQ;Bl;Bg).

Sejam agora A = M (T3;By; Bs) e B = M(Ty; By; Bs)

(T3 0 T1) (ug) = T3 (11 (uy)) = T3 ( Z bz'jwi) = Z biTs (wi) =

k m m k
= E bij E apv; = E E alibij U

entrada (1,5) de AB

Logo
M(T3 o Tl;Bl;B:a) = AB = M(T3;32383)M(T1;31;B2)

Teorema 53. Sejam U e V dois espacos lineares de dimensoes finitas. Seja T : U — V
uma transformacao linear. Sejam B; e By duas bases ordenadas de U e V respectivamente.
Seja A = M(T; By; By) a matriz que representa T' em relagao as bases B; e Bs.
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Se V. =T(U) entao T é invertivel se e s6 se A for uma matriz quadrada invertivel. Tem-se
entao

A_l = M(T_l; Bg; Bl),

isto é, A~! serd a matriz que representa 7! em relacao as bases Bs e B;.

Teorema 54. Sejam U e V espagos lineares de dimensoes finitas respectivamente n e
m. Isto é,
dimU =n e dimV =m.

Entao, os espagos lineares £(U, V') € M, (R) sdo isomorfos e escreve-se
LU, V) = Myn(R).

Tendo-se
dim £(U, V') = mn.

Dem. Fixando bases ordenadas B; e By para U e V respectivamente,

LU, V) — Mpuxn(R)

¢ uma transformacao linear bijectiva.

Logo dim £(U, V) = dim M,,,x»(R) = mn

Teorema 55. Seja V um espaco linear de dimensao finita. Seja T' : V — V uma
transformagao linear. Sejam B; e BBy duas bases ordenadas de V. Seja M(T’; By; B1) a matriz
que representa 1" em relacao a base B;.

Entao, a matriz M (T; Bs; By) que representa T' em relagao a base Bs, é dada por

M(T; B2; Bay) = Spy—5, M(T; By; B) (Spi—,) -

Isto é, o diagrama seguinte é comutativo.

M(T;B1;B1)

(V7 Bl) ? (V7 Bl)
Spi—B, L 1 I| Sg -8,
T
L)

Note-se que neste caso:
Tol=1oT<%

And M(T, 82; 82)531—>Bz = SB1—>82M<T; Bl; Bl) g
& M(T;By; Bs) = Sp, 5, M (T; B1; B1) (Sp,—,) -

Observagao 35. Seja V um espaco linear de dimensao finita. Seja 7' : V' — V uma
transformagao linear. Sejam B; e B, duas bases ordenadas de V. Seja A = M(T'; By;B;)
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a matriz que representa T em relacdo a base By e seja B = M(T;By; B2) a matriz que
representa 7' em relagao a base By. Como se tem

B=SAS"!

entao:
car A =car B nul A= nulB trA=trB det A =det B

Teorema 56. Caso geral. Sejam U e V' dois espacos lineares de dimensoes finitas. Seja
T :U — V uma transformagao linear. Sejam B; e B} duas bases ordenadas de U. Sejam B,
e B), duas bases ordenadas de V. Seja M (T'; By; B2) a matriz que representa 7' em relagao as
bases By e B,.

Entao, a matriz M (T'; B}; B)) que representa T em relagao as bases B] e B}, é dada por

M(T; By By) = Sp,,M(T: Bi; B2) (Sp,—7) -

Isto é, o diagrama seguinte é comutativo.

©.B) " (v.8y)
Sp,—ny L1 I'| Sp, .5

/ T /

(U> Bl) M(TTBiiBé) (V> BQ)

Note-se que neste caso:
Tol=1oT &

& M(T;By; By)Sp,—5, = Spy—i, M(T; By; Ba) <
& M(T; B}; By) = Sg, .5, M(T; Bi; Ba) (Sg,-s;) -

Exemplo 34. Seja T : R? — R? definida por

T(z,y) = (y, 2,y — ).

T ¢ uma transformagao linear. A matriz M (T; B?; B2) que representa T em relagao a base
canénica (ordenada) B? de R? e a base canénica (ordenada) B2 de R?, é dada por

0
M(T;B%B%) = | 1

— O

—1

Sejam B; = {(1,1),(—1,1)} uma base ordenada de R* e By = {(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}
uma base ordenada de R?

A matriz M (T; By; Bs) que representa T em relagao a base ordenada B; de R? e a base
ordenada B, de R3?, ¢ dada por

61



uma vez que
7(1,1) = (1,1,0) = —(0,0,1) +0(0,1,1) +1(1,1,1)
T(-1,1) = (1,-1,2) =3(0,0,1) —2(0,1,1) + 1(1,1,1).
Vamos agora verificar que se tem
M(T; By; Ba) = Spa5, M(T; B B2) (Spas,) -
Uma vez que
(1,0,0) =0(0,0,1) — 1(0,1,1) + 1 (1,1,1),
(0,1,0) = —(0,0,1) + 1(0,1,1) +0(1,1,1),
(0,0,1) =1(0,0,1) +0(0,1,1) +0(1,1,1)

tem-se entao

0 -1 1
SBg—>B2 == —1 1 0
1 0 0
Logo,
. 0 -1 1 0 1
SBE’HBQM(T; Bz, Bg) (Slggﬂlgl)_ —1 1 0 1 0 SB1HBZ =
1 0 O -1 1
2 101, _4 ~1 3
=] 1 -1 { 11 } =1 0 =2 | =MT;By;B,).
0 1 1 1
Por exemplo, para (2,1) € R?, tem-se:
coordenadas de (2,1) M(T;i}f;Bi’) coordenadas de T'(2,1)
na base B? T na base B2
Spzpy L1 I'| Sps s,
coordenadas de (2,1) T coordenadas de T'(2,1)
—
na base B; M(T;B1;B2) na base B,.
ou seja
[ 2 } M(T;B2;B2) !
1 T 2
-1
Spzp, L 1 I'| Sgs_.s,
-3
3
{ :) } T, 1
-3 M(T;B1;Bs) 1
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Determinantes

Definicao 49. Dados os nimeros naturais 1,2,....,n chama-se permutacao desses n
nimeros a qualquer lista em que os mesmos sejam apresentados por ordem arbitraria.

Defini¢ao 50. Seja (i1is...i,) uma permutagao dos nimeros naturais 1,2, ...,n. Diz-
-se que um par (i;i;) ¢ uma inversao quando (j — k) (i; — i) < 0 (isto &, quando i; e iy
aparecerem na permutagao por ordem decrescente).

Definicao 51. Uma permutacao (iyis...i,) diz-se par (impar) quando o n° maximo de
inversoes incluidas for par (fimpar).

Exemplo 35. A permutagao (21453) é impar pois o n° méximo de inversoes nela inclui-
das é fmpar: (21), (43) e (53).

Definicao 52. Seja A uma matriz do tipo n x n. Chama-se determinante de A, e
escreve-se |A| ou det A, o mimero que se obtém do seguinte modo:

(i) Formam-se todos os produtos possiveis de n factores em que nao intervenha mais do
que um elemento da mesma linha e da mesma coluna de A.

(ii) Afecta-se cada produto do sinal + ou do sinal — conforme as permutagoes (dos
nimeros naturais 1,2, ...,n) que figuram nos indices de linha e de coluna tenham a mesma
paridade ou nao.

(iii) Somam-se as parcelas obtidas.

Em resumo: fixando, por exemplo, a permutagao (i1iz...i,) de 1,2,...,n

|A| = > (=1)7 @iy Aingo Qi

permutagao de 1,2,...,n

em que
0 se (i1l...1n) € (J1j2..-jn) tém a mesma paridade

1 se (i192...in) € (J1J2---Jn) tém paridade diferente.

Observacgao 36. Pode ainda escrever-se
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0 se (jij2-.-jn) € par
|A| = Z (—1)”a1j1a2j2...anjn onde o=
(j142..jn) 1 se (jijo.--Jn) € fmpar.

permutagao de 1,2,....,n

ou

0 se (i1ig...in) € par
‘A| = Z (—1)”ai11a1~22...ainn onde o =
(i1ig...in) 1 se (i193...i,) € fmpar.
permutagao de 1,2,...,n

Teorema 57. (i) Se A é do tipo 2 x 2, entao

11 a2
Q21 Q22

Al =

= a11Q22 — A120G21.-

(ii) Se A ¢ do tipo 3 x 3, entdo
11 Aaiz2 13
!A\ = | G21 Q22 G23 | =

a31 dasz2 G33

= Q11022033 + Q12023031 + (13021032 — (13022031 — (12021033 — G11023G32.

Observagao 37. Se A ¢ uma matriz do tipo n X n entdo |A| tem n! parcelas.

Exemplo 36. (i)

‘ ; :é ‘—1(—2)—(—1)2:0
(ii)
1 2 1
—1 2 |=1(-1)(=3)+3+8—1(-1)2—-6(-3) — 2 = 32.
2 1 -3

Definicao 53. Seja A = (a;;) uma matriz do tipo n x n, com n > 1. Seja A;; a matriz
do tipo (n—1) x (n—1) que se obtem de A suprimindo a linha ¢ e a coluna j de A. Chama-se
a A;; o menor-ij da matriz A.

Teorema 58. (Férmula de Laplace.) Seja A uma matriz do tipo n X n, com n > 1.
Tem-se
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det A=Y a;;(—1)detA;;, comie{l,..,n} fixo.
J J
j=1

Observagao 38. Seja A uma matriz do tipo n x n, com n > 1. Tem-se

det A = Zaij(—l)”j det A;;, com j e {l,...,n} fixo.
i=1

Exemplo 37.
; (1) :? i 1 -2 3 10 —2
=(-D(=1)**2 -1 4 |+(-2)(-1)*"|2 1 -1 |=
0 -1 0 =2 1 -2 -3 10 -2
1 0 -2 -3

=(=1)(=3)+ (-2)4 +2(-2)3 — (=1)3 = (=2)2(—=3) —4(—2) + 2[(—2) — (—2)] = —18.

Teorema 59. Sejam A e B matrizes do tipo n X n. Seja A um escalar.
(i) det (A7) = det A.

(ii) Se A for uma matriz diagonal, triangular superior ou triangular inferior entdao o
determinante de A é igual ao produto dos elementos da diagonal principal de A.

(iii) Se A tiver uma linha (ou coluna) nula entao det A = 0.
(iv) Se B for obtida de A trocando duas linhas (ou colunas) de A entdo det B = — det A.

(v) Sendo B, A; e Ay matrizes do tipo n x n com as n — 1 linhas (colunas): 1,2,...,7 —
1,7+ 1,...,n iguais, se a linha (coluna) ¢ de B for obtida somando as linhas (colunas) i de
A; e de As entao det B = det A; + det As.

(vi) Sendo B for obtida de A multiplicando uma linha (ou coluna) de A por um escalar
A entao det B = A det A.

(vii) Se duas linhas (ou colunas) de A forem iguais entao det A = 0.

(viii) Se B for obtida de A somando a uma linha (ou coluna) de A um muiltiplo escalar
A de uma outra linha (ou coluna) de A entao det B = det A.

(ix) det (AA) = \"det A.

(x) det A # 0 & A ¢ invertivel.
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(xi) det (AB) = det Adet B.

(xii) det (A;As...A;) = det A; det Ay...det Aj, onde Ay, Ay, ..., A; sdo | (I € N) matrizes
do tipo n x n.
B 1
~det A

(xiv) det (AB) =0« (det A =0 ou det B =0).

(xiii) Se A for invertivel, det (A1)

(xv) det (AB) = det (BA).

Exemplo 38.
9 75 31 11111
77T 5 31 33 3 31
55 5 3 1|=|155531]|=
33 3 31 7T 75 31
11111 9 75 31
11111 11111
133 33 022 2 2
=135 5 5|=|0241414|=
1 35 77 0 2 466
13579 0 2 46 8
11111 11111 11111
022 2 2 022 2 2 022 2 2
=002 22|=[00222|=[0022 2|=2"=16.
0 0 2 44 000 2 2 000 2 2
00246 000 2 4 0000 2

Observagao 39. (i) Sendo A e B matrizes do tipo n X n, em geral:

A+ Bl # [Al+|B] e |A=B|#|A]-|B|.

Por exemplo, se n é par, A=1e B = —1, tem-se

A+ B|=0#2 = 14 (-1)"=]A|+|B|.

n & par

(i) Sendo A uma matriz do tipo n X n, se fixarmos n— 1 linhas (colunas), o determinante
de A é uma funcao linear em relagdo a linha (coluna) nao fixada.
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Definigao 54. Seja A = (a;;) uma matriz do tipo n x n, com n > 1. Seja A;; o
menor-ij da matriz A. Chama-se a (—1)""7 det A;; o cofactor-ij da matriz A e & matriz
cof A = ((—1)""7 det A;;) do tipo n X n, com n > 1, a matriz dos cofactores de A.

Teorema 60. Para qualquer matriz A do tipo n X n, com n > 1, tem-se
A(cof A)" = (cof A)" A = (det A) 1.
Se det A # 0 entao A é invertivel e
1 1 1

_ T _ )i+ )
detA(COfA) getA( 1) det Aj;

~
entrada (i,5) de A—1

>

nxn

b
d

1 d —b
-1 __
A _ad—bc[—c a]'

(ii) Podemos usar o teorema anterior para calcular ndo s6 a inversa de uma matriz
(invertivel) mas também (e sobretudo) entradas concretas dessa inversa. Seja

Exemplo 39. (i) Seja A = [ i } € Moy (R) tal que det A # 0. Entao A ¢é invertivel

(§]

Note que ad — bc = det A.

A:

~ &~
oo Oov O
O O W

A entrada (1,2) da matriz A~! é dada por

(A V)13 = detA ((cot 4)7) = detA ((—1)>1 det Ayy) = _%2 (— det ([ - D) )

Note que apesar da entrada (1,2) de A ser nula, a entrada (1,2) de A~! nao ¢ nula.

coe _ . . , . T .
(iii) Para calcular A~! a partir do teorema anterior, ¢ preciso calcular (cof A)". Assim,
usando por exemplo A da alinea anterior, tem-se

5 6 |46 4 5
8 9 70 7 8
0 3 1 3 10 -3 6 =3
cof A= — — = 24 —12 =8
8 9 79 7 8 5 6 s
0 3 13 1 0
| |5 6 4 6 4 5| |

67



pelo que

-3 24 -—15
(cof AY'=1 6 —-12 6
-3 -8 5
e assim
[ -3 24 -—15 9 3
1 1 4 4
_1:th(cofA)T:E 6 -12 6 |=|-1 1 -1
e —_—
|5 8 5 P ow
De facto _
-2 10 3 100
-1 ! 4 56|=[010
1 2 5
oz 2|17 89 001

Teorema 61. (Regra de Cramer.) Seja A uma matriz do tipo n X n tal que A é
invertivel. Entao a tnica solucao do sistema de equagoes lineares AX = B é dada por

X=A"'B= (cof A)" B.

det A

Isto é, sendo X = [ T1 ... Ty }T e B = [ by ... by }T tem-se, para i =1, ...,n,

1 “ ki . det Cz
det A ;( 1)7 det Agiby, = det A’

xTr; =

onde C; é a matriz obtida de A substituindo a coluna ¢ de A pela matriz coluna B dos termos
independentes.

Exemplo 40. O sistema de equagoes lineares

y+22=28
do +2y—2=7
r—z=1

pode ser resolvido usando a regra de Cramer:

81 2 08 2 01 8
72 -1 47 -1 427
10 —1 11 -1 101

T = =14, y= =18 e z=-—— "1 _3
01 2 01 2 01 2
4 2 -1 4 2 -1 42 -1
10 —1 10 —1 10 -1
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Valores préprios e vectores préprios de uma matriz. Diagonalizacao.

Definigao 55. Seja A uma matriz n x n. Chama-se ao polinémio
p(A\) = det(A — )

o polinémio caracteristico da matriz A. Este polinémio tem grau n, o coeficiente do
termo de grau n é (—1)", o coeficiente do termo de grau n — 1 é (—1)""'tr A e o termo
constante ¢ p(0) = det A.

Definicao 56. Seja A uma matriz n X n. Chama-se valor préprio de A a qualquer
escalar A tal que A — Al seja nao invertivel, isto é, tal que det(A — AI) = 0. Ao conjunto de
todos os valores préprios de A chama-se espectro de A. A multiplicidade de A como raiz
do polinémio det(A — AI') chama-se multiplicidade algébrica de A e denota-se por m, ().
Chama-se vector préprio de A, associado ao valor préprio A de A, a qualquer vector nao
nulo v que verifique

(A—X)v=0,
isto é, a qualquer vector

v € N(A— D)\ {0}

Teorema 62. Seja A uma matriz n X n. O escalar 0 é valor proprio de A se e s6 se A
for nao invertivel. Isto é, a matriz A é invertivel se e s6 se 0 nao for valor préprio de A.

Teorema 63. Seja A uma matriz n X n. Entao o polinémio caracteristico de A pode ser
escrito na forma:

p(A) = det(A — AT) = (A — A)™ Ay — A)™ -+ (A — A)™,

onde A1, Aa, ..., A\, s@o os valores préprios distintos de A e mq,ma,...,my sao tais que
my 4+ my A+ -y =N,

Definicao 57. Se
p(A) =det(A — M) = (A1 — A)™ (A = A)"2 - (A — )™,

onde Aq, A, ..., A\, s@o os valores préprios distintos de A, aos expoentes my,ma, ..., My
chamam-se as multiplicidades algébricas desses valores préprios respectivamente. Escreve-
se

Ma (Ar) = mg.

Teorema 64. Seja A uma matriz n X n, com os valores préprios A1, g, ..., A, (repetidos
de acordo com a respectiva multiplicidade algébrica). Entao, atendendo & alinea anterior e
a definicao anterior tem-se

detA:)\l)\g)\n e trA:/\1+)\2_|_+)\n
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Definigao 58. Sejam A e B matrizes n X n. As matrizes A e B dizem-se semelhantes
se existir uma matriz S invertivel tal que

B =SAS™.

Teorema 65. Sejam A e B matrizes n X n. Se A e B forem semelhantes entao A e B
tém o(a) mesmo(a):

(i) determinante;  (ii) caracteristica;  (iii) nulidade;  (iv) trago;

(v) polinémio caracteristico, e portanto tém os mesmos valores préprios com as mesmas
multiplicidades algébricas e geométricas.

Dem. (Matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio caracteristico.)

det(B — M) = det(SAS™!' — ) =det(SAS™' —\SS™!) =
= det(S(A—AI)S™") =det Sdet(A — M) det (S7') =

1

Teorema 66. (i) Seja A uma matriz nxn. Se A tiver valores proprios Ay, ..., Ay distintos
dois a dois e se para cada ¢ = 1, ..., k considerarmos o conjunto S; dos vectores préprios de A
linearmente independentes e associados a A;, entao S; U ... U .S, é um conjunto linearmente
independente.

(i) Seja A uma matriz n X n. Tem-se
my (Ai) < ma (A ,

para qualquer valor préprio \; de A.

Dem. (i) Vejamos que a afirmagdo é valida para k = 2. O caso geral prova-se por
indugdo. Sejam \; e Ay dois valores préprios distintos e sejam S; = {uq,...,u,.} e Sy =
{v1,...,vs} dois conjuntos de vectores préprios de A linearmente independentes e associados
respectivamente a \; e a Ay. Suponhamos que se tinha

aguy + -+ oy + fog 4o+ Bus =00 (%)
Logo

0 = A(ayur+-- +apu, + fyvy + - + B,05) =
= ahug + et + B v+ B A (F)

Multiplicando (*) por A; e subtraindo a (**) obtem-se

61(/\2—)\1)U1+"‘+BS(/\2—)\1)U5:0,
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e atendendo a que A\; # \; e ao facto de S, ser linearmente independente, conclui-se que
By =---= [, =0. Finalmente, como S é linearmente independente, entao a; = --- = o, =
0 e deste modo S; U Sy é um conjunto linearmente independente.

(ii) Seja A; um qualquer valor préprio de A. Seja r = my, (A;) = dimN(A — N\, I). Seja
{uy,...,u,} uma base de N'(A — \;I). Seja {uy, ..., U, Ups1, ..., u, } uma base de R" (ou de
C"). Considere-se a matriz invertivel S™! = [u;...u U4 1...u,]. Tem-se

)\ilrxr * :|

O(n—r) xr k¥

SAS™! = [

Logo, como SAS™' e A tém o mesmo polinémio caracteristico, entdo \; é uma raiz do
) )
polinémio caracteristico de A com multiplicidade algébrica pelo menos igual a r.

Definigao 59. Seja A uma matriz n x n. Se existir uma matriz P~! invertivel tal que

D = PAP™,

com D matriz diagonal, entdo diz-se que A é uma matriz diagonalizavel e que P! ¢ a
matriz diagonalizante. No caso de A ser uma matriz diagonal, a matriz diagonalizante é
a matriz identidade.

Teorema 67. Seja A € M, «,(R). A matriz A é diagonalizdvel se e s6 se existir uma
base B,, de R" apenas constituida por vectores préprios de A. Neste caso, as entradas da
diagonal principal da matriz diagonal D serao os valores préprios de A apresentados pela
ordem dos vectores préprios correspondentes na base ordenada B,,. Além disso, a matriz
P~1 serd a matriz cujas colunas serao os vectores préprios de A, da base B,, de R" dispostos
pela mesma ordem, tendo-se

D = PAP

O mesmo se aplica a C".

Teorema 68. Seja A uma matriz n X n. Sendo Ay, ..., \; 0s valores préprios distintos de
A, entao as afirmacoes seguintes sao equivalentes:

(i) A ¢ diagonalizdvel.

(ii) A tem n vectores préprios linearmente independentes.
LK) k

(iif) ; mg (Ai) = n.

(iv) my (X)) = mq (N\;) paratodooi=1,... k..

Dem. (i) < (iii) Sejam Ay, ..., A\x os valores préprios de A distintos dois a dois.
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(=) Suponhamos que A é diagonalizdvel. Entdo A terd n vectores préprios linearmente
independentes. Suponhamos que [; dos vectores préprios de A estao associados ao valor
préprio A;. Logo, para cadai=1,....,k

Seja
r=dimN (A—XMNI)+ ...+ dmN (A — N\I).
Entao

Para cada i = 1, ..., k seja S; uma base de N' (A — \;I). Logo S;U...U Sy é um conjunto de
r vectores linearmente independentes, pelo que se tem r < n. Logo r = n.

(<) Suponhamos que n = dimN (A — \I) + ... + dim N (A — A\, I). Para cada i =
1, ...,k sendo m; = dim N (A — \;I), existird entdo um conjunto S; formado por m; vectores
préprios de A linearmente independentes associados ao valor préprio \;. Assim, conclui-se
que S;U...US, é um conjunto de n vectores préprios de A linearmente independentes, sendo
deste modo A diagonalizavel.

Observagao 40. (i) Se todos os valores préprios de A forem raizes simples do polinémio
caracteristico, entao A é diagonalizédvel.
(ii) Se A € M,x,, (R) entdo A é ¢é diagonalizavel se e s6 se:
R"=NA-M)&..dN(A—-X\I).
(iii) No caso de se ter D = PAP~! com P! invertivel e D matriz diagonal, tem-se,

para k € N,
DF = PAKP~! ouseja, A¥= P lDFP.

Exemplo 41. Uma matriz com valores préprios distintos.

1 5 —1
A=1] 0 -2 1
-4 0 3
O polinémio caracteristico ¢ dado por
1—A ) —1
det(A— ) = 0o —-2-Xx 1 =

—4 0 3—A

= 1=AN)(=2=ANB=AN)—20+42+)) =
= 1-AN(=2=-NB-N+4r—12=

= B=N[A=1)(A+2)—4] =

= B-AN)(N+A-6)=

= B3-MNXA=-2)(A+3).
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Os valores préprios de A sao os valores de A para os quais det(A — AI') = 0. Logo, os valores
préprios de A sao
/\1:3, )\2:2 (§ /\3:—3

Os vectores préprios de A associados ao valor préprio A sao os vectores nao nulos v € R3

para os quais
(A—=X)v=0,

isto é, sdo os vectores nao nulos de N' (A — \I).
Determinemos os vectores préoprios de A associados ao valor préprio A; = 3. Tem-se

-2 5 -1
NA=-M)=N[] 0 =5 1 ||=L{0,1,5).
4 0 0

Logo, o subespaco préprio E), é dado por
Ex =N (A-MI)=L({(0,1,5)}).
Os vectores préprios de A associados ao valor préprio A; = 3 sao
v=(0,5,5s), com s¢& R\{0}.

Determinemos os vectores préprios de A associados ao valor préprio Ay = 2. Tem-se

-1 5 -1
NA-MD)=N|[]| 0 -4 1 = L{(1,1,9)}).
—4 0 1

Logo, o subespaco préprio F), é dado por
By, = N (A=) = L{(1,1,4)}).
Os vectores proprios de A associados ao valor préprio Ay = 2 sao
v=_(s,8,4s), com s € R\{0}.

Determinemos os vectores préprios de A associados ao valor préprio A3 = —3. Tem-se

N (A= X)) =N =L({(3,-2,2)}).

Logo, o subespaco préprio E), é dado por
Ey, =N (A= Xs1) = L({(3,-2,2)}).
Os vectores préprios de A associados ao valor préprio A3 = —3 sao
v =(3s,—2s,25), com s € R\{0}.

Atendendo a que os valores préprios de A sao distintos, os vectores préprios de A asso-
ciados a esses valores préprios sao linearmente independentes. Como dimR? = 3, entao 3
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vectores em R? linearmente independentes formarao desde logo uma base de R3. Logo, o
conjunto

B={(0,1,5),(1,1,4),(3,-2,2)}

¢ uma base de R3. Deste modo, temos uma base de R? formada sé por vectores préprios de
A. Logo, a matriz A é diagonalizdvel, isto é, existe uma matriz invertivel P! diagonalizante
tal que a matriz PAP~! é diagonal, tendo-se

A0 0 30 0 01 3
D=PAP'=| 0 X 0 |=]l02 0|, com P'=|11 -2
0 0 Xs 00 -3 5 4 2

Note que cada coluna de P! é formada pelo vector préprio associado ao valor préprio
respectivo e na posicao respectiva.

Exemplo 42. Uma matriz com valores préprios repetidos mas diagonalizdvel.

211
A=12 3 2
3 3 4

O polinémio caracteristico é dado por

2—A 1 1
det(A— ) = 2 3— A 2 =
3 34—
2-=A)B=-XNA4-XN)+6+6—-3B-XN)—-62—-N)—-24-))=
= N4+ 150 +7=
= —A=1)A=1)A=7).
Os valores préprios de A sao os valores de A para os quais det(A — AI') = 0. Logo, os valores

préprios de A sao
)\1 =1 e /\2 =T.

Os vectores préprios de A associados ao valor préprio A sdo os vectores nao nulos v € R3
para os quais

(A—A)v =0,

isto &, sao os vectores nao nulos de N (A — \I).
Determinemos os vectores préoprios de A associados ao valor préprio A; = 1. Tem-se

111
NA-M)=N|]2 2 2 =L({(-1,1,0),(-1,0,1)}).
333

Logo, o subespaco préprio E), é dado por
Ex, =N((A—-X\I)=L{(-1,1,0),(-1,0,1)}).
Os vectores préprios de A associados ao valor préprio A; = 1 s@o

v=(—s—1,8,t),com s # 0 out#0.
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Determinemos os vectores préoprios de A associados ao valor préprio Ay = 7. Tem-se

NA-2D=N|| 2 -4 2 || =0{123).

Logo, o subespaco préprio E), ¢ dado por: E\, = N (A — X\I) = L ({(1,2,3)}). Os vectores
préprios de A associados ao valor préprio Ay = 7 sao

v=_(s,25,3s), com se& R\{0}.

Atendendo a que dim E), + dim E\, = 3, podemos ter a seguinte base de R? formada s6
por vectores préprios de A

B=1{(-1,1,0),(-1,0,1),(1,2,3)} .

Logo, a matriz A é diagonalizdvel, isto é, existe uma matriz invertivel P~! diagonalizante
tal que a matriz PAP~! é diagonal, tendo-se

M 0 0 1 00 -1 -1 1
D=PAP'*=]0 X 0|=|0101}, com P'=| 1 0 2
0 0 X 007 0 1 3

Note que cada coluna de P! é formada pelo vector préprio associado ao valor préprio
respectivo e na posicao respectiva.

Exemplo 43. Uma matriz com valores préprios repetidos e nao diagonalizavel.

7 5 -1
A= 0 -2 1
20 0 3
O polinémio caracteristico é dado por
T—A 5 -1
det(A—AI) = 0 —2—-A 1 =
20 0 3—A
(T=XN)(=2=X)B=XN)+100—20(2+\) =
= B=XN[(T=XN(=2=-X)+20] =
= (3=XN)(N?-51+6) =
= B=XNA=3)(A=2).

Os valores préprios de A sao os valores de A para os quais det(A — AI') = 0. Logo, os valores
préprios de A sao
)\1 =3 e /\2 = 2.

Os vectores préprios de A associados ao valor préprio A sao os vectores nao nulos v € R3

para os quais
(A—=X)v=0,
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isto é, sdo os vectores nao nulos de N (4 — AI).
Determinemos os vectores préprios de A associados ao valor préprio A\; = 3. Tem-se

4 5 -1
NA-MN)=N 0 -5 1 = L({(0,1,5)}).
20 0 0

Logo, o subespaco préprio E), é dado por: E\, = N (A — M\I) = L({(0,1,5)}). Os vectores
préprios de A associados ao valor préprio A\; = 3 sao

v=(0,s,5s), com se&R\{0}.

Determinemos os vectores préoprios de A associados ao valor préprio Ay = 2. Tem-se

5 5 -1
NA-xD)=N[]0 -4 1 || =000, -5-20)}).
20 0 1

Logo, o subespaco préprio Ey, é dado por: E), = N (A — XI) = L({(1,-5,—20)}). Os
vectores proprios de A associados ao valor préprio Ay = 2 sao
v=(s,—bs,—20s), com s € R\{0}.
Atendendo a que
dim E>\1 + dimE,\2 =2 <3,

nao ¢ possivel ter uma base de R? formada s6 por vectores préprios de A. Logo, a matriz A
nao é diagonalizdvel, isto é, ndo existe uma matriz invertivel P~! diagonalizante tal que a
matriz PAP~! seja diagonal.

Exemplo 44. Uma matriz com apenas um valor préprio real.

10 0
A=1(10 0 -1
01 O
O polinémio caracteristico ¢ dado por
1-A 0 O
det(A—A)=| 0 =X —1[=XN1-XN+1-X)=01-))N\+1).
0 1 =A

Os valores préprios de A sao os valores de A para os quais det(A — AI) = 0. Logo, os valores
préprios de A sao
)\1:1, )\QZZ (¢ )\3:—i.

Logo, a matriz A nao é diagonalizdvel numa matriz de entradas reais, isto é, nao existe uma
matriz invertivel P~! diagonalizante tal que a matriz PAP~! seja diagonal com entradas
reais. No entanto e atendendo a que os trés valores préprios sao distintos, a matriz A é
diagonalizdvel numa matriz de entradas complexas:

10 0
0 ¢+ O
00 —
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Exemplo 45. A sucessao de Fibonacci (Leonardo de Pisa, 1202). Seja (v,,), . tal que

neN

Ulzl, 'U221

Unt2 = Up + Upy1, n €N

Considerando a igualdade v, 11 = v,1, podemos escrever o sistema

Un+1 = Un+1 isto & Un+1 _ 01 Un,
Unt2 = Up + Unt1 Un+42 11 Un41

para todo o n € N. Aplicando sucessivamente a igualdade anterior tem-se

Upy1 | | O 1 Un, 101 0 1 Up—1 |
Ung2 | |11 Upp1 | |11 11 vn |
o] fw]_Jo1]"[1
- 111 ve | |11 1]
o 0 1
Calculemos agora os valores préprios de [ } :

11

—A 1
1 1-A

A=
5 U 2

det [

]:O@AQ—A—1:O@<>\:1+\/E 1_\/3>.

Valores proprios: A = 125 ¢ )\, = 125,
Atendendo a que

Y| B 0 1+ —\
Ve

1]:
s ] ({(55)

(—*1;‘/5, 1) é um vector préprio associado ao valor préprio 2‘f, sendo todos os vectores

, . . L, . 1+\f
préprios associados ao valor préprio =5~ dados por

(o

—X 1 _ 0 T+Ad—A ]
N{ 1 1—>\2}_N{1 1— X B

Atendendo a que
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SRS

(—%5, 1) é um vector proprio associado ao valor préprio %5, sendo todos os vectores

S ; fopin 1=VE
préprios associados ao valor préprio = dados por

(s om

Como existe uma base de R? formada s6 por vectores préprios (os dois valores proprios
sao distintos logo os vectores préprios correspondentes sao linearmente independentes) entao

a matriz { (1] 1 } ¢ diagonalizdvel. Assim, fazendo

» “14v5 145 V6 5+V5
P :{ i 12 } tem-se P = _E)Lg 5 V%
5 10
€ _
L5 g 0 1
s 2 — -1
D R P[l I}P =
01 P ="
Logo
Ve | _ [0 17" 1] _ P 15 Al (1]
Vnta 1 1] |1 0 =5 1
1+v5 0 " 1 (H_\/g)n 0 ] 1
_ p-1 2 _ p-1 2 _
e S [ ) ey |-
2 2 i
—14v5 145 (12‘/5)71 0 V5 5445 1
[ IESAIHE
1 1 0 (172\/5) 5 10
5-v/5 (17\/5>"+ 5+/5 <1+\/5)”
B 10 2 10 2
| 5-3v5 <1—\/5>"+ 3v545 <1+\/5)"
10 2 10 2
Isto é,

Un4+1 =

5-v5 (1-v5\ 54+v5[(1+V5)
10 2

para todo o n € N, com v, = 1.
Verifique que (por exemplo) vy =1, v3 = 2, vy = 3.
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Exemplo 46. (Um processo de difusdao.) Considere duas células adjacentes separadas
por uma membrana permedvel e suponha que um fluido passa da 1% célula para a 2% a uma
taxa (em mililitros por minuto) numericamente igual a 4 vezes o volume (em mililitros) do
fluido da 1% célula. Em seguida, passa da 2% célula para a 1* a uma taxa (em mililitros por
minuto) numericamente igual a 5 vezes o volume (em mililitros) do fluido da 2¢ célula.

Sejam vy (t) e vq (t) respectivamente o volume da 1% célula e o volume da 2% célula no
instante ¢. Suponha que inicialmente a primeira célula tem 10 mililitros de fluido e que a
segunda tem 8 mililitros de fluido, isto ¢ vy (0) = 10 e vy (0) = 8.

Determinemos o volume de fluido de cada célula no instante ¢.

Tem-se
vy (t) = —4vq (t)

vh (t) = 4vy (t) — Sug (t)

L[5 S]] o

4

isto é

. . . 0 . .
—4 e —5 sao os valores proprios da matriz 5 | sendo os vectores préprios associados

(1,4) e (0,1) respectivamente.
Como existe uma base de R? formada sé por vectores préprios (os dois valores préprios
sao distintos logo os vectores préprios correspondentes sao linearmente independentes) entao

a matriz [ _4 _05 } é diagonalizdvel. Assim, fazendo
4 |10 |10
P —[41 tem-se P = 41
e
| -4 0 | —4 0 _1
ep=[ 8] r[ 7 0 ]pe
-4 0| 4 —-4 0
@{4 _5}_13 {0 _5]13.

o sistema (*) é equivalente a



Plig]- [0 S [nE )
L] =10 S[n6 ]
(W@,
uy (t) = —duy (2) u (t)
& )ig <
wy (1) = =5uz (1), i | ) _
\ U2 (t)
log |uy ()] = —4t + ky uy (t) = e
N =
log |us (£)] = —5t + ks up (t) = cae™™

com ¢y, ¢y € R. De facto, se u (t) for solugao de v’ (t) = au (t) entdo u (t) e~ = ¢ (constante)

uma vez que (u (t) e=*) = 0. Logo u (t) = ce®*.

Assim
v ()| | ae* ]
{ vg (1) ] =F [ coe O | T
1o cre™ ] cre ¥
4 1 coe O | T | deje ¥ + et
Como
U1 (0) =10
(%) (0) =8
entao ¢; = 10 e co = —32 e assim a solugao geral do sistema de equagoes diferenciais lineares

Vi (t) = —4v (¢)

vh (t) = 4vy (1) — Buy ()

com os valores iniciais

U1 (0) =10
(%) (O) =8
é dada por
—4t
vy (t) 10e 1 01 .
= =10 gl - 32 11
ve (t) 40e~ 4 — 32¢75
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Valores préprios e vectores préprios de uma transformacao linear.
Diagonalizagao.

Definicao 60. Seja V espago linear. Seja T : V' — V uma transformacao linear. Diz-se
que um escalar A é um valor préprio de 7' se existir um vector nao nulo v € V' tal que

T(v) = A\v.

Aos vectores nao nulos v que satisfacam a equacao anterior chamam-se vectores préprios
associados ao valor préprio A. Dado um valor préprio A de 7', o conjunto

Eyx={veV:T()=}=N(T-\)

é um subespaco linear de V. Chama-se a ), o subespago préprio associado ao valor
préprio A. A dimensio de E) chama-se multiplicidade geométrica de A e denota-se por
my (A), isto &,

dim N (T — X)) =my, (N).

Exemplo 47. (a) Seja V um espaco linear e [ : V' — V a transformacao identidade. En-
tao todos os vectores de V', exceptuando o vector nulo, sao vectores préprios de 1" associados
ao valor préprio 1.

(b) Seja V' o espago linear das fungoes reais indefinidamente diferencidveis em R e T :
V — V a (transfomagao) fungao derivada. Como, por exemplo

T (¢*) = 26
entdo e* & vector préprio de T' associado ao valor préprio 2.

Observagao 41. (i) Sejam V um espago linear e 0 o vector nulo de V. Seja T : V — V
uma transformacao linear. Um escalar A é um valor préprio de T se e s6 se

N(T — \) # {0} .

(ii) Se o espago linear V' tiver dimensao finita n e se A = M (T'; B; B) for a matriz n X n
que representa T’ em relacao a uma base ordenada B de V', entao um escalar A\ é um valor
préprio de T se e s6 se esse escalar A for solucao da equagao

det(A — \I) =0,
uma vez que se tem, para v € V,

(T-XN)v=0<

a1
S(A-X)| + | =0.
Qi

onde aq, ..., o, sao as coordenadas de v na base ordenada B, dai que

81



A é um valor proprio de T' <
& N(T - M) #£{0} &
S NA-XN) #£{0} &

& det(A— M) =0

isto é
A é um valor préprio de T' < det(A— X)) =0

Além disso, tem-se
v é um vector propriode T < v e N (T — X)) \ {0} < (aq,...,a,) € N (A—X)\ {0}
isto &

v € um vector prépriode T & (ay,...,a,) € N (A — X))\ {0}
my (A) = dim N (T — X\I) = dim N (A — ).

(iii) No caso em que V =R" e A = M (T; BZ; BY), como (neste caso) v = (ay, ..., ),
tem-se

N (T = M) =N (A= ).

Definicao 61. Seja U um espago linear tal que dimU = n. Seja T : U — U uma
transformacao linear. Diz-se que T" é diagonalizavel se existir uma base ordenada B de
U em relagdo a qual a matriz M (T; B;B) que representa T nessa base seja uma matriz
diagonal.

Definicao 62. Seja U um espago linear de dimensao finita. Seja 1" : U — U uma
transformacao linear. Diz-se que T' é uma projecgao se

ToT=T (T*=T).

Teorema 69. Seja U um espaco linear de dimensao finita. Seja 7' : U — U uma
transformacao linear. Entao:

(i) T projeccao = os valores préprios de 7" s@o 0 e 1

(ii) T projecgao = U =N (T)®Z(T)

(iii) T projecgdo = Z (T) =N (T —1I)

(iv) T projeccio = U =N (T) e N (T —1I)

(v) T projeccao = T' ¢é diagonalizével

Observagao 42. Os valores préprios de T sao 0 e 1 # T projecgao
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Produtos internos e ortogonalizacao
Definicao 63. Sejam V um espaco linear real e 0 o vector nulo de V. Chama-se produto
interno em V' a uma aplicacao
():VxV =R

(u,v) — (u,v)

que verifique as trés condicoes seguintes.

(i) Simetria: para todos os u,v € V

(u,v) = (v,u).

(ii) Linearidade: para todo o v € V' (fixo)
{au + Pw,v) = a{u,v) + B (w,v)
para todos os u,w € V e «, f € R. Isto é, para todo o v € V (fixo) a aplicagao
V—-R

u — (u,v)

é linear.
(iii) Positividade: para todo o u € V' tal que u # 0,
(u,u) > 0.
Tendo-se (u,u) = 0 se e s6 se u = 0.
Observagao 43. (a) Um produto interno num espaco linear real é uma forma bilinear,
simétrica e definida positiva.

(b) Num espaco linear V' sobre C (espago linear complexo), um produto interno é uma
aplicagao que a cada par de vectores (u,v) € V x V associa o nimero complexo (u,v) e que
verifica as seguintes condigoes:

(i) Para todos os u,v € V

(u,v) = (v, u).
(ii) Para todo o v € V' (fixo) tem-se
(au + pw,v) = a (u,v) + B {w,v)

para todos os u,w € V e «, f € C, (onde por exemplo @ = a — bi se « = a + bi).

83



(iii) Para todo o uw € V tal que u # 0,
(u,u)y > 0.
Tendo-se (u,u) =0 se e s6 se u = 0.

(c) A um espago linear real de dimensao finita com um produto interno chama-se espago
euclidiano. A um espago linear complexo de dimensao finita com um produto interno
chama-se espago unitario.

Observagao 44. (i) Seja V um espago euclidiano. Seja B = {wy,ws, ..., w, } uma base
ordenada de V. Sejam u,v € V. Sejam

Qq, g, ..., Op € 517527"'76n

as coordenadas de u e de v na base ordenada B respectivamente, isto €,

n n

u = E ouw; e v= E Biw;.

=1 =1

Logo,
(u,v) = <Zazwz725iwi> Zzazﬁg (wi, w;) =
(wl,wli (wl,wgi (wq, wy) gl
= [ a1 Qg ... Qp } <w22w1 <w22w2 <w2zwn> 52 = ([U]B>T GB [U]B.
(Wp,wy) (W, ws) (W, wy) B,

Assim, fixando uma base ordenada B = {wy, wy, ..., w, } de V', aaplicacdo (,) : VxV — R
que a cada (u,v) € V x V faz corresponder (u,v), ¢ um produto interno em V' se e s6 se a
matriz

(wr,wy)  (wy,we) ... (w1, wy)
Gy — (wo,wr) (we,wa) ... (we,wy,)
(W, w1) (Wn,we) .. (W, wy)

for simétrica (G = GE) e definida positiva (([u]z)" Gg [u]z > 0, para todo o u # 0). Note-se
que atendendo as propriedades referentes as operagoes matriciais envolvidas, a igualdade

(u,v) = ([ulg)" G5 0]
equivale & bilinearidade da aplicagao (,) : V x V — R.

(ii) A matriz G anterior dé-se o nome de matriz de Gram ou matriz da métrica do
produto interno.
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(iii) Num préximo capitulo, como consequéncia da diagonalizagdo ortogonal, sendo
G simétrica (G = GL), serd estabelecida a equivaléncia:

((Jul5)" Gplulz > 0, paratodoo u+# 0)< (todos os valores préprios de G sio positivos).

(iv) Observe-se ainda que no caso de se ter um espago unitdrio, a matriz G tem os
valores préprios (num préximo capitulo) todos positivos e é hermitiana, isto é, é tal que
G = G_BT, (onde Gp € a matriz que se obtem de Gy passando todas as entradas desta ao
complexo conjugado), tendo-se

By
. _ By
(u,v):[a1 g ... an}GB :
B
Teorema 70. Seja V' um espago euclidiano com dimV' = n. Seja {w;, ws, ..., w,} uma
base ordenada de V. Entao, uma aplicacao

():VxV =R

¢ um produto interno (em V') se e s6 se

By
By T
(wv)y=[o1 as ... a, |Gp S| = (lulg)” Gslulg,
B,
com
U = Wy + QaWy + ... + Wy, v = w4+ Byws + ... + B, Wy.

e Gg € uma matriz simétrica cujos valores préprios sao todos positivos, dada por:

(wr,wy)  (wy,we) ... (wy,wy)
Gy — (wo,wy)  (wa,ws) ... (we,wy)
(W, w1) (W, wa) .. Wy, wy)

Exemplo 48. (i) Seja (,) : R? x R? — R a aplicagao definida por:

(a1, a2), (B, B2)) = a1y + aafBy,

com (aq, as), (B, 85) € R% Esta aplicagao ¢ um produto interno em R? a que se d4 o nome
de produto interno usual em R?, uma vez que

<(Oél,042> ) (51752» = 05151 +Oégﬁ2 = [ a; Qo } GBC |: g; :|
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com
10
6=y b

A matriz G, é simétrica e o tnico valor préprio de G, é 1 > 0.
(ii) Seja {,) : R? x R? — R a aplicagao definida por:
(1, 2) , (81, B2)) = =201 31 + 3aaf3s,

com (ay,as), (B, 3,) € R Esta aplicagdo nao é um produto interno em R?, uma vez que

-2 0
(a1, ), (81, 55)) = —2a16; + 3azf4 = [ o) o ] G [ gl } com G= { 0 3 } )
2
A matriz G é simétrica, no entanto, os valores proprios de G: —2 e 3 nao sao ambos positivos.

(iii) O produto interno usual em R"™ é dado por:
():R"xR" >R

(u,v) — (u,v) =u’w,

Un,
(iv) O produto interno usual em C" é dado por:
():C"xC"—=C
(u,v) — (u,v) = uv,

U1
onde v =" =[u w ... U |ev=

Un,

(v) Um produto interno em M, ., (R).
(,) 1 My (R) X Mppsn (R) = R

(A, B) — <A, B> = iiaijbij = tr (ATB) .

i=1 j=1

(vi) Um produto interno em C ([a, b]).
() C(la,0]) x C([a, b)) — R

LM)H%@I/f@M@m
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Prova da positividade: (f, f) > 0 para toda a fungdo nao nula. Seja f € C ([a,b]). Seja
To € [a,b] tal que f (zo) # 0. Como f? ¢ continua em [a, b], existe um intervalo I C [a, b] tal
que para todo o x € [

(f (m))2 > (f (5;0)) .
Logo
(f,f>=/ (f(x))Qdmz/I(f(x))zde/I(f(zO)) do — (f(go)) /ldx: (f(f;"o» 11> 0

onde |I| denota o comprimento do intervalo 1.

Exemplo 49. R? com um produto interno nao usual. Seja (,) : R2 x R? - R a
aplicagao definida por:

(o, 2) , (81, Ba)) = 201 8) + a1 By + 2B + 3023y,

COII]/(O[l, O'/?) ) (517 62) c R
E fécil ver que esta aplicagao é simétrica e linear em relacdo a (aq, ap) (fixando (5, 55))-
Vejamos por exemplo que a condicao

((an, ), (a1,0)) > 0, para todo o (aq,as) # (0,0),

é satisfeita.
Atendendo a que

(a1, a2) , (1, a0)) = 202 4 20109 + 302 = 2 + (a1 + a2)” + 202,
tem-se
((a1,02), (a1,02)) = 0
<:>(O[1:0 e a1 +ay;=0 e 062:0)
S (=0 e az=0) < (a1, 2) = (0,0).

Em alternativa, podemos escrever

((a1,02), (B, B2)) = 20181 + a1y + azf3y + 3y =

:[Ozl QQ]GBC[//S;} com GBCZ|:?;):|

A matriz G, ¢ simétrica e os valores préprios de Gp,: %5 e %5 sao ambos positivos.

Definigcao 64. Sejam V' um espaco linear com um produto interno e 0 o vector nulo de
V. Sejam u,v € V.

(i) Chama-se norma de u a:
[ull =/ {u, u).
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(ii) Diz-se que u e v sdo ortogonais se (u,v) = 0.
(iii) A projecgao ortogonal de v sobre u # 0:
proj, v
deverd ser tal que

proj, v = ku (para um certo escalar k) e (v — ku, ku) = 0.

Como

(v—ku,u) =0 (v,u) —k{u,u) =0 k= %,

u
entao a projeccao ortogonal de v sobre u # 0 serd definida por:
proj, v = tw, U2>u.
|
No caso de V' ser um espago linear real pode escrever-se: proj, v = <||v, |1|L2> u.
u

(iv) Chama-se dngulo entre dois vectores nao nulos u e v tais que (u,v) € R a:

f = arccos

Note que este angulo estd bem definido atendendo ao préximo teorema.

Observagao 45. (i) O angulo 0 entre dois vectores nao nulos u e v é 7 se e s6 se u e v
sao ortogonais.

(ii) Para cada u € V (fixo) com u # 0, a aplicacdo proj, : V — V que a cada v € V faz
corresponder proj, v satisfaz:

proj, (aw + fw) = aproj, (v) + B proj, (w),

para todos os v,w € V e o, € R. A uma aplicacao que verifique a condicao anterior
chamaremos transformacao linear.

(iii) Sejam u,v € V'\ {0}. Tem-se
{u, v)

proj, v = W“ = ||v]]

(u,v) 1 1
u = (||v]| cos0) —u.
(Joleost) 7o

el o} ffell

Teorema 71. (i) Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Seja V' um espago linear com
um produto interno. Entao, para todos os u,v € V,

[{w, )| < Jull o]
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(ii) Sejam u,v € V. Tem-se:

|{(u, v)| = ||u|| ||v]| & {u,v} ¢é linearmente dependente.

Dem. (i) Sejam u,v € V. Se u = 0 a desigualdade ¢é satisfeita. Se u # 0, tem-se

{u, v)

2
0 < ||lv — proj, v||* = HU_—ZU = <U—MU,U—MU> =
I I [[ul
T\ 7T\ 2
2 <U,U> <u7 U> 2 <U,U> 2 |<U7U>|
= lol" + =7 Jull” = 25— [(u, v} = |[v]|” = 2
[ul[* ul [l [l

e assim
[(u, v)] < lull o]l
(ii) Se u = 0 entao:
|{(u,v)| = ||lu|| ||v|| & {u,v} é linearmente dependente.
Se u # 0 entao:

[{u, v)|”

2
]

{u,v} & linearmente dependente < 0 = ||v — proj, v||* = ||v||* —

& [(u,v)] = l[ul[ o]

Teorema 72. Teorema de Pitagoras. Seja VV um espaco linear real com um produto
interno. Sejam u,v € V. Tem-se u e v ortogonais se e sé se

2 2 2
lu = ol = [lull” + [Jo]|”-

Dem.
[ —v]|* = (u—v,u—v) = (u,u)— (v, u)—(u, V)+(v,v) = |u]|*~2 (u,v)+[[v]|* = ||Ju]*+|v]?

se e so se
(u,v) =0,

isto é, se e s6 se u e v forem ortogonais.

Observagao 46. (i) Num espago euclidiano, o teorema de Pitdgoras pode ser enunciado
do seguinte modo:
2 Co2 .2
[0l = l[proj, v[|” + |[v — proj, v||

para todos os u, v.

lol* = [[proj, v]|* + v — proj, v||* = |[proj, v|*
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(ii) Num espago euclidiano, a desigualdade de Cauchy-Schwarz poderia ter sido provada
recorrendo ao teorema de Pitdgoras, uma vez que

S 2 C2 2
[proj,, vl = [lv[|” = [lv = proj, v[” < |[o|” &

o (Ll g < ol o ol <l o

2
[l

(iii) Em R? com o produto interno usual, a desigualdade de Cauchy-Schwarz é dada por

1By + agfy| < yJa + a3y /8 + 3
uma vez que

(a1, a2), (B, B2)) = a1y + aafBy,
com (a1, az), (B, Bs) € R

(iv) Em R™ com o produto interno usual, a desigualdade de Cauchy-Schwarz é dada por

n
Z i,
i=1

n n
2 2
< E o5 § ,61 )
=1 =1

uma vez que

(a1, ey an), (B, oy B)) = @18y + oo + a8,
com (avq,...,a), (B, ..., B,) € R™

Teorema 73. Sejam V um espago linear com um produto interno e 0 o vector nulo
de V. Sejam u,v € V e X escalar. A norma é uma aplicacdo ||| : V' — R que satisfaz as
seguintes propriedades.

(i) Positividade: |Ju| > 0 se u # 0.
(ii) Homogeneidade: ||Au| = |A|||u]|

(iii) Desigualdade triangular: ||u + v|| < ||u|| + ||v]]

Dem. (iii)
-+ 0* = [lul® + [[o]* + 2 Re (u, v) <
2 2 2 2
< llll” + 1ol + 21w, 0} < llull™ 1ol + 2 fluf o] =
2
= (ull +1lvlD
logo

lu+ol] < flull + [|vfl -
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Definicao 65. Pode definir-se norma num espaco linear V', sem estar associada a
qualquer produto interno, como sendo uma aplicacao de V' em R que satisfaz as propriedades
do teorema anterior. A um espaco linear com uma norma chama-se espago normado.

Observagao 47. Seja VV um espaco linear real com um produto interno. Sejam u,v € V.
Tem-se

(u,0) = 2 (Il + 0l = flul® = Jlo]*) -

N | —

Teorema 74. Seja V um espago normado. Sejam u,v € V. Entao, a norma pode dar
origem a um produto interno definido por

(u,0) = 5 (lu+ol” = Jul® = [lo]%) .

DN | —

se e s6 se

2 2 2 2
lu = of" + [lu+ 0" = 2||u]” + 2 |v]]".
Esta ultima equagao é conhecida por lei do paralelogramo.
Exemplo 50. Uma norma que nao dd origem a um produto interno. Seja
|| : R? — R a aplicagao definida por

[, )| = fea] + |asl,

com (g, ay) € R?. E facil verificar que esta aplicagao satisfaz as trés condigoes da norma.
Logo, é uma norma. No entanto, é também fécil verificar que esta norma nao satisfaz a lei
do paralelogramo. Logo, esta norma nao poderd originar um produto interno.

Definicao 66. Sejam V' um espaco linear com um produto interno e S C V. Diz-se que
S é ortogonal se para todos os u,v € S com u # v, se tiver
(u,v) = 0.
Diz-se que S é ortonormado se for ortogonal e se, para todo o u € S, se tiver

lull = 1.

Teorema 75. Sejam V' um espaco linear com um produto interno e S C V. Seja 0
o vector nulo de V. Se S é ortogonal e 0 ¢ S entdo S ¢ linearmente independente. Em
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particular, se n = dim V' entao qualquer conjunto S ortogonal de n vectores nao nulos é uma
base de V.

Teorema 76. Seja V' um espago euclidiano com dim V' = n. Seja B = {us, ..., u, } uma
base (ordenada) ortogonal de V. Entao, as coordenadas de um vector v € V' em relacdo a
base (ordenada) B sao dadas por:

<U7uj>
(uj, uz)’

a; =

com j = 1,....,n. Se B for ortonormada entao as coordenadas de um vector v € V' em relagao
a base (ordenada) B sao dadas por:

Qj = </U7U’j> )

comj =1 ..n.

Teorema 77. Seja V um espago euclidiano com dim V' = n. Seja B = {wy, ..., w, } uma
base (ordenada) ortonormada de V. Entao, para todos os u,v € V, tem-se

n

(u,v) = Z (u, w;) (v, w;) (féormula de Parseval)

=1

Observagao 48. Seja V um espago euclidiano com dimV = n. Seja B = {wy, ..., w,}
uma base (ordenada) ortonormada de V. Sejam u,v € V, com

U = Wy + QaWsy + ... + W, v = w4+ Bywy + ... + B, Wy.
Entao a férmula de Parseval é dada por:
<U, U) = Zazﬁz = 05161 + a262 + .+ O‘nﬁn

i=1
e tem-se

Notagao 3. Sejam V' um espago linear com um produto interno e 0 o vector nulo de V.

Para qualquer v € V', com v # 0, o vector Hv serd denotado por ﬁ
v v
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Teorema 78. Método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Seja V um es-
paco euclidiano (ou unitario) nao nulo. Seja U um subespaco de V. Entao U tem bases
ortonormadas. Mais concretamente, seja

{Ula Vo, ...y Uk}

uma base de U e sejam

Uy = v,
Uy = Vg — Proj,, Vo,
U = Vp — plroju1 Vg — oo — projulc_1 UV

entao
(i) L({u17u27 )uk}> - L({Ul, Vo, ..., Uk}) = U’
(ii) o conjunto {uy,us, ..., ux} € uma base ortogonal de U.

Uz U

(iii) o conjunto { o

, e } ¢ uma base ortonormada de U.
[ || [zl [l

Exemplo 51. Considere-se R* com o produto interno usual. Seja
U= L({(lv I, -1, _1)7 (17 2,3, 4)7 (2> 1, -6, _7)7 (17 3,7, 9)})

Determinemos a dimensao de U e uma base ortonormada para U. Tem-se

11 2 1 11 2 1 11 2 1
1 2 1 3 01 -1 2 01 —1 2
13 67| o4 -4 8| |loo 0o 0
14 -7 9 05 -5 10 00 0 0

Logo, o conjunto {v;,ve}, com v; = (1,1, —1,—1) e vo = (1,2, 3,4), é uma base de U e como
tal dim U = 2.

Sejam u; = vy € Uy = vy — PIoj,, Va.

Logo, o conjunto {uy,us}, com u; = (1,1,—1,—1) e

14+2—-3—4
uz—(L2ﬂl4)—-it—z————U,L—4,—1)—(13,23%

¢ uma base ortogonal de U. Uma base ortonormada para U:

{ul UQ}:{(H 1 1)7(\/2_63\/%\/%3\/2_6>}

ut]]” JJue| 2°2° 2 2 137 26 ° 13 26

Teorema 79. Seja B = {uy,us,...,u,} uma base (ordenada) de um espago euclidiano
(ou unitario). A base B é ortonormada se e s6 se a matriz da métrica Gp em relagao a essa
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base for a matriz identidade. Em R™ o produto interno usual é aquele (o tinico) em relagao
ao qual a base candnica é ortonormada.

Teorema 80. Seja {vy, vy, ...,v,} uma base (ordenada) de R". Entao, existe um tnico
produto interno em R" para o qual esta base é ortonormada.

Exemplo 52. Considere em R? a base (ordenada) B = {vy,v2}, com v; = (1,0) e vy =
(1,1). Vejamos que existe um e um s6 produto interno para o qual a base B é ortonormada.

Seja B2 = {(1,0),(0,1)} a base canénica de R%. Sejam u,v € R?, com u = (a1, a3) e
v = (84, 8,), onde ay,asy e 31, 3, sao as coordenadas na base B? de u e v respectivamente.
Logo, a aplicagao (,) : R? x R? definida por

(1, 0) = (a1, @) , (B, Ba)) = ([O‘;O‘DH H ({Blﬁ_fgb -

:04151_04152_042ﬁ1+2a262:[al a2} {—11 _21} {gi]

¢ um produto interno e é o Unico para o qual a base B é ortonormada.

1 -1
-1 2

NOTE QUE: G, = [ } (é simétrica e os valores préprios

1
01

tnico valor préprio 1 é positivo) a matriz da métrica em relagdo a B. E facil verificar que
para este produto interno a base B é ortonormada:

<(1’O) ) (17 1)> =0 e <(1’O) ) (170)> = <(171)7(171)> =1

ambos positivos) ¢ a matriz da métrica em relacdo a B. e Gz = [ } (é simétrica e o

Definigao 67. Sejam V um espaco linear com produto interno e U um subespago de V.
Diz-se que um elemento de V' é ortogonal a U se for ortogonal a todos os elementos de U.
Ao conjunto de todos os elementos ortogonais a U chama-se complemento ortogonal de
U e designa-se por U+,

Ut ={veV:{v,u) =0 paratodoouc U}.

Teorema 81. Seja V' um espaco linear com produto interno. Qualquer que seja o
subespaco U de V, também U~ ¢ um subespaco de V.

Definicao 68. Sendo S um subconjunto de V', nao necessariamente um subespaco de
V, (também) pode definir-se S-:

S+ ={veV:(v,u) =0 para todo o u € S}.
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Observacao 49. Apesar de S nao ser necessariamente um subespaco de V, S+ & sempre
um subespaco de V', tendo-se

St =(L(S))".

Teorema 82. Seja V' um espaco linear com produto interno.
(i) Seja U um subespaco de V. Tem-se

UNnU* ={0}.

(ii) Seja S um subconjunto de V. Entao
Sc (s
No préximo teorema ver-se-a que no caso de se ter dim V' < oo, entao
L(S) = (s)"
ou ainda, sendo U um subespaco de V' com dim V' < oo, entao

U= (UY".

(iii) Sejam S, S5 subconjuntos de V. Entao
S1 C Sy = (S5)t c (S))*

(iv) Seja U um subespago de V. Se {vy,...,v,} é uma base de U entao

Ut={veV:(u)=..={mu,)=0}.

(v) Sejam Uy, Us subespagos de V. Tem-se

(UL + o)™ = (Uh)" N (U2)

(U, N )" D (D) + (Up) "

Se dimV < oo tem-se
(U, NUs)" = (U)" + (Ua)".

Dem. (v) Como
UycUi+Uy e Uy CcU +Uy

entao

(U 4+ U) c (U e (U4 U c (U)*.

Logo
(U 4+ Us)" c (U) N (U)*"
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e assim
1

((Ul)L N (UQ)L) c ((U1 n U2)l)L

e substituindo Uy por (U1)" e Uy por (Uz)" tem-se

()" + (Ua)"

Se dir;V<oo

(U, N Uy)*" © <((U1)L + (UQ)L)L)L

Por outro lado, como
UNnUyclU; e UNUyCU,

entao
(Ul)L C (UlmU2>L e (UQ)J_ - (UlﬂU2>L.
Logo
(U + (Un)*" C (U NUy)*
e assim

(Wi U2)L)L c (W + (U2)l>L

e substituindo Uy por (U1)" e Uy por (Us)" tem-se

1

(U N () ¢ <((Ul>L n (Ul)L>L) C (U + Uy

Exemplo 53. (i) Se U C R3 ¢ um plano que passa pela origem, entdo U+ é uma recta
que passa pela origem e é perpendicular ao plano.

(ii) Se U C R? é uma recta que passa pela origem, entao U+ é um plano que passa pela
origem e é perpendicular a recta.

(iii) Seja A € M, (R). Entao, usando o produto interno usual, tem-se

(iv) Seja A € M50 (R). Entao, usando um produto interno nao necessariamente usual
relativamente a uma base B, tem-se

(L(A))" = N(AGp).

(v) Seja A € Myen(R) tal que A 6 invertivel. Entdo, (A (4))" =R” e (£ (A4))" = {0}.

Definicao 69. Sejam U e V espagos lineares. Diz-se que T': U — V é uma transfor-
macao linear se e s6 se verificar as duas condicoes:

(i) T(u+v) =T(u) +T(v), para todos os u,v € U.
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(ii) T'(Mu) = AT'(u), para todos os u € U e escalares \.

Definicao 70. Sejam U e V espacos lineares e T': U — V uma transformacao linear.
Seja 0 o vector nulo de V.

(i) Chama-se contradominio ou imagem de 7" ao conjunto
I(T)={T(u) :u e U}.
Note-se que Z(T') é um subespago linear de V.
(ii) Chama-se nicleo ou espago nulo de 7' ao conjunto
N(T)={ueU:T(u)=0}.
Note-se que N (T') é um subespaco linear de U.

Definicao 71. Considere-se o produto interno usual. Seja U um espaco linear de
dimensao finita. Seja T : U — U uma transformacao linear. Diz-se que 7' é uma projeccao

ortogonal se
ToT=T (IT*=T) e N(T)=(Z(T))".

Teorema 83. Se U é um subespago de um espaco euclidiano V', entao V' é a soma directa
de U e U+, isto &,
V=UesU".

Logo, cada elemento v € V' pode ser escrito de modo tnico como soma de um elemento de
U com um elemento de U+:

v=wvy 4oy, com vy €U e wyL U™,
A transformacio linear Py : V — V definida por
Py(v) = vy
chama-se projecgao ortogonal de V' sobre U. Note que Py satisfaz
v seveU

Py=PyoPy=(Py)? e PU(U):{O se v € Ut

I(Py)=U e N(Py)=U"

A transformacio linear Py. : V — V definida por
PUL ('U) = Uyt
chama-se projeccao ortogonal de V sobre U+. Note que P . satisfaz

v seveUt

Pyi=PyioPy = (Pp) e PUL(”):{ 0 sevel
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IZ(Py)=U" e N (Py)=U.

Tem-se
I=Py+Py. e dimV=dimU+dimU™*

uma vez que, como veremos a seguir, tem-se dim V' = dim N (T') + dim Z (T'), para qualquer
transformacao linear 7' definida num espaco linear de dimensao finita. Logo

) =v

Se {wy, wy, ...,w;} for uma base ortogonal de U, entao

para todo o v € V.
Se {uy,us, ...,ux} é uma base ortogonal de U+, entao, para todo o v € V

k k
v, uj ,
Pyi(v) = g < ‘ J2> u; = E Proj,, v = vy

Neste caso, {wy, wa, ..., wy, Uy, usg, ..., ur } € uma base ortogonal de V.

Tem-se ainda:
(i)
(Fu (u),v) = (u, Py (v)), (Pys (u),v) = (u, Pys (),
para todos os u,v € V;
(i) 2 2 2
[ul| " = [[Po ()" + [[Bre ()],

para todo o u € V' (Teorema de Pitdgoras);

Teorema 84. Seja U um subespaco de um espago euclidiano V. Seja v € V. Entao,
tem-se
lv = Fu (0)|| < [lo—ul],

para todo o u € U, e a igualdade verifica-se se e s6 se u = Py (v).

Dem.
lo =Py ()" =l —u— Py (v =w)|* = || P (v = w)]* <
< NPy =P+ Py (0=l =
= |lv—ul® & |lv = Py (v)|| < [l —u] .
A igualdade ||[v — Py (v)|| = ||[v — ul| verifica-se se e s6 Py (v — u), isto é, se e s6 se u = Py (v).
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Definicao 72. Seja U um subespaco de dimensao finita de um espacgo linear V' com
produto interno. Seja v € V. Entao, o elemento de U mais préximo de v é a projecgao
ortogonal Py (v) de v sobre U.

Definicao 73. Seja U um subespago de um espaco euclidiano V. A distancia d entre
um ponto v € VV e um subespaco U é dada por:

d(v,U) = [|Pyr (v = 0)[| = [Py (0)]| = [l = P (v)] -

Definigao 74. Seja V um espaco euclidiano. Seja U um subespago de V com dim U = k.
Seja ¢ € V. Chama-se ao conjunto

{a} +U

um k-plano. A distancia d entre um ponto p € V e um k-plano P = {q} + U ¢ dada
por:

d(p,P) =Py (p—ql-

Definigao 75. (i) A distancia entre dois k-planos paralelos

Pr={pt+U e Po={q}+U

¢é dada por:
d(P1,P2) = [Py (p— )l

(ii) A distancia entre duas rectas paralelas

r={p}+L{u}) e s={q}+L({u})
é dada por:
d(r,s) = ‘

Priup (0 = Q)“ :

Exemplo 54. Considere-se R? com o produto interno usual.

(i) Seja P o plano (em R?) que passa pelos pontos: (1,2,1), (1,0,—1) e (1,1,1). Tem-se

P ={(1,2,1)} + L ({(0, -2, -2), (0, —1,0)})

uma vez que

(0,—-2,-2) = (1,0,—1) — (1,2,1) e (0,—1,0) = (1,1,1) — (1,2,1).

Equagao vectorial de P: (z,y,z) = (1,2,1)+«(0, -2, —2)+5(0,—1,0), com «, 5 € R.

Equacgoes paramétricas de P:
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xr =
y=2-p05—-2«a
z=1-2«

com a, 3 € R.
Equacao cartesiana de P: x = 1.
Podemos determinar a equagao cartesiana de P do seguinte modo. Atendendo a que
P=A{(1,2,1)} + L({(0,-2,-2),(0,—1,0)})

seja U=1L{(0,-2,-2),(0,-1,0)}).

(8 3 -

= (L{(1,0,00}))" = {(z,y,2) € R*: ((z,9,2),(1,0,0)) = 0}

Logo,

e assim, a equagao cartesiana do plano P que passa pelo ponto (1,2, 1) é dada por:
ou seja por
r=1.

(ii) Determinemos a equagao cartesiana da recta que passa pelos pontos (1,1,0) e

(1,2,1). Tem-se
r={(1,1,0)} + L ({(0,1,1)}),

uma vez que
(0,1,1) = (1,2,1) — (1,1,0).

Seja
U=L{(0,1,1)}).

Logo,
U=(UH" =W ([0 1 1])" =(L{(1,0,0),(0,1,-1)}))"

e assim, a equacao cartesiana da recta r é dada por:

(((r—1,y—1,2),(1,0,0)) =0 e {((x—1,y—1,2),(0,1,—-1)) =0) &

& (lx—1)=0e 1(y—1)—1z2=0),

ou seja por



Diagonalizagao unitaria e diagonalizagao ortogonal

Considera-se o produto interno usual.

Definigao 76. Seja A = (a;;) € M;xn(C). Denota-se por A¥ a matriz A" isto 6, a
transposta da matriz conjugada A = (a@;;), onde @;; é o complexo conjugado de a;;. Ou seja,

—T . ) .
escreve-se A7 = A" . A matriz A diz-se hermitiana se

AP = A,
Observagao 50. (a) Sejam o, € C, A,C € M,;,5x,(C) e B € M,,«-(C). Tem-se:
i AN’ =4 (i) (ed+BB)7T =aA” + BBH (iii) (AC)T =cH A

(b) Sendo A hermitiana tal que A € M,,,(R), entdo A é simétrica (A7 = A). Recipro-
camente, se A € M,,..,(R) for hermitiana entdo A é simétrica. Ou seja, para matrizes reais
quadradas os conceitos de matriz simétrica e matriz hermitiana coincidem.

Teorema 85. Todos os valores préprios de uma matriz hermitiana sao reais. Além disso,
os vectores préprios associados a valores préprios distintos, de uma matriz hermitiana, sao
ortogonais.

Dem. Seja A € M, «,(C) tal que A é hermitiana. Seja A um valor préprio de A e seja
w um vector préprio associado. Seja a = u Au. Entdo, tem-se

a=a = (uHAu)H:uHAH (uH)H = wfAu=a.
A & hermitiana

Ou seja, « é real. Por outro lado, como
2
a=uTAu = u =\ g lui|”,

tem-se
o

2
2 Juil
Sejam agora u; e ug vectores préprios associados respectivamente a valores préprios
distintos A\ e \y. Entao, tem-se

e R.

H
(Auy)™ ug = ulf Ay = ut Aug = Mut uy
A é hermitiana

(AUI)HU2 = (/\1U1)H Uz = )\_1u11un = Alu{{UQ.
A1€ER

Logo, tem-se
)\1U{IU2 = )\QU{{UQ 54 ()\1 — )\2) U{{’UJQ = 0.
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E assim, como A\; # Ay, entao
H
uy ug =0,
~——
=(u1,u2)

ou seja, u; € Uy sao ortogonais.

Observagao 51. Todos os valores préprios de uma matriz simétrica real sao reais. Além
disso, os vectores préprios associados a valores préprios distintos, de uma matriz simétrica,
sao ortogonais.

Definigao 77. (i) Seja U € M,,x,,(C). A matriz U diz-se unitdria se se tiver UU = I,
isto ¢, se UY = U1, ou seja, se as colunas de U constituirem uma base ortonormada de C".

(ii) Seja P € M, xn(R). A matriz P diz-se ortogonal se se tiver PTP = [, isto &, se
PT = P71 ou seja, se as colunas de P constituirem uma base ortonormada de R™.

Definicao 78. (i) Seja A € M,,x,(C). A matriz A diz-se unitariamente diagonal-
izavel se existir U unitdria tal que UAUY é uma matriz diagonal, isto é, se as colunas de
U formarem uma base ortonormada de C" constituida sé por vectores préprios de A.

(i) Seja A € M,,»n(R). A matriz A diz-se ortogonalmente diagonalizdvel se existir
PT ortogonal tal que PAPT é uma matriz diagonal, isto ¢, se as colunas de PT formarem
uma base ortonormada de R™ constituida s por vectores préprios de A.

Observagao 52. (i) Seja U unitdria tal que U € M, »,(R). Entao U? = U7, isto &,
toda a matriz unitdria real é ortogonal. Reciprocamente, se P € M,,(R) for ortogonal
entao P é unitdria. Ou seja, para matrizes reais quadradas os conceitos de matriz ortogonal
e matriz unitdria coincidem.

(ii) Seja A uma matriz hermitiana. Se todos os valores préprios de A forem raizes simples
do polinémio caracteristico, entao existe uma matriz unitédria que diagonaliza A, isto é, existe
U unitéria tal que UAU é uma matriz diagonal, ou seja, A é unitariamente diagonalizével.

(iii) Como se vai ver a seguir, a afirmac@o anterior (ii) continua vilida mesmo se os
valores préprios nao forem todos raizes simples do polinémio caracteristico.

Teorema 86. (Teorema de Schur). Seja A uma matriz n x n. Entdo, existe uma
matriz unitdria U? tal que UAU é triangular superior (inferior).

Dem. A demonstracao serd efectuada por inducao em n. O resultado é ébvio paran = 1.
Suponhamos que a hipétese ¢ vélida para matrizes k x k e seja A uma matriz (k + 1) x (k + 1).
Sejam A\; um valor préprio de A e w; um vector préprio associado de norma 1. Aplicando
o método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, seja {wy, ..., wg 1} uma base ortonormada
para C**1. Seja WH a matriz cuja coluna i é igual ao vector w;, parai = 1,...,k+1. Entdo,
por construcdo, a matriz W ¢ unitdria. Por outro lado, a primeira coluna de WAW &
igual a W Aw;, tendo-se

1 A1

0 0
WA'LUl = W)\1w1 = )\1WU}1 = /\1 . -

0 0
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e assim

WAWH =

onde M é uma matriz k X k.
Pela hipotese de inducao, existe uma matriz k x k unitaria (Vl)H tal que Vi M (Vl)H =T,
onde T} é uma matriz triangular superior. Seja

1

o |

Vi =

Entao VH é unitdria e tem-se

VIW)AVIWY = vivAwWHVH =

A
0

0

*

ViM ()

*

0

()"

At
0

0

*

T

T,

onde T é uma matriz triangular superior. Como a matriz (VW)H ¢ unitdria, pondo U =
(VW)Y tem-se
UAU? =T,

com T triangular superior e U unitéria.

Exemplo 55. Seja A = [ _22 ;.‘) Os valores préprios de A sao: 3 e 4. Como
N(A=-3I) = LH{1,1)}) e N(A—4I) = L({(1,2)}) entao, aplicando Gram-Schmidt,

V2 2

o conjunto V2 Q) , (—‘/5 V2 555

2772 272
vector préprio de A associado ao valor préprio 3. Tem-se

¢ uma base ortonormada de R? onde ( ) é um

V2 V2
UAU" =T com U"=| 3 2
2 2
Isto é
VI V2 VI 2
T:7272 2 1 z -2 _[33
V2 V2| 2 5| 2 2 0 4]
2 2 2 2

Teorema 87. Seja A uma matriz hermitiana. Entao existe uma matriz unitdria U que
diagonaliza A, isto é, A é unitariamente diagonalizével. Ou seja, existe U unitdria tal que
a matriz UAU ¢ diagonal.
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Dem. Pelo teorema anterior, existe uma matriz unitria U tal que a matriz UAUY ¢é
triangular. Seja T'= UAU*. Tem-se entao

T — (AU = (T aTut = AUt =T.

A & hermitiana

Logo, como T = T* e T ¢é triangular entdao T é diagonal.

Teorema 88. Seja A € M, ,(R) tal que A é simétrica. Entao existe uma matriz
ortogonal PT" que diagonaliza A, isto ¢, A é ortogonalmente diagonalizdvel. Ou seja, existe
P ortogonal tal que a matriz PAPT é diagonal.

Observagao 53. Sendo A € M,,«,(R) tal que A é simétrica, entao existe PT ortogonal
tal que a matriz PAPT ¢ diagonal, isto ¢, existe uma base ortonormada de R” formada s6
por vectores proprios de A, e a matriz PT é a matriz cujas colunas sio os vectores proprios
de A que formam essa base ortonormada de R", sendo PAPT a matriz diagonal onde se
coloca na entrada ¢ da diagonal principal o valor préprio correspondente ao vector préprio
da coluna i da matriz P7.

Teorema 89. Seja A € M,,»,(R). A é ortogonalmente diagonalizavel < A é simétrica

Dem. (=) Suponhamos que A é ortogonalmente diagonalizével. Sejam D diagonal e
PT ortogonal tais que A = P'DP. Entao

AT = (PTDP)" = PTDT (PT)" = PTDP = A.
(<) Teorema anterior e o facto de todos os valores préprios de uma matriz simétrica real
serem reais
Teorema 90. Seja A € M,,..,(R) tal que A é simétrica. Tem-se:
A ¢é definida positiva, isto é, u’ Au > 0 para todo o u # 0 <

< todos os valores préprios de A sao positivos

Dem. Sendo A simétrica entao A é ortogonalmente diagonalizavel, isto é, existem D
diagonal e PT ortogonal tais que D = PAPT. Assim

(u” Au > 0 para todo o u # 0) < ( (PTu)T APy > 0 para todo o u # 0) <

& (u” (PAP") u > 0 para todo o u # 0) < (u" Du > 0 para todo o u # 0) <

& (Z (u;)* \; > 0 para todo o u # 0) < (\; > 0 paratodooi=1,...,n)

i=1
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onde Ay, ..., A, sao os valores préprios de A sao positivos.

Observagao 54. (i) Existem matrizes ndo hermitianas que sdo unitariamente diago-
nalizdveis, como por exemplo as matrizes anti-hermitianas (A = —A) e as matrizes anti-
simétricas (AT = —A).

(ii) Seja A € M5, (C). Suponhamos que A é unitariamente diagonalizavel. Sejam
D diagonal e U unitéria tais que A = U?DU. Como em geral se tem D # D, entdo

AT — (U pu)" = U" DU £ UM DU = A
Logo A nao tem que ser necessariamente hermitiana.

(iii) O préximo teorema diz quais sdo as matrizes unitariamente diagonalizaveis.

Definicao 79. Uma matriz A diz-se normal se

AAT = AF A,

Observagao 55. Se A € M,,.,(R) entdo A dir-se-4 normal se

AAT = ATA.

Teorema 91. (i) Sendo A € M,,«,,(C) uma matriz normal tem-se para todo o vector u
|Aul| = ||AHuH )

Em particular, sendo A € M,,»,(C) uma matriz normal, para qualquer escalar )\, a matriz
A — M também é normal tendo-se

IA = A ul = ||(4 =A™ ul| = (A" = 31) o

e assim, se A for um valor préprio de A e v um vector préprio de A associado a esse valor
préprio entdao A é um valor préprio de A7 e u um vector préprio de A associado a esse
valor préprio, isto é,

Au = \u e Aty = .

(i) Os vectores préprios associados a valores préprios distintos, de uma matriz normal,
sao ortogonais.

Dem. (i) Sendo A € M,,,(C) uma matriz normal tem-se para todo o vector u

|Aul® = (Aw)" Au= A" Au =l AAT = (A7) Ay = || AT

logo
|Aul| = ||AHuH )
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Sendo A € M,,«,(C) uma matriz normal, para qualquer escalar A, a matriz A — Al também
é normal:

(A=A (A=A = (A= AI) (A" = XI) = AA" DNAT XAL N T = AHA-NAT - JAHNP T =

= AT (A=A — (A= ADX= (A" = XI) (A=) = (A =AD" (A= \I).

Logo
I = Aryul = || (4 = A1) ul| = [[(A" = X1) u]

e assim, se A for um valor préprio de A e v um vector préprio de A associado a esse valor
préprio entdao A é um valor préprio de A7 e w um vector préprio de A associado a esse
valor préprio, isto é,

Au = \u e Aty = .

(ii) Seja A € M,,.,(C) tal que A é normal. Sejam A;, Ay valores proprios de A tais que
A1 # A € sejam vy e vy vectores préoprios de A associados respectivamente a A1 e \y. Tem-se

A’Ul = )\1’01 (§ AH’Ul = )\1’01

AU2 = )\2?)2 (§ AH’UQ = )\2’02

()\1 — )\2) <U1,’l}2> = ()\1 — )\2) (U1>H1)2 = )\1 <U1>H Vo — )\2 (’Ul)H Vg =
= ()\_11}1)H'U2 — (’Ul)H ()\21}2) = (AHvl)H Vg — ( ) (AUQ) (A ’Ul) — (AHU1>H Vg = 0.

Assim, como A; # Ay, tem-se (vq, vg) = 0.

Teorema 92. Seja A € M,,,,(C). A é unitariamente diagonalizdvel < A é normal

Dem. (<) Suponhamos que A é normal. Existe uma matriz unitdria U e uma matriz
triangular superior (inferior) 7" tais que T = UAU". Vejamos que T é normal. Tem-se

THT = (UAUH) UAUT = UARUHU AUY = UAHAUHA,: 1
= UAATUY = UAUHUARUH = TTH,

Logo T' é normal. Seja T' = (t;;) do tipo n x n. Comparando as entradas das diagonais
principais de 7T e THT tem-se:

[t ]* + [taal” + [asl* + -+ [tal” =[]’
[toal” + [tas]” + - + [tan® = [tra]” + [t2af”
’tnn‘2 = ’tln‘Q + ‘thF + ‘t3n’2 + -+ ’tnn’2
e assim, t;; = 0 sempre que ¢ # j. Logo T' é diagonal e portanto A é unitariamente
diagonalizdvel.
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(=) Suponhamos agora que A é unitariamente diagonalizdvel. Queremos mostrar que
A é normal. Sejam D diagonal e U unitdria tais que D = UAUY, ou seja, A = UZDU.
Tem-se

AAY = yH pu (U pU)" = v DUUP DU = UT (DDY) U

(S
AT A = (U pU)" U DU = UM DPUUM DU = UY (D D) U.
Como
MNP0 o0
pp¥—pip—| O Pl
o 0
0 0 IS

entao tem-se AA” = A7 A e assim A é normal.

Exemplo 56. Seja

11
A=10 1
10

— = O

A matriz A nao é simétrica logo nao é ortogonalmente diagonalizdvel. Mas:

1101110 110][110]" [211
011 01 1]=[0T11 011 =11 21
1 01 1 0 1 1 01 1 01 1 1 2
110
istoé, | 0 1 1 | énormal e como tal é unitariamente diagonalizdvel. Tem-se
1 01
2 0 0
0 1-1iv3 0 =
0 0 14+1iv3
D
x/;/Tg 1 \/5\/?g 1 ﬁ oo ﬁ —ﬁ—%’l _ﬁ—i_%i
=| 5t G- 3| |01 LY Frg —F -
V3 _1l; V34 1; V3 1 01 V3 V3 V3
6 2 6 2" 73 L3 3 3 J
UH

onde 2, % - %z e % + %Z\/g sao os valores préprios de A e

{(ﬁﬁﬁ)(ﬁ 1 V3 1\/_3)(¢§ L V3 1§)}
’ ’ 6 273

3733

6 2" 6 T3v3

6 2"

sao respectivamente vectores proprios associados a esses valores préprios, normalizados e
ortogonais entre si.
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Definigao 80. Seja A € M, (R). A matriz B tal que B? = A chama-se raiz quadrada
de A e escreve-se
B =VA.

Exemplo 57. (i) Existem infinitas

o)

liFs Fr
t | Fr s

com s,7,t € N tais que t? = s* + r? (triplos pitagéricos).

por exemplo

o\ NTx . 01
(i) Nao existe [ 00 ]

Definigao 81. Seja A € M, x,(R) tal que A é simétrica e definida positiva. A matriz
B tal que B? = A chama-se raiz quadrada simétrica e definida positiva de A e escreve-se

B =+VA.

Teorema 93. Seja A € M,,»,(R) tal que A é simétrica. Entao, as seguintes afirmagoes
sao equivalentes.

(i) A é definida positiva.

(ii) Existe uma matriz simétrica definida positiva B tal que A = B2 A matriz B
chama-se raiz quadrada simétrica e definida positiva de A e escreve-se

B =+VA.

(iii) Existe uma matriz invertivel S tal que

A=5TgS.

Dem. (i) = (ii) Supondo que A é definida positiva, vejamos que existe uma matriz
simétrica definida positiva B tal que A = B2.

Como A é simétrica, entao A é ortogonalmente diagonalizével, isto é, existe uma matriz
ortogonal P tal que

M O - 0

. 0 . .
PAP' =D =

0

0 0 A\,
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onde Aq, ..., A\, sao os valores préprios de A, os quais sao todos positivos por A ser definida
positiva, tendo-se

D = (D)
com
Vi o0 - 0
DI _ 0 . . .
0
0 0 v\
Assim
A=P'DP =P (D) P=(P'D'P)(P'DP) =B
com
B=P'D'P
simétrica:

BT = (P"D'P)" = P*(D")" (PT)" = PTD'P=B
e definida positiva uma vez que os valores préprios de PTD'P sao os de D'.

(ii) = (iii) Supondo que existe uma matriz simétrica definida positiva B tal que A = B2
vejamos que existe uma matriz invertivel S tal que

A=9T8S.
Como B é simétrica e definida positiva, basta fazer S = B para ter-se
A=B*=BB=S5"S

com S simétrica e invertivel uma vez que sendo B definida positiva, 0 nao é valor préprio de
B.

iii) = (i) Supondo que existe uma matriz invertivel S tal que A = S S, vejamos que A
|
é definida positiva, isto é, vejamos que

u? Au > 0,
para todo o u # 0. Tem-se
ul Au = u"'STSu = (Su)” Su = ||Sul® > 0
para todo o u # 0, uma vez que S é invertivel.
Observagao 56. Sendo A uma matriz do tipo n X n com n valores préprios distintos e

nao nulos, entao existem pelo menos 2" raizes quadradas de A, isto é, existem pelo menos
2" matrizes B tais que B? = A.

Teorema 93. (i) Se A for simétrica e definida positiva entao existe uma tnica matriz
simétrica e definida positiva B, a rafz quadrada de A tal que B2 = A e escreve-se v/ A.
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(ii) Se A for simétrica e semidefinida positiva entao existe uma tnica matriz simétrica e
semidefinida positiva B, a raiz quadrada de A tal que B? = A e escreve-se v/ A.

4 1
1 4
proprios associados ao valor préprio 3 sdo todos os vectores de L ({(—1,1)})\{0}. Os
vectores préprios associados ao valor préprio 5 sao todos os vectores de L ({(1,1)})\ {0}.
Tem-se

Exemplo 58. Seja A = [ . Os valores préprios de A sao: 3 e 5. Os vectores

[ V2 V2 _ V2 V2
2 2 2 2
D:[S g}: H H = PAPT
V2 V2 V2 V2
L 2 2 2 2
com
_ V2 V2
2 2
D = 3 0} e PT =
05 N
2 2
onde

(%) (7%)}

sao vectores préprios normalizados e ortogonais entre si respectivamente associados aos val-
ores préprios 3 e 5. Logo

_V2 V2 _v2 V2

B 2 {\/g 0 ] 2 2

i oam L0 VBl s o

2 2 2 2
NCRE NI NCEE

V5—35V3 5V3+4V5

o=

ou seja
V3+1vE 1VE-1v3
LB-1V3 LV3+1V5

¢ a unica matriz simétrica e deﬁnlda positiva tal que

- WE+1VE 1VE-1v3 ] {4 1} )
—3V3 V3 +3V5

ol

Exemplo 59. Seja
1 11
A=1111
1 11
Valores préprios de A: 0 e 3. Vejamos 2 modos para determinar v/A:
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(i) Base de R? formada sé por vectores préprios:

(-1,0,1),(-1,1,0), (1,1,1)

~ ~ R
EN(A)\{0} EN(A-3I)\{0}
111 -1 -1 1][00O0][—-5 —5 2
11 1(=|0 1 1[{000]||-35 2 —3|=
111 1 0 1]]003 503 3
) pe % Y
2
-1 -1 1 00 O —% —% %
= 0 1 1 00 O —% % —%
1 0 1]]l00 V3 I 3 3
pe N ¥
~1 -1 17[0 0 © L1 3 3 3
VA= 0 1 1|[00 0 _gg_ézﬁﬁﬁ
3 3 3
1 1
Lo dfloowslld ] 4] |53
p-1 VD P
(ii) Base ortogonal de R? formada s6 por vectores préprios:
1
(-1,0,1),(-1,1,0) — = (—1,0,1), (1,1,1) ={(-1,0,1),(-1,2,-1),(1,1,1)}.
N 2 R
™ EN(A-31)\{0}

eN(A)\{o0}

Base ortonormada de R? formada s6 por vectores préprios:

N— ———

V2 0 v2\ [ V6 V6 VB) (V3 V3 VB
22 )\ " 636 )\ 333
EN(A)\{0} N (A-31)\{0}
_¥2 _v6 V3 00 0 _V2 g 2 V3 V3 V3
2 6 3 2 2 3 3 3
VA = 0 V6 V3 00 0 _V6 V6 6 | — | VB \/Tg ?
3 3 6 3 6 3
V2 o _ V6 V3 00 V3 V3 V3 VB V3 V3 V3
R 2 6 3 | \ /| 3 3 3 B 3 3 3
pT vD )3
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