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Matrizes: operações e suas propriedades

De�nição 1. (i) Sejam m;n 2 N. Uma matriz A, do tipo m � n (lê-se m por n), é
uma tabela de m� n números dispostos em m linhas e n colunas:

A =

26664
a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n
...

... � � � ...
am1 am2 � � � amn

37775 :
Usa-se também a notação A = (aij)m�n ou simplesmente A = (aij), na qual aij é a entrada
(i; j) da matriz A. Se m = n, diz-se que A é uma matriz quadrada do tipo n � n (ou de
ordem n) e as entradas a11; a22; :::; ann formam a chamada diagonal principal de A. Se
m 6= n, diz-se que A é uma matriz rectangular.

(ii) Amatriz linha i de A é:
�
ai1 ai2 � � � ain

�
, para i = 1; :::;m. Amatriz coluna

j de A é: 26664
a1j
a2j
...
amj

37775
para j = 1; :::; n.

(iii) À matriz do tipo m � n cujas entradas são todas iguais a zero, chama-se matriz
nula e representa-se por 0m�n ou simplesmente por 0. Por exemplo

02�2 =

�
0 0
0 0

�
e 02�3 =

�
0 0 0
0 0 0

�
.

(iv) À matriz do tipo n� n 26664
a11 0 � � � 0
0 a22 0
...

. . .
...

0 0 � � � ann

37775
tal que aij = 0 se i 6= j para todos os i; j, isto é, à matriz cujas entradas fora da diagonal
principal são todas nulas, chama-se matriz diagonal.

(v) À matriz (aij) do tipo n � n tal que aii = 1 para todo o i = 1; :::; n; e aij = 0 se
i 6= j : 26664

1 0 � � � 0
0 1 0
...

. . .
...

0 0 � � � 1

37775 ,
chama-se matriz identidade e representa-se por In�n ou simplesmente por I.
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(vi) À matriz do tipo n� n 26664
a11 a12 � � � a1n
0 a22 � � � a2n
...

. . . . . .
...

0 � � � 0 ann

37775
cujas entradas por baixo da diagonal principal são todas nulas, isto é, tais que aij = 0 se
i > j, chama-se matriz triangular superior. À matriz do tipo n� n26664

a11 0 � � � 0

a21 a22
. . .

...
...

...
. . . 0

an1 an2 � � � ann

37775
cujas entradas por cima da diagonal principal são todas nulas, isto é, tais que aij = 0 se
i < j, chama-se matriz triangular inferior.
Uma matriz diz-se triangular se fôr triangular superior ou triangular inferior.

Exemplo 1. As matrizes

A =

�
1 �1
�2 2

�
, B =

�
1 2 3 4
2 0 �2 0

�
, C =

�
0 0 7

�
e D =

2664
4
3
2
1

3775
são dos seguintes tipos: A é 2 � 2, B é 2 � 4, C é 1 � 3, D é 4 � 1. Tem-se, por exemplo,
a21 = �2, b13 = 3, c12 = 0 e d41 = 1.

Observação 1. Uma matriz (real) A do tipo m� n é uma aplicação:

A : f1; :::;mg � f1; :::; ng �! R
(i; j) �! aij

Notação 1. O conjunto de todas as matrizes reais (complexas) do tipom�n é denotado
porMm�n (R) (Mm�n (C)). Tem-seMm�n (R) �Mm�n (C).

De�nição 2. Duas matrizes são iguais se forem do mesmo tipo e se as entradas corres-
pondentes forem iguais, isto é, A = (aij)m�n e B = (bij)p�q são iguais se m = p, n = q e
aij = bij, para i = 1; :::;m e j = 1; :::; n.

De�nição 3. A soma de duas matrizes do mesmo tipo

A = (aij)m�n e B = (bij)m�n
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é a matriz
A+B = (aij + bij)m�n.

Exemplo 2. Sejam

A =

�
1 4 �1
�3 2 �3

�
, B =

�
0 �2 4
7 3 9

�
, C =

24 �1
1=2

�
p
2

35 e D =

24 1
�1=2p
2

35 :
A+B =

�
1 2 3
4 5 6

�
, C +D =

24 00
0

35 e não é possível, por exemplo, somar B com C.

De�nição 4. O produto de um escalar (número real ou complexo) � por uma
matriz A = (aij)m�n é a matriz:

�A = (�aij)m�n.

Notação 2. A matriz (�1)A será denotada por �A.

Exemplo 3. SejaA =
�
1 4 �1
�3 2 6

�
. Tem-se, por exemplo, �2A =

�
�2 �8 2
6 �4 �12

�
.

Observação 2. 1A = A, 0A = 0 (matriz nula).

De�nição 5. A diferença entre duas matrizes A e B do mesmo tipo é de�nida por

A�B = A+ (�B),

ou seja, é a soma de A com o simétrico de B.

De�nição 6. (i) O produto AB de duas matrizes A e B só pode ser efectuado se o
número de colunas da 1a matriz, A, fôr igual ao número de linhas da 2a matriz, B. Nesse
caso, o produto AB de A = (aij)m�p por B = (bij)p�n é de�nido por:

AB = (ai1b1j + :::+ aipbpj)m�n =

 
pX
k=1

aikbkj

!
m�n

,

isto é,2666664
a11 � � � a1p
... � � � ...
ai1 � � � aip
... � � � ...
am1 � � � amp

3777775
264 b11 � � � b1j � � � b1n

... � � � ... � � � ...
bp1 � � � bpj � � � bpn

375 =
26666664

pP
k=1

a1kbk1 � � �
pP
k=1

a1kbkn

� � �
pP
k=1

aikbkj � � �
pP
k=1

amkbk1 � � �
pP
k=1

amkbkn

37777775
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Note que sendo b1; :::;bn as colunas da matriz B, então

AB = A
�
b1 � � � bn

�
=
�
Ab1 � � � Abn

�
e sendo a1; :::; am as linhas da matriz A, então

AB =

264 a1
...
am

375B =
264 a1B

...
amB

375
(ii) Sejam A uma matriz do tipo n� n e p 2 N. A potência p de A é de�nida por

Ap = A:::A| {z }
p vezes

e para p = 0 de�ne-se (se A fôr não nula) A0 = I.

(iii) Diz-se que duas matrizes A e B comutam se AB = BA.

Exemplo 4. (i) �
0 �2
2 3

� �
1 1 �1
�3 2 �2

�
=

=

�
0� 1 + (�2)� (�3) 0� 1 + (�2)� 2 0� (�1) + (�2)� (�2)
2� 1 + 3� (�3) 2� 1 + 3� 2 2� (�1) + 3� (�2)

�
=

=

�
6 �4 4
�7 8 �8

�

(ii)
�
1 1 �1

� 24 �1
1=2

�
p
2

35 = �1� (�1) + 1� 1
2
+ (�1)�

�
�
p
2
��
=
�p
2� 1

2

�

(iii) 24 �1
1=2

�
p
2

35 � 1 1 �1
�
=

=

24 (�1)� 1 (�1)� 1 (�1)� (�1)
1
2
� 1 1

2
� 1 1

2
� (�1)�

�
p
2
�
� 1

�
�
p
2
�
� 1

�
�
p
2
�
� (�1)

35 =
24 �1 �1 1

1
2

1
2

�1
2

�
p
2 �

p
2
p
2

35

(iv) p 2 N,

26664
a11 0 � � � 0
0 a22 0
...

. . .
...

0 0 � � � ann

37775
p

=

26664
(a11)

p 0 � � � 0
0 (a22)

p 0
...

. . .
...

0 0 � � � (ann)
p

37775.
6



Observação 3. (i) O produto de matrizes não é comutativo. Por exemplo, para

A =

�
0 1
1 0

�
e B =

�
0 �1
1 0

�
tem-se AB =

�
1 0
0 �1

�
e BA =

�
�1 0
0 1

�
.

Logo AB 6= BA.

(ii) CD = 0; (C = 0 ou D = 0), pois, por exemplo, para

C =

�
1 1
1 1

�
e D =

�
�1 1
1 �1

�
; CD = 0:

(iii) Se A (B) tem uma linha (coluna) nula então AB tem uma linha (coluna) nula.

(iv) MUITO IMPORTANTE: Sendo

A =

26664
a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n
...

... � � � ...
am1 am2 � � � amn

37775 ; X =

26664
x1
x2
...
xn

37775
então:

AX =

26664
a11
a21
...
am1

37775x1 +
26664
a12
a22
...
am2

37775x2 + :::+
26664
a1n
a2n
...
amn

37775xn.

De�nição 7. A transposta de uma matriz A = (aij)m�n é a matriz AT = (aji)n�m,
isto é 26664

a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n
...

... � � � ...
am1 am2 � � � amn

37775
T

=

26664
a11 a21 � � � am1
a12 a22 � � � am2
...

... � � � ...
a1n a2n � � � amn

37775 :

De�nição 8. Sendo A = (aij)n�n uma matriz quadrada, chama-se traço de A ao número
real (ou complexo)

tr(A) = a11 + :::+ ann =

nX
i=1

aii.

Exemplo 5. (i)

24 1 �3
4 2
�1 6

35T = � 1 4 �1
�3 2 6

�
. (ii) tr

��
1 4
�3 �2

��
= �1.
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Teorema 1. Sejam A, B, C e D matrizes de tipos apropriados, � e � escalares. São
válidas as seguintes propriedades para as operações matriciais.

(a) (Comutatividade da soma) A+B = B + A.

(b) (Associatividade da soma) A+ (B + C) = (A+B) + C. Note que esta propriedade
permite generalizar a de�nição de soma de 2 matrizes à soma de um no �nito de matrizes,
desde que as matrizes intervenientes sejam de tipos apropriados.

(c) (Elemento neutro da soma) Existe uma única matriz 0 do tipo m�n tal que A+0 =
0+ A = A, para toda a matriz A do tipo m� n.

(d) (Simétrico) Para cada matriz A existe uma única matrizB tal que A+B = B+A = 0.
Esta matriz B denota-se por �A.

(e) (Associatividade do produto por escalares) � (�A) = (��)A.

(f) (Distributividade) (�+ �)A = �A+ �A.

(g) (Distributividade) � (A+B) = �A+ �B.

(h) (Associatividade do produto de matrizes) A (BC) = (AB)C. Note que esta pro-
priedade permite generalizar a de�nição de produto de 2 matrizes ao produto de um no

�nito de matrizes, desde que as matrizes intervenientes sejam de tipos apropriados.

(i) (Distributividade) A (B + C) = AB + AC e (B + C)D = BD + CD.

(j) � (AB) = (�A)B = A (�B). A+ :::+ A| {z }
p vezes

= pA. (Ap)q = Apq.

(k) AI = A e IB = B, para todas as matrizes A = (aij)m�n e B = (bij)n�m, onde I é a
matriz identidade do tipo n� n.

(l) A0 = 0 e 0B = 0, para todas as matrizes A = (aij)m�n e B = (bij)n�m, onde 0 é a
matriz nula do tipo n� n.

(m)
�
AT
�T
= A:

(n) (A+B)T = AT +BT .

(o) (A1 + A2 + :::+ An)
T = AT1 + A

T
2 + ::: + A

T
n , com A1, A2, :::, An matrizes de tipos

apropriados.

(p) (�A)T = �AT .

(q) (AB)T = BTAT .

(r) (A1A2:::An)
T = ATn :::A

T
2A

T
1 , com A1, A2, :::, An matrizes de tipos apropriados.

(s) Sendo A = (aij)n�n e B = (bij)n�n duas matrizes quadradas e � um escalar, tem-se

tr(A+B) = tr(A)+tr(B), tr(�A) = � tr(A); tr(AT ) = tr(A) e tr(AB) = tr(BA):
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Resolução de sistemas de equações lineares e a invertibilidade (ou não) de
matrizes

De�nição 9. Uma equação linear com n incógnitas x1; x2; :::; xn é uma equação da
forma

a1x1 + a2x2 + :::+ anxn = b;

em que a1; a2; :::; an e b são constantes (reais ou complexas). A b chama-se termo indepen-
dente.

De�nição 10. Um sistema de m equações lineares com n incógnitas x1; x2; :::; xn é
um conjunto de equações da forma

(�)

8>><>>:
a11x1 + a12x2 + :::+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + :::+ a2nxn = b2

:::
am1x1 + am2x2 + :::+ amnxn = bm

em que aij e bk são constantes (reais ou complexas), para i; k = 1; :::;m e j = 1; :::; n.

De�nição 11. Rn = f(x1; :::; xn) : x1; :::; xn 2 Rg.

De�nição 12. Uma solução (caso exista) de um sistema de m equações lineares com n
incógnitas reais, é o elemento

(s1; s2; :::; sn) 2 Rn

que satisfaz as equações desse sistema quando substituímos

x1 = s1; x2 = s2; :::; xn = sn.

(No caso das variáveis tomarem valores complexos ter-se-ia soluções em Cn.)
Usando o produto de matrizes, isso equivale a dizer que

S =

26664
s1
s2
...
sn

37775
satisfaz a equação matricial

AX = B;

em que

A =

26664
a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n
...

... � � � ...
am1 am2 � � � amn

37775 , X =

26664
x1
x2
...
xn

37775 e B =

26664
b1
b2
...
bm

37775 ,
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isto é, fazendo X = S tem-se a condição verdadeira AS = B. Ao conjunto de todas as
soluções do sistema chama-se conjunto solução (CS) ou solução geral do sistema.

Observação 4. Rn =Mn�1 (R).

De�nição 13. A matriz A é a matriz dos coe�cientes do sistema AX = B, X é a
matriz coluna das incógnitas e B é a matriz coluna dos termos independentes. A matriz

[A j B] =

26664
a11 a12 � � � a1n j b1
a21 a22 � � � a2n j b2
...

... � � � ...
...

...
am1 am2 � � � amn j bm

37775
associada ao sistema (�) chama-se matriz aumentada do sistema.

Exemplo 6. O sistema linear de duas equações e duas incógnitas�
x+ 2y = 1
2x+ y = 0

pode ser escrito do seguinte modo:�
1 2
2 1

� �
x
y

�
=

�
1
0

�
.

A solução geral do sistema acima é dada por

f(x; y) : x+ 2y = 1 e 2x+ y = 0g = f(�1=3; 2=3)g ;

isto é, X =

�
�1=3
2=3

�
é a única matriz que satisfaz AX = B, com A =

�
1 2
2 1

�
e B =

�
1
0

�
.

De�nição 14. A um sistema de equações lineares da forma8>><>>:
a11x1 + a12x2 + :::+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + :::+ a2nxn = 0

:::
am1x1 + am2x2 + :::+ amnxn = 0

chama-se sistema linear homogéneo. Este sistema pode ser escrito na forma AX = 0.

Observação 5. (i) Todo o sistema linear homogéneo AX = 0 admite pelo menos a
solução trivial:

X =

26664
x1
x2
...
xn

37775 =
26664
0
0
...
0

37775 .
Assim, todo o sistema linear homogéneo tem solução. Além disso, como iremos ver, ou tem
apenas a solução trivial ou tem um número in�nito de soluções.
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(ii) Num próximo capítulo, à solução geral do sistema linear homogéneo AX = 0 dar-se-á
o nome de núcleo de A e escrever-se-á N (A).

De�nição 15. Às seguintes operações que se podem aplicar às equações de um sistema
de equações lineares, chamam-se operações elementares.

(a) Trocar a posição de duas equações do sistema;

(b) Substituição de uma equação por um seu múltiplo escalar diferente de zero;

(c) Substituição de uma equação pela sua soma com um múltiplo escalar de outra
equação.

De�nição 16. Dois sistemas de equações lineares que se obtêm um do outro através de
um número �nito de operações elementares, dizem-se equivalentes, tendo assim o mesmo
conjunto solução.

Observação 6. Quando aplicamos operações elementares às equações de um sistema de
equações lineares, só os coe�cientes e os termos independentes do sistema são alterados. Logo,
aplicar as operações elementares anteriores às equações de um sistema linear (�) equivale a
aplicar às linhas da matriz aumentada

[A j B] =

26664
a11 a12 � � � a1n j b1
a21 a22 � � � a2n j b2
...

... � � � ...
...

...
am1 am2 � � � amn j bm

37775
as seguintes operações.

De�nição 17. As operações elementares que podem ser aplicadas às linhas (i e j)
de uma matriz são:

(i) Trocar a posição de duas linhas (i e j) da matriz: Li $ Lj

(ii) Substituição de uma linha (i) da matriz por um seu múltiplo escalar (�) diferente de
zero: �Li ! Li

(iii) Substituição de uma linha (j) pela sua soma com um múltiplo escalar (�) de outra
linha (i): �Li + Lj ! Lj

Teorema 2. Se dois sistemas lineares AX = B e CX = D são tais que a matriz
aumentada [C j D] é obtida de [A j B] através de uma ou mais operações elementares, então
os dois sistemas são equivalentes.

De�nição 18. Uma matriz A = (aij)m�n diz-se em escada de linhas se:

(i) Todas as linhas nulas (formadas inteiramente por zeros) estão por baixo das linhas
não nulas;

11



(ii) Por baixo (e na mesma coluna) do primeiro elemento não nulo de cada linha e por
baixo dos elementos nulos anteriores da mesma linha, todas as entradas são nulas. Esse
primeiro elemento não nulo de cada linha tem o nome de pivot.

Exemplo 7. As seguintes matrizes estão em escada de linhas:

A =

�
4 �1
0 0

�
; B =

�
0 1 3 0
0 0 �5 1

�
; C =

266664
2 �1 1=2 0 0

0 0 �3 0
p
2

0 0 0 0 �5
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

377775 .

De�nição 19. O método que consiste em aplicar operações elementares às linhas da
matriz aumentada do respectivo sistema de modo a que essa matriz �que em escada de
linhas, chama-se método de eliminação de Gauss.

De�nição 20. Um sistema de equações lineares diz-se:
(i) impossível se não tiver soluções;
(ii) possível e indeterminado se tiver mais do que uma solução;
(iii) possível e determinado se tiver uma única solução.

De�nição 21. Uma matriz diz-se em escada reduzida de linhas se estiver em escada
de linhas e:
(i) todos os seus pivots forem iguais a 1,
(ii) todas as suas colunas que contiverem os pivots, tiverem todas as restantes entradas

iguais a 0, com excepção desses pivots.

Exemplo 8. As seguintes matrizes estão em escada reduzida de linhas:

24 1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 2

35 , �
0 1 0 0
0 0 1 0

�
,

2664
1 �1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

3775 .

Teorema 3. Sendo A uma matriz qualquer do tipo m� n e sendo B e C duas matrizes
em escada reduzida de linhas obtidas de A por aplicação do Método de eliminação de Gauss,
então tem-se B = C. Isto é, existe um única matriz em escada reduzida de linhas obtida de
A (por aplicação do Método de eliminação de Gauss).

Dem. (W.H. Holzmann). Sejam B e C duas matrizes em escada reduzida de linhas
obtidas de A por aplicação do Método de eliminação de Gauss. Suponhamos com vista a
um absurdo que B 6= C. Consideremos as matrizes B0 e C 0 obtidas respectivamente de B e
C do seguinte modo. Consideremos como última coluna de B0 e como última coluna de C 0

a primeira coluna de B que difere da correspondente de C. As restantes colunas de B0 e C 0

serão as correspondentes colunas de B e de C suprimindo as colunas sem pivots (à esquerda
da primeira que diferente entre B e C). Por exemplo, se

12



B =

24 1 3 0 2 �5
0 0 1 �3 2
0 0 0 0 0

35 e C =

24 1 3 0 7 1
0 0 1 8 �3
0 0 0 0 0

35
então

B0 =

24 1 0 2
0 1 �3
0 0 0

35 e C 0 =

24 1 0 7
0 1 8
0 0 0

35 .
Em geral:

B0 =

�
Ir�r j b0
O j 0

�
ou B0 =

2666664
Ir�r j 0

j 1
O j 0

j ...
j 0

3777775 , C 0 =

�
Ir�r j c0
O j 0

�
ou C 0 =

2666664
Ir�r j 0

j 1
O j 0

j ...
j 0

3777775 ,

com B0 6= C 0. As matrizes B0 e C 0 podem ser vistas como matrizes aumentadas de sistemas.
Assim, como os sistemas correspondentes a B0 e a C 0 são equivalentes (têm o mesmo conjunto
solução) por aplicação do Método de eliminação de Gauss, então ou b0 = c0 e ambos têm a
mesma solução única ou são ambos impossíveis.
Logo B0 = C 0 o que é um absurdo. Assim, tem-se B = C.

Observação 7. (i) O no de pivots de uma qualquer matriz em escada de linhas obtida
de A é igual ao no de pivots da matriz em escada reduzida de linhas obtida de A:

(ii) O no de colunas sem pivot de uma qualquer matriz em escada de linhas obtida de A
é igual ao no de colunas sem pivot da matriz em escada reduzida de linhas obtida de A:

De�nição 22. (i) Chama-se característica de A (carA) ao no de pivots de uma matriz
em escada de linhas obtida de A.

(ii) Chama-se nulidade de A (nulA) ao no de colunas sem pivot de uma matriz em
escada de linhas obtida de A.

Exemplo 9. Considere-se as matrizes do exemplo 7. Pivot de A: 4. Pivots de B: 1
e �5. Pivots de C: 2;�3 e �5. Tem-se: carA = 1, carB = 2 e carC = 3. Além disso:
nulA = 1, nulB = 2 e nulC = 2.

Observação 8. (i) carA = no de linhas não nulas de uma matriz em escada de linhas
obtida de A =

= no de pivots = no de incógnitas não livres:

(ii) nulA = no de incógnitas livres = grau de indeterminação do sistema.
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Observação 9. Seja A uma matriz do tipo m� n. Então

0 � carA � min fm;ng e carA+ nulA = n:

Observação 10. Seja [A j B] a matriz aumentada associada a um sistema de equações
lineares com n incógnitas.

(i) Se carA = car [A j B] = n então o sistema é possível e determinado (tem uma
única solução).

(ii) Se carA = car [A j B] < n então o sistema é possível e indeterminado (tem mais
do que uma solução).

(iii) Se carA < car [A j B] então o sistema é impossível (não tem solução).

Observação 11. Após a aplicação do método de eliminação de Gauss à matriz au-
mentada de um sistema de equações lineares, e após a classi�cação do mesmo ter sido feita
comparando as características de A e de [A j B], o sistema pode �nalmente ser resolvido pelo
método de substituição.

Exemplo 10. O sistema de equações lineares de variáveis reais x; y e z8<:
x+ z = 3
x+ 2y + 2z = 6
3y + 3z = 6

é equivalente a

24 1 0 1
1 2 2
0 3 3

3524 xy
z

35 =
24 36
6

35 .
Considere-se então a matriz aumentada e o consequente método de eliminação de Gauss:24 1 0 1 j 3

1 2 2 j 6
0 3 3 j 6

35 �!
�L1+L2!L2

24 1 0 1 j 3
0 2 1 j 3
0 3 3 j 6

35 �!
� 3
2
L2+L3!L3

24 1 0 1 j 3
0 2 1 j 3
0 0 3

2
j 3

2

35 .
Como

carA = car [A j B] = 3 = n (no total de variáveis);
o sistema diz-se possível e determinado (solução única).8<:

x+ z = 3
2y + z = 3
3
2
z = 3

2

,

8<:
x = 2
y = 1
z = 1

e assim
CS = f(2; 1; 1)g � R3:

Exemplo 11. O sistema de equações lineares de variáveis reais x; y; z e w8<:
3z � 9w = 6
5x+ 15y � 10z + 40w = �45
x+ 3y � z + 5w = �7

é equivalente a

24 0 0 3 �9
5 15 �10 40
1 3 �1 5

35
2664
x
y
z
w

3775 =
24 6
�45
�7

35 .
14



Considere-se então a matriz aumentada e o consequente método de eliminação de Gauss:24 0 0 3 �9 j 6
5 15 �10 40 j �45
1 3 �1 5 j �7

35 �!
L1$L3
1
5
L2!L2

24 1 3 �1 5 j �7
1 3 �2 8 j �9
0 0 3 �9 j 6

35 �!
�L1+L2!L2

�!
�L1+L2!L2

24 1 3 �1 5 j �7
0 0 �1 3 j �2
0 0 3 �9 j 6

35 �!
3L2+L3!L3

24 1 3 �1 5 j �7
0 0 �1 3 j �2
0 0 0 0 j 0

35 .
Como

carA = car [A j B] = 2 < 4 = n;
o sistema diz-se possível e indeterminado, tendo 2 variáveis livres.�

x+ 3y � z + 5w = �7
�z + 3w = �2 ,

�
x = �3y � 2w � 5
z = 3w + 2.

As incógnitas y e w são livres e as incógnitas x e z são não livres. A solução geral do sistema
é: 8>><>>:

2664
�3y � 2w � 5

y
3w + 2
w

3775 : y; w 2 R
9>>=>>;

ou seja
CS = f(�3y � 2w � 5; y; 3w + 2; w) : y; w 2 Rg � R4:

Exemplo 12. Seja � 2 R. O sistema de equações lineares de variáveis reais x; y e z8<:
x+ 2y + z = 3
x+ y � z = 2
x+ y + (�2 � 5) z = �

é equivalente a

24 1 2 1
1 1 �1
1 1 �2 � 5

3524 xy
z

35 =
24 3
2
�

35 .
Considere-se então a matriz aumentada e o consequente método de eliminação de Gauss:24 1 2 1 j 3

1 1 �1 j 2
1 1 �2 � 5 j �

35 �!
�L1+L2!L2
�L1+L3!L3

24 1 2 1 j 3
0 �1 �2 j �1
0 �1 �2 � 6 j �� 3

35 �!
�L2+L3!L3

�!
�L2+L3!L3

24 1 2 1 j 3
0 �1 �2 j �1
0 0 (�� 2) (�+ 2) j �� 2

35 .
Se a = 2 então carA = car [A j B] = 2 < 3 = n e o sistema diz-se possível e indeterminado
com grau de indeterminação 1.�

x+ 2y + z = 3
�y � 2z = �1 ,

�
x = 3z + 1
y = �2z + 1,

15



a incógnita z é livre, as incógnitas x e y são não livres e a solução geral do sistema é8<:
24 3z + 1
�2z + 1
z

35 : z 2 R
9=;

isto é, o conjunto solução é dado por:

CS = f(3z + 1;�2z + 1; z) : z 2 Rg � R3:

Se a = �2 então carA = 2 < 3 = car [A j B] e o sistema não tem solução e diz-se
impossível.
Se a 6= �2 e a 6= 2, então carA = car [A j B] = 3 = n e o sistema diz-se possível e

determinado (tem solução única).

CS =

��
a+ 5

a+ 2
;
a

a+ 2
;
1

a+ 2

��
� R3.

Teorema 4. Sejam A uma matriz do tipo m� n e B uma matriz do tipo m� 1. Se o
sistema de equações lineares AX = B tem duas soluções distintas X0 e X1 (X0 6= X1), então
terá um número in�nito de soluções.

Dem. Basta veri�car que
X� = (1� �)X0 + �X1

é solução do sistema AX = B, para qualquer � 2 R. Além disso, se � 6= �0 então
X� 6= X�0 uma vez que

X� �X�0 = (�
0 � �) (X0 �X1) :

Teorema 5. Se A = (aij)m�n é tal que m < n, então o sistema linear homogéneo
AX = 0 tem um número in�nito de soluções.

Dem. Como o sistema tem menos equações do que incógnitas (m < n), sendo r o no de
incógnitas não livres, tem-se n� r incógnitas livres as quais podem assumir qualquer valor.
Logo, o sistema linear homogéneo AX = 0 tem um número in�nito de soluções.

Teorema 6. Sejam A = (aij)m�n e �; � escalares.

(i) Se Y e W são soluções do sistema AX = 0, então Y +W também o é.

(ii) Se Y é solução do sistema AX = 0, então �Y também o é.

(iii) Se Y e W são soluções do sistema AX = 0, então �Y + �W também o é.

(iv) Sejam Y e W soluções do sistema AX = B. Se �Y + �W (para quaisquer escalares
�; �) também é solução de AX = B, então B = 0. (Sugestão: basta fazer � = � = 0.)
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Teorema 7. Seja A uma matriz do tipo m � n e B 6= 0 uma matriz do tipo m � 1.
Qualquer solução X do sistema AX = B escreve-se na forma X = X0 +X1 onde X0 é uma
solução particular do sistema AX = B e X1 é uma solução do sistema linear homogéneo
AX = 0. Assim:

solução geral de
AX = B

=
solução particular de

AX = B
+
solução geral de

AX = 0
.

Dem. Sendo X0 uma solução particular do sistema AX = B e X1 uma solução qualquer
de AX = 0 então

A (X0 +X1) = AX0 = B

pelo que X0 +X1 é também uma solução de AX = B. Logo

solução geral de
AX = B

� solução particular de
AX = B

+
solução geral de

AX = 0
:

Seja agora X 0 uma solução qualquer de AX = B.
Se carA = n então o sistema AX = B tem X 0 como solução única e 0 é a única solução

de AX = 0 tendo-se
X 0 = X 0 + 0:

Se carA < n então o sistema AX = B tem in�nitas soluções. Seja X0 uma solução
concreta de AX = B. Tem-se

A (X 0 �X0) = AX
0 � AX0 = B �B = 0:

Logo X 0 �X0 é uma solução de AX = 0 e tem-se

X 0 = X0 +X1

com X1 solução do sistema linear homogéneo AX = 0.
Assim, em qualquer dos casos (carA = n ou carA < n) tem-se

solução geral de
AX = B

� solução particular de
AX = B

+
solução geral de

AX = 0
:

Como
solução geral de

AX = B
� solução particular de

AX = B
+
solução geral de

AX = 0

e
solução geral de

AX = B
� solução particular de

AX = B
+
solução geral de

AX = 0
:

então
solução geral de

AX = B
=
solução particular de

AX = B
+
solução geral de

AX = 0
.
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De�nição 23. Uma matriz A do (tipo n� n) diz-se invertível se existir uma matriz B
(do tipo n� n) tal que

AB = BA = I.

À matriz B chama-se matriz inversa de A e denota-se por A�1.

Exemplo 13.
�
0 1
1 0

�
é invertível e

�
0 1
1 0

��1
=

�
0 1
1 0

�
.

Observação 12. (i) Sendo A�1 a matriz inversa de A, então A�1 é invertível e a sua
inversa é a própria matriz A, isto é, �

A�1
��1

= A:

(ii) Amatriz nula não é invertível. No entanto, a matriz identidade I é invertível tendo-se

I�1 = I:

(iii) Se uma matriz quadrada tiver uma linha ou uma coluna nula então não é invertível.

Teorema 8. A inversa de uma matriz invertível é única.

Dem. Sejam B e C as inversas de A. Então,

B = BI = B (AC) = (BA)C = IC = C:

De�nição 24. (i) Uma matriz A diz-se simétrica se A = AT , isto é, se

aij = aji;

para i; j = 1; :::; n. Diz-se que A é anti-simétrica se A = �AT , isto é, se

aij = �aji;

para i; j = 1; :::; n.

Exemplo 14.
�
0 1
1 0

�
é uma matriz simétrica.

�
0 1
1 0

�T
=

�
0 1
1 0

�
.

Observação 13. Sendo A uma matriz quadrada então A + AT é simétrica, A � AT é
anti-simétrica e tem-se

A =
1

2

�
A+ AT

�
+
1

2

�
A� AT

�
.

18



Teorema 9. (i) Se A = (aij)n�n e B = (bij)n�n são duas matrizes invertíveis, então AB
é invertível e

(AB)�1 = B�1A�1:

(ii) Sendo � um escalar não nulo e A uma matriz invertível então �A é invertível e

(�A)�1 =
1

�
A�1:

(iii) Seja m 2 N. Se A = (aij)n�n é uma matriz invertível, então Am é invertível e

(Am)�1 =
�
A�1

�m
e escreve-se

A�m = (Am)�1 :

(iv) Seja A = (aij)n�n uma matriz. Se existir l 2 N tal que Al = 0 então A não é
invertível.

(v) Sejam A e B matrizes com A invertível tais que AB = 0. Então B = 0.

(vi) Sejam A e B matrizes com B invertível tais que AB = 0. Então A = 0.

(vii) Sejam A, B e C matrizes com A invertível tais que AB = AC. Então B = C.

(viii) Sejam A, B e C matrizes com B invertível tais que AB = CB. Então A = C.

(ix) A = (aij)n�n é uma matriz invertível se e só se AT é invertível e�
AT
��1

=
�
A�1

�T
:

(x) Se A = (aij)n�n é uma matriz simétrica invertível, então A�1 é simétrica.

(xi) Se A e B são duas matrizes simétricas então AB é uma matriz simétrica se e só se
A e B comutarem.

Teorema 10. Seja A uma matriz do tipo n� n.

(i) O sistema AX = B tem solução única se e só se A fôr invertível. Neste caso a solução
geral é X = A�1B:

(ii) O sistema homogéneo AX = 0 tem solução não trivial se e só se A fôr não invertível.

Teorema 11. (i) Sejam A e B duas matrizes do tipo n� n. Se AB é invertível, então
A e B são invertíveis.

(ii) Se A é uma matriz do tipo n� n tal que AB = I então BA = I e B = A�1:
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Dem. (i) Considere o sistema (AB)X = 0. Se B não fosse invertível, então existiria
X 6= 0 tal que BX = 0. Logo, X 6= 0 seria solução não trivial de ABX = 0, o que
contraria o teorema anterior uma vez que por hipótese AB é invertível. Assim, B é invertível.
Finalmente, A é invertível por ser o produto de duas matrizes invertíveis: A = (AB)B�1.

(ii) Atendendo à alínea anterior, B é invertível. Logo B�1 também é invertível e

A = AI = A
�
BB�1

�
= (AB)B�1 = IB�1 = B�1,

isto é, A é invertível e A�1 = (B�1)�1 = B.

Teorema 12. (Como inverter matrizes invertíveis do tipo n � n). Seja A uma
matriz do tipo n� n e consideremos a equação AX = B. Se A fôr invertível temos

AX = B , X = A�1B,

isto é,
AX = IB , IX = A�1B.

Assim, para determinar a inversa de A, iremos transformar a matriz aumentada [A j I] na
matriz [I j A�1], por meio de operações elementares aplicadas às linhas de [A j I]:

[A j I] �!
:::

�
I j A�1

�
Este método tem o nome de método de eliminação de Gauss-Jordan e consistirá na
continuação do método de eliminação de Gauss agora aplicado a [matriz triangular superior j �],
efectuando-se as eliminações de baixo para cima de modo a obter-se [I j A�1].

Exemplo 15. Vejamos que
�
�2 1
�1 2

��1
=

�
�2
3

1
3

�1
3

2
3

�
: Tem-se�

�2 1 j 1 0
�1 2 j 0 1

�
�!

� 1
2
L1+L2!L2

�
�2 1 j 1 0
0 3

2
j �1

2
1

�
�!

� 2
3
L2+L1!L1

�!
� 2
3
L2+L1!L1

�
�2 0 j 4

3
�2
3

0 3
2
j �1

2
1

�
�!

2
3
L2!L2

� 1
2
L1!L1

�
1 0 j �2

3
1
3

0 1 j �1
3

2
3

�
.

Isto é �
�2 1
�1 2

��1
=

�
�2
3

1
3

�1
3

2
3

�
.

De facto �
�2 1
�1 2

� �
�2
3

1
3

�1
3

2
3

�
=

�
�2
3

1
3

�1
3

2
3

� �
�2 1
�1 2

�
= I

Exemplo 16. (i) Seja A =

24 0 �1 1
�1 5

4
�1
2

1 �1
2

0

35. Tem-se
[A j I] =

24 0 �1 1 j 1 0 0
�1 5

4
�1
2
j 0 1 0

1 �1
2

0 j 0 0 1

35 �!
:::

24 1 0 0 j 1 2 3
0 1 0 j 2 4 4
0 0 1 j 3 4 4

35 :
20



Logo,

24 0 �1 1
�1 5

4
�1
2

1 �1
2

0

35�1 =
24 1 2 3
2 4 4
3 4 4

35. Veri�que(!) que: AA�1 = I.

(ii) Seja A =

24 9 8 7
6 5 4
3 2 1

35. Tem-se [A j I] �!
:::

24 3 2 1 j 0 0 1
0 1 2 j 0 1 �2
0 0 0 j 1 �2 1

35. Logo, A
não é invertível.

(iii) Sejam A =

�
1 2
3 4

�
B =

�
�4 0
0 8

�
C =

�
0 1

8

�1
4
0

�
. Determine-se X tal que

A
�
I � 2XT

��1
B�1 = C:

Tem-se

A
�
I � 2XT

��1
B�1 = C ,

�
I � 2XT

��1
= A�1CB , I � 2XT =

�
A�1CB

��1 ,
, XT =

1

2

�
I �B�1C�1A

�
, X =

1

2

�
I � AT

�
CT
��1 �

BT
��1�,

, X =
1

2

 �
1 0
0 1

�
�
�
1 3
2 4

� �
0 �1

4
1
8

0

��1 � �4 0
0 8

��1!
, X =

�
�1 �1

2

�2 �1
2

�
:

Teorema 13. Seja A 2Mm�n(R) e considere o sistema de equações lineares AX = B.

(i) Existência de solução: Se m � n então o sistema AX = B tem pelo menos uma
solução X para cada B 2 Rm se e só se

carA = m:

(ii) Unicidade de solução: Se m � n então o sistema AX = B tem no máximo uma
solução X para cada B 2 Rm se e só se

carA = n;

isto é, se e só se nulA = 0:

(iii) Existência e unicidade de solução: Se m = n então:

A é invertível, carA = n,

, para todo o B o sistema AX = B tem uma única solução (X = A�1B);

isto é,
A não é invertível, carA < n,

, existe pelo menos um B para o qual o sistema AX = B não tem solução.
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Espaços lineares (ou Espaços vectoriais)

De�nição 25. Um conjunto não vazio V é um espaço linear (real) se existirem duas
operações associadas a V , uma soma de elementos de V e um produto de escalares (números
reais) por elementos de V , com as seguintes propriedades:

(a) (Fecho da soma). Para quaisquer u; v 2 V

u+ v 2 V:

(b) (Fecho do produto por escalares). Para quaisquer � 2 R e u 2 V

�u 2 V:

(c) (Comutatividade da soma). Para quaisquer u; v 2 V ,

u+ v = v + u:

(d) (Associatividade da soma). Para quaisquer u; v; w 2 V ,

u+ (v + w) = (u+ v) + w:

(e) (Elemento neutro da soma). Existe um elemento de V designado por 0 tal que, para
qualquer u 2 V ,

u+ 0 = u:

(f) (Simétrico). Para cada (qualquer) u 2 V existe v 2 V tal que

u+ v = 0:

A v chama-se o simétrico de u e denota-se por �u.

(g) (Associatividade do produto por escalares). Para quaisquer �; � 2 R e u 2 V ,

� (�u) = (��)u:

(h) (Distributividade em relação à soma de vectores). Para quaisquer � 2 R e u; v 2 V ,

� (u+ v) = �u+ �v:

(i) (Distributividade em relação à soma de escalares). Para quaisquer �; � 2 R e u 2 V ,

(�+ �)u = �u+ �u:

(j) Para qualquer u 2 V ,
1u = u:
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De�nição 26. Aos elementos de um espaço linear (vectorial) V chamaremos vectores.

Exemplo 17. Exemplos de espaços lineares. Seja � 2 R.

(i) Rn = f(x1; :::; xn) : x1; :::; xn 2 Rg, com as operações usuais:

(u1; :::; un) + (v1; :::; vn) = (u1 + v1; :::; un + vn),

�(u1; :::; un) = (�u1; :::; �un).

(ii) Mm�n (R) (conjunto de todas as matrizes reais do tipo m � n), com as operações
(usuais): A+B e �A.

(iii) Seja n 2 N �xo. O conjunto Pn = fa0 + a1t+ :::+ antn : a0; a1; :::; an 2 Rg de todos
os polinómios reais de variável real e de grau menor ou igual a n, com as operações usuais.

(a0 + a1t+ :::+ ant
n) + (b0 + b1t+ :::+ bnt

n) = a0 + b0 + (a1 + b1) t+ :::+ (an + bn) t
n

� (a0 + a1t+ :::+ ant
n) = �a0 + (�a1) t+ :::+ (�an) t

n.

(iv)O conjuntoP = fa0 + a1t+ :::+ asts : a0; a1; :::; as 2 R e s 2 N0g de todos os polinómios
reais de variável real, com as operações usuais.

(v) O conjunto de todas as funções reais de variável real de�nidas num conjunto S � R,
com as operações usuais:

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

(�f)(x) = �f(x).

Observação 14. Existem espaços lineares com operações não usuais:

(i) O conjunto dos números reais R, com a soma de�nida por

u� v = u+ v + 1,

e o produto por escalares de�nido por

� � u = �u+ �� 1,

é um espaço linear. (Neste caso o elemento neutro é �1.)

(ii) O conjunto dos números reais maiores do que zero, com a soma de�nida por

u� v = uv,

e o produto por escalares de�nido por

� � u = u�,

é um espaço linear. (Neste caso o elemento neutro é 1.)
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Observação 15. Alterações nos conjuntos considerados anteriormente podem resultar
em conjuntos que não são espaços lineares.

(i) O conjunto f(x; y) 2 R2 : x � 0 e y � 0g, com as operações usuais, não é um espaço
linear. Por exemplo, os simétricos não estão no conjunto.

(ii)O conjunto V = fa0 + a1t+ :::+ antn : a0; a1; :::; an 2 R e an 6= 0g de todos os polinómios
reais de grau igual a n, com as operações usuais, não é um espaço linear. Por exemplo, para
n > 1:

tn;�tn + t 2 V , mas tn + (�tn + t) = t =2 V .

(iii) O conjunto U = ff : R �! R tais que f(1) = 2g, com as operações usuais, não é
um espaço linear. Por exemplo, se f1; f2 2 U ,

(f1 + f2) (1) = f1(1) + f2(1) = 2 + 2 = 4 6= 2.

Logo, f1 + f2 =2 U .

De�nição 27. Seja V um espaço linear. Diz-se que S é um subespaço de V se S é um
subconjunto de V e se S, com as operações de V , fôr um espaço linear.

Observação 16. No entanto, para mostrar que um certo conjunto S � V é um subespaço
do espaço linear V , não será necessário veri�car as 10 propriedades da de�nição de espaço
linear, como se pode ver no seguinte teorema.

Teorema 14. Um subconjunto não vazio S de um espaço linear V é um subespaço de
V se e só se as seguintes condições (i) e (ii) forem satisfeitas.

(i) Para quaisquer u; v 2 S tem-se u+ v 2 S.

(ii) Para quaisquer � 2 R e u 2 S tem-se �u 2 S.

Exemplo 18. Exemplos de subespaços:

(i) Os únicos subespaços do espaço linear R, com as operações usuais, são f0g e R.

(ii) Os subespaços do espaço linear R3, com as operações usuais, são: f(0; 0; 0)g, R3,
todas as rectas que passam pela origem e todos os planos que passam pela origem.

(iii) O conjunto de todas as matrizes (reais) triangulares superiores (do tipo n�n) é um
subespaço do espaço linearMn�n (R), com as operações usuais.

(iv) O conjunto de todas as funções reais de�nidas e contínuas em I � R (I é um
intervalo) é um subespaço do espaço linear de todas as funções f : I ! R, com as operações
usuais.
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De�nição 28. Seja A 2Mm�n (R). O conjunto

C(A) = fb 2 Rm : Au = b tem pelo menos uma solução ug

é um subespaço do espaço linear Rm, com as operações usuais, ao qual se dá o nome de
espaço das colunas de A.

De�nição 29. Seja A 2Mm�n (R). O conjunto

N (A) = fu 2 Rn : Au = 0g

é um subespaço do espaço linear Rn, com as operações usuais, ao qual se dá o nome de
núcleo de A.

Teorema 15 . Seja A 2Mn�n (R).

A invertível , N (A) = f0g

De�nição 30. Seja S um subconjunto não vazio de um espaço linear V . Diz-se que um
vector u é combinação linear �nita dos elementos de S, se existir um no �nito de elementos
de S, u1; :::; uk, e de escalares �1; :::; �k tais que

u = �1u1 + :::+ �kuk =
kX
i=1

�iui.

Seja
L(S) = f�1u1 + :::+ �kuk : �1; :::; �k 2 Rg ,

(no caso do corpo dos escalares ser R) isto é, seja L(S) o conjunto de todas as combinações
lineares �nitas de elementos de S. O conjunto L(S) é (veri�que!) um subespaço de V . A
L(S) chama-se a expansão linear de S ou subespaço de V gerado por S e diz-se que
S gera L(S) ou ainda que S é um conjunto gerador do espaço linear L(S). Se S é o
conjunto vazio ?, escreve-se L(?) = f0g.

Teorema 16. (i) Seja S um subconjunto não vazio de um espaço linear V . A expansão
linear L(S) de S é o menor subespaço de V que contém S.

(ii) Sejam S e T dois subconjuntos não vazios de um espaço linear V , com S � T . Se
L(S) = V então L(T ) = V .

De�nição 31. Seja A uma matriz (real) do tipo m � n. Ao subespaço linear de Rn
gerado pelas linhas de A dá-se o nome de espaço das linhas de A e designa-se por L(A).

Exemplo 19. (i) O espaço linear R2 é gerado por qualquer dos seguintes conjuntos de
vectores:

f(1; 0); (0; 1)g, f(1; 2); (�1; 11)g e f(23; 8); (6; 14)g.
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(ii) O subespaço f(x; y) 2 R2 : y = 2xg do espaço linear R2 é gerado por qualquer dos
seguintes conjuntos de vectores:

f(1; 2)g, f(�2;�4)g e f(77; 154)g.

(iii) O espaço linear Pn de todos os polinómios reais de variável real e de grau menor ou
igual a n, é gerado por qualquer dos seguintes conjuntos de vectores:

f1; t; t2; :::; tng, f1; 1 + t; (1 + t)2 ; :::; (1 + t)ng e f1; t
1!
;
t2

2!
; :::;

tn

n!
g.

(iv)O espaço linear P de todos os polinómios reais de variável real, é gerado pelo conjunto
in�nito de vectores:

f1; t; t2; :::g.

(v) Seja U o espaço linear de todas as funções reais com primeira derivada contínua em
R (isto é, pertencentes a C1 (R)) e tais que f 0 (x) = af (x) (em R) com a 2 R. Então U é
gerado pela função g (x) = eax, tendo-se U = L (fgg).

(vi) Seja A uma matriz (real) do tipo m� n. O espaço das colunas de A,

C(A) = fb 2 Rm : Au = b tem pelo menos uma solução ug ,

é o subespaço (do espaço linear Rm) gerado pelas colunas de A, uma vez que:264 b1
...
bm

375 =
264 a11 � � � a1n

... � � � ...
am1 � � � amn

375
264 u1...
un

375 = u1
264 a11

...
am1

375+ :::+ un
264 a1n

...
amn

375 .

(vii) A =
�
0 0 0
0 0 0

�
, B =

24 1 �3 1
0 0 7
0 0 0

35, C =

24 �1 2
2 �4
�2 4

35, D =

�
2 0
0 �1

�
.

C(A) = f(0; 0)g, N (A) = R3, L(A) = f(0; 0; 0)g.
C(B) = L (f(1; 0; 0) ; (1; 7; 0)g) , N (B) = L (f(3; 1; 0)g) ; L(B) = L (f(1;�3; 1) ; (0; 0; 7)g) .

C(C) = L (f(�1; 2;�2)g) ; N (C) = L (f(2; 1)g) ; L(C) = L (f(�1; 2)g) :
C(D) = L (f(2; 0) ; (0;�1)g) , N (D) = f(0; 0)g; L(D) = L (f(2; 0) ; (0;�1)g) .

(viii) Seja U = fA 2M3�2(R) : a12 = a21 = a32 = 0 e a11 + 2a31 = 0g. Tem-se, para
A 2 U ,

A =

24 a11 a12
a21 a22
a31 a32

35 =
24 �2a31 0

0 a22
a31 0

35 = a31
24 �2 0
0 0
1 0

35+ a22
24 0 0
0 1
0 0

35 ,
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com a31; a22 2 R. Logo,

U = L

0@8<:
24 �2 0
0 0
1 0

35 ;
24 0 0
0 1
0 0

359=;
1A .

(ix) Seja U = fp(t) = a0 + a1t+ a2t2 2 P2 : p(1) = p(0)g. Tem-se, para p(t) 2 U ,

p(1) = p(0), a0 + a1 + a2 = a0 , a1 + a2 = 0, a1 = �a2.

Logo, p(t) = a0 � a2t+ a2t2 = a01 + a2 (�t+ t2), com a0; a2 2 R. Assim,

U = L
��
1;�t+ t2

	�
.

Teorema 17. Se U e V subespaços do espaço linear W , então U [ V é subespaço de W
se e só se U � V ou V � U .

Teorema 18. Se U e V são subespaços do espaço linear W , então:

(i) O conjunto U \ V é um subespaço linear de W .

(ii) O conjunto U + V = fu + v : u 2 U e v 2 V g é um subespaço de W . É o menor
subespaço de W que contém U [V . Tem-se U +V = L(U [V ). O conjunto U [V em geral
não é um subespaço.

Observação 17. (i) U é um subespaço de Rn se e só se existir uma matriz A tal que

U = N (A) :

(ii) Sejam U1 e U2 subespaços de Rn. Se U1 = L (S1) e U2 = L (S2) então

U1 + U2 = L (S1 [ S2) :

Se U1 = N (A) e U2 = N (B) então

U1 \ U2 = N
�
A
B

�
:

(iii) U é um subespaço de Pn = fa0 + a1t+ :::+ antn : a0; a1; :::; an 2 Rg se e só se existir
uma matriz A tal que

U = fa0 + a1t+ :::+ antn : (a0; a1; :::; an) 2 N (A)g .

(iv) Sejam U1 e U2 subespaços de Pn. Se U1 = L (S1) e U2 = L (S2) então

U1 + U2 = L (S1 [ S2) :
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Se
U1 = fa0 + a1t+ :::+ antn : (a0; a1; :::; an) 2 N (A)g

e
U2 = fa0 + a1t+ :::+ antn : (a0; a1; :::; an) 2 N (B)g

então

U1 \ U2 =
�
a0 + a1t+ :::+ ant

n : (a0; a1; :::; an) 2 N
�
A
B

��
:

(v) U é um subespaço deMm�n (R) se e só se existir uma matriz B tal que

U = fA = (aij) 2Mm�n (R) : (a11; :::; am1; :::; a1n; :::; amn) 2 N (B)g

(vi) Sejam U1 e U2 subespaços deMm�n (R). Se U1 = L (S1) e U2 = L (S2) então

U1 + U2 = L (S1 [ S2) :

Se
U1 = fA = (aij) 2Mm�n (R) : (a11; :::; am1; :::; a1n; :::; amn) 2 N (B)g

e
U2 = fA = (aij) 2Mm�n (R) : (a11; :::; am1; :::; a1n; :::; amn) 2 N (C)g

então

U1 \ U2 =
�
A = (aij) 2Mm�n (R) : (a11; :::; am1; :::; a1n; :::; amn) 2 N

�
B
C

��
:

Exemplo 20. Em R3, considere os subespaços:

U = L (f(1;�1; 1); (1; 2; 2)g) e V = L (f(2; 1; 1); (�1; 1; 3)g) .

Seja
(x; y; z) 2 U = L (f(1;�1; 1); (1; 2; 2)g) :

Assim, existem escalares �; � 2 R tais que

(x; y; z) = �(1;�1; 1) + �(1; 2; 2).

Logo, o sistema seguinte é possível 24 1 1 j x
�1 2 j y
1 2 j z

35 .
Atendendo a que24 1 1 j x

�1 2 j y
1 2 j z

35 �!
L1+L2!L2
�L1+L3!L3

24 1 1 j x
0 3 j x+ y
0 1 j z � x

35 �!
� 1
3
L2+L3!L3

24 1 1 j x
0 3 j x+ y
0 0 j z � 4

3
x� 1

3
y

35
28



logo

(x; y; z) 2 U , z � 4
3
x� 1

3
y = 0, 4x+ y � 3z = 0:

Ou seja:
U = f(x; y; z) 2 R3 : 4x+ y � 3z = 0g = N

��
4 1 �3

��
.

Seja
(x; y; z) 2 V = L (f(2; 1; 1); (�1; 1; 3)g) :

Existem escalares �; � 2 R tais que

(x; y; z) = �(2; 1; 1) + �(�1; 1; 3).

Logo, o sistema seguinte é possível 24 2 �1 j x
1 1 j y
1 3 j z

35 .
Atendendo a que24 2 �1 j x
1 1 j y
1 3 j z

35 �!
� 1
2
L1+L2!L2

� 1
2
L1+L3!L3

24 2 �1 j x
0 3=2 j y � x

2

0 7=2 j z � x
2

35 �!
� 7
3
L2+L3!L3

24 2 �1 j x
0 3=2 j y � x

2

0 0 j 2
3
x� 7

3
y + z

35
logo

(x; y; z) 2 V , z � 7
3
y +

2

3
x = 0, 2x� 7y + 3z = 0:

Ou seja:
V = f(x; y; z) 2 R3 : 2x� 7y + 3z = 0g = N

��
2 �7 3

��
.

Logo,

U \ V = N
��

4 1 �3
2 �7 3

��
= N

��
4 1 �3
0 �5 3

��
=

= f(3y; 3y; 5y) : � 2 Rg =fy(3; 3; 5) : y 2 Rg = L (f(3; 3; 5)g) .

(iii) Seja U o subespaço de Mn�n(R) das matrizes triangulares superiores e seja V o
subespaço deMn�n(R) das matrizes triangulares inferiores. Então

U + V =Mn�n(R) e U \ V = subespaço das matrizes diagonais.

(iv) Sejam U = L(f(1; 0)g) e V = L(f(0; 1)g) subespaços de R2. O conjunto

U [ V = f(x; y) 2 R2 : x = 0 _ y = 0g

não é um espaço linear pois (1; 0)| {z }
2U

+(0; 1)| {z }
2V

= (1; 1) =2 U [V . No entanto, tem-se U +V = R2.
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Observação 18. Vejamos que se tem:

L (f(1;�4; 0); (0; 3; 1)g) = L (f(1; 2; 2); (1;�1; 1)g) .

Como
(1;�4; 0) = �(1; 2; 2) + 2(1;�1; 1) e (0; 3; 1) = (1; 2; 2)� (1;�1; 1)

logo
L (f(1;�4; 0); (0; 3; 1)g) � L (f(1; 2; 2); (1;�1; 1)g) .

Como
(1; 2; 2) = (1;�4; 0) + 2(0; 3; 1) e (1;�1; 1) = (1;�4; 0) + (0; 3; 1)

logo
L (f(1; 2; 2); (1;�1; 1)g) � L (f(1;�4; 0); (0; 3; 1)g) .

Assim:
L (f(1;�4; 0); (0; 3; 1)g) = L (f(1; 2; 2); (1;�1; 1)g) .

De facto, o que se mostrou foi o seguinte:24 1 0
�4 3
0 1

35 =
24 1 1
2 �1
2 1

35� �1 1
2 �1

�
,

24 1 0
�4 3
0 1

35� 1 1
2 1

�
=

24 1 1
2 �1
2 1

35
em que �

1 1
2 1

�
=

�
�1 1
2 �1

��1
:

De�nição 32. (i) Sejam W1 e W2 subespaços de um espaço linear V . Diz-se que V é a
soma directa dos espaços W1 e W2 e escreve-se

V = W1 �W2

se
V = W1 +W2 e W1 \W2 = f0g:

(ii) SejamW1; :::;Wk subespaços de um espaço linear V . Diz-se que V é a soma directa
dos espaços W1; :::;Wk e escreve-se

V = W1 � :::�Wk

se

V = W1 + :::+Wk e Wr \
kX
i=1
i6=r

Wi = f0g, para todo o r = 1; :::; k:

Teorema 19. (i) Sejam W1 e W2 subespaços de um espaço linear V tais que V =
W1 �W2. Então todo o vector v 2 V pode ser escrito de modo único na forma

v = w1 + w2
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com w1 2 W1 e w2 2 W2.

(ii) Sejam W1; :::;Wk subespaços de um espaço linear V tais que V = W1 � ::: �Wk.
Então todo o vector v 2 V pode ser escrito de modo único na forma

v = w1 + :::+ wk

com wi 2 Wi, para todo o i = 1; :::; k.

Teorema 20. Seja A 2Mm�n(R). Tem-se

C(A) = L(AT ) e L(A) \N (A) = f0g:

Dem. Vejamos que
N (A) \ C

�
AT
�
= f0g :

Seja
y 2 N (A) \ C

�
AT
�
:

Então
Ay = 0 e existe x tal que y = ATx:

Logo
yT = xTAeyTy =

�
xTA

�
y = xT (Ay) = xT0 = 0:

Isto é
nX
i=1

y2i = y
Ty = 0

ou seja
y = (y1; :::; yn) = (0; :::; 0) = 0:

Logo
N (A) \ L (A) = N (A) \ C

�
AT
�
= f0g :

Observação 19. Seja A uma matriz do tipo m�n. No próximo capítulo iremos ver que

Rn = N (A)� L(A).

Observação 20. Seja A 2 Mm�n(R). Se A0 fôr a matriz em escada que se obtem de A
por aplicação do método de eliminação de Gauss, tem-se

C(A) 6= C(A0).

Teorema 21. Seja A 2Mm�n(R). O espaço das linhas L(A) e o núcleo N (A) mantêm-
se invariantes por aplicação do método de eliminação de Gauss. Isto é, sendo A0 a matriz
em escada que se obtem de A por aplicação desse método, tem-se

L(A) = L(A0) e N (A) = N (A0).
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Independência linear

De�nição 33. (i) Seja V um espaço linear. Seja

S = fv1; :::; vkg � V:

Diz-se que o conjunto S é linearmente dependente se e só se algum dos vectores de S se
escrever como combinação linear dos restantes, isto é, se e só se existir algum i 2 f1; :::; kg
e escalares �1; :::; �i�1; �i+1; :::; �k 2 R tais que

vi = �1v1 + :::+ �i�1vi�1 + �i+1vi+1 + :::+ �kvk.

(ii) Seja V um espaço linear. Seja

S = fv1; :::; vkg � V:

Diz-se que o conjunto S é linearmente independente se e só se nenhum dos vectores de
S se puder escrever como combinação linear dos restantes, isto é, se e só a única solução do
sistema homogéneo

�1v1 + :::+ �kvk = 0

fôr a solução trivial, ou seja, �1 = ::: = �k = 0. No caso em que V = Rn, sendo A a matriz
cujas colunas são os vectores de S � V , diz-se que S é linearmente independente se e só
se N (A) = f0g.

Teorema 22. Seja A0 uma matriz em escada de linhas.

(i) As colunas de A0 que contêm pivots são linearmente independentes.

(ii) As linhas não nulas de A0 são linearmente independentes.

(iii) O no de linhas independentes e o no de colunas independentes (de A0) são ambos
iguais à característica de A0.

Observação 21. (i) Assim, atendendo ao teorema anterior, a independência linear de
S = fv1; v2; :::; vkg � V (espaço linear) pode ser decidida aplicando o método de eliminação
à matriz A cujas colunas são os vectores de S, de modo a colocá-la em escada de linhas.
Sendo A0 essa matriz em escada, tem-se

N (A) = N (A0) (*).

Uma vez que as colunas de A0 que contêm pivots são linearmente independentes então, devido
a (*), as colunas deA nas posições correspondentes também serão linearmente independentes.

(ii) Em R, quaisquer dois vectores são linearmente dependentes.
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(iii) Em R2, dois vectores são linearmente independentes se não forem colineares.

(iv) Em R3, três vectores são linearmente independentes se não forem coplanares.

(v) Qualquer conjunto que contenha o vector nulo (elemento neutro) é linearmente de-
pendente. Em particular, o conjunto f0g, formado apenas pelo vector nulo, é linearmente
dependente.

(vi) O conjunto vazio ? é linearmente independente.

Teorema 23. Sejam S1 e S2 dois subconjuntos �nitos de um espaço linear, tais que
S1 � S2.

(i) Se S1 é linearmente dependente então S2 também é linearmente dependente.

(ii) Se S2 é linearmente independente então S1 também é linearmente independente.

Observação 22. Sejam S1 e S2 dois subconjuntos �nitos de um espaço linear, tais que
S1 � S2.

(i) Se S2 fôr linearmente dependente então S1 tanto pode ser linearmente dependente
como linearmente independente.

(ii) Se S1 fôr linearmente independente então S2 tanto pode ser linearmente dependente
como linearmente independente.

Exemplo 21. Seja S = f(1; 0; 2); (2; 0; 4); (0; 1; 2)g. Tem-se

A =

24 1 2 0
0 0 1
2 4 2

35 �!
�2L1+L3!L3

24 1 2 0
0 0 1
0 0 2

35 �!
�2L2+L3!L3

24 1 2 0
0 0 1
0 0 0

35 = A0:
Logo, como apenas existem dois pivots e portanto uma variável livre, as três colunas de A
são linearmente dependentes, isto é, o conjunto S é linearmente dependente. O subconjunto
de S:

f(1; 0; 2); (2; 0; 4)g

também é linearmente dependente. No entanto, uma vez que a 1a e 3a colunas de A são
independentes pois correspondem às colunas da matriz em escada A0 que contêm os pivots,
o subconjunto de S:

f(1; 0; 2); (0; 1; 2)g
é linearmente independente.
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Bases e dimensão de um espaço linear

De�nição 34. Chama-se base de um espaço linear V a qualquer subconjunto B de V
que veri�que as duas condições:

(i) B gera V , isto é,
L(B) = V:

(ii) B é linearmente independente.

De�nição 35. Seja B = fv1; :::; vkg uma base ordenada de um espaço linear V e seja u
um vector de V . Chamam-se coordenadas do vector u na base ordenada B aos escalares
�1; :::; �k da combinação linear:

u = �1v1 + :::+ �kvk.

Teorema 24. Seja V um espaço linear.

(i) Um conjunto B de vectores não nulos de V é uma base de V se e só se todo o vector
de V puder ser escrito de modo único como combinação linear dos vectores de B.

(ii) Se dimV = n, então dados u;w 2 V e B = fv1; :::; vng uma base ordenada de V ,
tem-se u = w se e só se as coordenadas de u e de w na base B forem iguais.

Teorema 25. Qualquer espaço linear V 6= f0g tem pelo menos uma base.

Teorema 26. (i) Qualquer espaço linear V 6= f0g tem um no in�nito de bases.

(ii) Seja V 6= f0g um espaço linear. Sejam p; q 2 N tais que fu1; :::; upg é um conjunto
gerador de V e fv1; :::; vqg é um subconjunto de V linearmente independente. Então

p � q:

(iii) Todas as bases de um espaço linear V 6= f0g têm o mesmo no de vectores.

Dem. (i) Se B = fu1; :::; ukg fôr uma base de V então para cada � 6= 0 o conjunto
f�u1; :::; �ukg é também uma base de V .

(ii) Suponhamos que p < q. Neste caso, como todos os vectores do conjunto fv1; :::; vqg
são não nulos por serem LI, poderíamos substituir sucessivamente os p vectores do conjunto
fu1; :::; upg gerador de V por p vectores do conjunto fv1; :::; vqg, permitindo assim escrever
cada vector do conjunto fvp+1; :::; vqg como combinação linear do novo conjunto gerador de
V : fv1; :::; vpg e contrariando o facto dos vectores do conjunto fv1; :::; vqg serem linearmente
independentes.
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Demonstração alternativa de (ii). Suponhamos que p < q. Como fu1; :::; upg gera
V , para cada j = 1; :::; q existem escalares a1j; :::apj tais que

vj =

pX
i=1

aijui:

Seja A = (aij)p�q. Como p < q, o sistema homogéneo A� = 0 é possível e indeterminado.

Seja � = [�1:::�q]
T 6= 0 uma solução não nula de A� = 0, isto é,

0 =

qX
j=1

aij�j = �1

264 a11...
ap1

375+ :::+ �q
264 a1q...
apq

375 =
2666664

qP
j=1

a1j�j

...
qP
j=1

apj�j

3777775
com os �j escalares não todos nulos. Por outro lado,

qX
j=1

�jvj =

qX
j=1

�j

pX
i=1

aijui =

pX
i=1

 
qX
j=1

aij�j

!
ui =

=

 
qX
j=1

a1j�j

!
u1 + :::+

 
qX
j=1

apj�j

!
up =

= 0u1 + :::+ 0up = 0

com os �j não todos nulos, contrariando o facto dos vectores do conjunto fv1; :::; vqg serem
linearmente independentes.

(iii) Sendo fv1; :::; vqg e fu1; :::; upg duas bases de V , por (i) tem-se p � q e q � p. Logo
p = q:

De�nição 36. Chama-se dimensão de um espaço linear V 6= f0g ao no de vectores de
uma base qualquer de V , e escreve-se dimV . Se V = f0g então dimV = 0 uma vez que o
conjunto vazio ? é base de f0g. Um espaço linear terá dimensão �nita se uma sua base tiver
um no �nito de vectores.

Observação 23. A dimensão de um espaço linear, isto é, o no de elementos de uma sua
base é igual ao no mínimo de vectores possam constituir um conjunto gerador desse espaço
e é também igual ao no máximo de vectores que possam constituir um conjunto linearmente
independente nesse espaço.

Exemplo 22. (i) O conjunto f1g é uma base de R, chamada base canónica ou natural
de R. Logo,

dimR = 1.

(ii) O conjunto f(1; 0); (0; 1)g é uma base de R2, chamada base canónica ou natural de
R2. Logo,

dimR2 = 2.
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(iii) O conjunto f(1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)g é uma base de R3, chamada base canónica
ou natural de R3. Logo,

dimR3 = 3.

(iv) Considerando C como corpo de escalares:

(a) o espaço linear C tem dimensão 1 sendo f1g a base canónica de C uma vez que

a+ bi = (a+ bi) 1

(b) o espaço linear C2 tem dimensão 2 sendo f(1; 0) ; (0; 1)g a base canónica de C2 uma
vez que

(a+ bi; c+ di) = (a+ bi) (1; 0) + (c+ di) (0; 1) .

(v) Considerando R como corpo de escalares:

(a) o espaço linear C tem dimensão 2 sendo f1; ig a base canónica de C uma vez que

a+ bi = a1 + bi

com a; b 2 R.

(b) o espaço linear C2 tem dimensão 4 sendo f(1; 0) ; (i; 0) ; (0; 1) ; (0; i)g a base canónica
de C2 uma vez que

(a+ bi; c+ di) = a (1; 0) + b (i; 0) + c (0; 1) + d (0; i)

com a; b; c; d 2 R.

(vi) O conjunto��
1 0 0
0 0 0

�
;

�
0 1 0
0 0 0

�
;

�
0 0 1
0 0 0

�
;

�
0 0 0
1 0 0

�
;

�
0 0 0
0 1 0

�
;

�
0 0 0
0 0 1

��
é uma base deM2�3(R), chamada base canónica ou natural deM2�3(R). Logo,

dimM2�3(R) = 6.

(vii) Tem-se
dimRn = n e dimMm�n(R) = mn.

(viii) O conjunto f1; t; t2; :::; tng é uma base de Pn (espaço linear de todos os polinómios
reais de variável real e de grau menor ou igual a n), chamada base canónica ou natural de
Pn. Logo,

dimPn = n+ 1.

(ix) O conjunto f1; t; t2; :::g é uma base de P (espaço linear de todos os polinómios reais
de variável real), chamada base canónica ou natural de P. Logo,

dimP =1.
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Teorema 27. Sejam V um espaço linear de dimensão �nita e W um subespaço de V .

(i) Seja S = fu1; :::; ukg � V . Se S é linearmente independente então S será um subcon-
junto de uma base de V e ter-se-á dimV � k.

(ii) Se dimV = n, então quaisquer m vectores de V , com m > n, são linearmente
dependentes.

(iii) Se dimV = n, então nenhum conjunto com m vectores de V , em que m < n, pode
gerar V .

(iv) O subespaço W tem dimensão �nita e dimW � dimV .

(v) Se dimW = dimV , então W = V .

(vi) Se dimV = n, então quaisquer n vectores de V linearmente independentes cons-
tituem uma base de V .

(vii) Se dimV = n, então quaisquer n vectores geradores de V constituem uma base de
V .

Exemplo 23. (i) Os seguintes conjuntos são todos os subespaços de R: f0g e R.

(ii) Os seguintes conjuntos são todos os subespaços de R2:

f(0; 0)g , todas as rectas que contêm a origem e R2.

(iii) Os seguintes conjuntos são todos os subespaços de R3:

f(0; 0; 0)g , todas as rectas que contêm a origem,

todos os planos que contêm a origem e R3.

Observação 24. O método de eliminação de Gauss permite determinar a dimensão e
uma base para o espaço das linhas L(A) de uma matriz A. Seja A0 a matriz em escada que se
obtem de A por aplicação do método de eliminação de Gauss. Assim, uma base para L(A)
será formada pelas linhas não nulas de A0.

Teorema 28. Seja A uma matriz do tipo m � n. A dimensão de L(A) é igual à
característica de A, isto é

dimL(A) = carA.

Teorema 29. Seja A uma matriz do tipo m� n. Tem-se

dim C(A) = dimL(A) = carA.
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Dem. Suponhamos que carA = k. Sendo A0 a matriz m � n em escada (reduzida) de
linhas, então A0 tem exactamente k linhas não nulas. Sejam R1; :::; Rk essas linhas. Como

L(A) = L(A0);

então as linhas L1; :::; Lm de A podem ser expressas como combinações lineares das linhas
R1; :::; Rk, ou seja, existem escalares cij; com i = 1; :::;m e j = 1; :::; k tais que

L1 = c11R1 + :::+ c1kRk
:::

Lm = cm1R1 + :::+ cmkRk

Para i = 1; :::;m, sejam aij e rij as componentes j das linhas Li e Ri respectivamente.
Assim, tem-se

a1j = c11r1j + :::+ c1krkj
:::

amj = cm1r1j + :::+ cmkrkj

ou seja, matricialmente,264 a1j
...
amj

375 = r1j
264 c11

...
cm1

375+ :::+ rkj
264 c1k

...
cmk

375 .

Como

264 a1j
...
amj

375 é a coluna j de A, a última igualdade mostra que os vectores
264 c11

...
cm1

375 ; :::;
264 c1k

...
cmk

375
geram C (A). Logo, tem-se

dim C (A) � k = dimL (A) .
Deste modo, substituindo A por AT tem-se também

dim C
�
AT
�| {z }

=dimL(A)

� dimL
�
AT
�| {z }

=dim C(A)

:

Ou seja, tem-se
dim C (A) � dimL (A)

e
dimL (A) � dim C (A) :

Isto é,

dim C (A) = dimL (A) .
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Observação 25. Atendendo ao teorema anterior tem-se

carA = carAT

uma vez que
carA = dimL (A) = dim C (A) = dimL

�
AT
�
= carAT .

Observação 26. O método de eliminação de Gauss permite determinar a dimensão e
uma base para o espaço das colunas C(A) de uma matriz A. Seja A0 a matriz em escada
que se obtem de A por aplicação do método de eliminação de Gauss. Assim, uma base para
C(A) será formada pelas colunas de A que correspondem às posições das colunas de A0 que
contêm os pivots.

Teorema 30. Seja A uma matriz do tipo m�n. A dimensão de N (A) é igual à nulidade
de A, isto é

dimN (A) = nulA.

Dem. Como nulA é igual ao no total de variáveis livres associadas aN (A) e constituindo
um conjunto linearmente independente os vectores a elas associados, tem-se

dimN (A) � nulA

uma vez que dimN (A) é o número máximo de vectores que podem constituir um conjunto
linearmente independente de vectores de N (A). Por outro lado, como os vectores associados
às variáveis livres de N (A) constituem um conjunto gerador de N (A) então

dimN (A) � nulA

uma vez que dimN (A) é o número mínimo de vectores que podem constituir um conjunto
gerador de N (A). Logo

dimN (A) = nulA

Exemplo 24. Seja A =

24 2 1 1 1
4 2 3 3
�6 �3 1 1

35. Tem-se
A =

24 2 1 1 1
4 2 3 3
�6 �3 1 1

35 �!
�2L1+L2!L2
3L1+L3!L3

24 2 1 1 1
0 0 1 1
0 0 4 4

35 �!
�4L2+L3!L3

24 2 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 0

35 = A0.
Logo, f(2; 1; 1; 1); (0; 0; 1; 1)g é uma base de L(A) e f(2; 4;�6); (1; 3; 1)g é uma base de C(A).
Assim,

dimL(A) = 2 = dim C(A)
e

L(A) = L (f(2; 1; 1; 1); (0; 0; 1; 1)g) , C(A) = L (f(2; 4;�6); (1; 3; 1)g) .
Por outro lado,

N (A0) =

8>><>>:(x; y; z; w) 2 R4 : A0
2664
x
y
z
w

3775 =
2664
0
0
0
0

3775
9>>=>>; =
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= f(x;�2x;�w;w) : x;w 2 Rg = L (f(1;�2; 0; 0); (0; 0;�1; 1)g) .
Como o conjunto f(1;�2; 0; 0); (0; 0;�1; 1)g é linearmente independente e gera N (A0) então
é uma base de N (A0). Finalmente, uma vez que N (A) = N (A0), o conjunto

f(1;�2; 0; 0); (0; 0;�1; 1)g

é uma base de N (A) e portanto dimN (A) = 2, com

N (A) = L (f(1;�2; 0; 0); (0; 0;�1; 1)g) .

Exemplo 25. Seja

S = f1; 2;�1); (2; 1; 1); (�1;�2; 1); (0; 1; 0)g � R3:

Determinemos uma base para L(S).
Considerando a matriz cujas colunas são os vectores de S, tem-se24 1 2 �1 0

2 1 �2 1
�1 1 1 0

35 �!
�2L1+L2!L2
L1+L3!L3

24 1 2 �1 0
0 �3 0 1
0 3 0 0

35 �!
L2+L3!L3

24 1 2 �1 0
0 �3 0 1
0 0 0 1

35 .
Logo, S 0 = f1; 2;�1); (2; 1; 1); (0; 1; 0)g é uma base de L(S). Como dimR3 = 3, então tem-se
mesmo: L(S) = R3 e S 0 é uma base de R3.

Resolução alternativa: Considerando a matriz cujas linhas são os vectores de S, tem-se2664
1 2 �1
2 1 1
�1 �2 1
0 1 0

3775 �!
�2L1+L2!L2
L1+L3!L3

2664
1 2 �1
0 �3 3
0 0 0
0 1 0

3775 �!
L3$L4

2664
1 2 �1
0 �3 3
0 1 0
0 0 0

3775 �!
1
3
L2+L3!L3

2664
1 2 �1
0 �3 3
0 0 1
0 0 0

3775 .
Logo, S 0 = f1; 2;�1); (0;�3; 3); (0; 0; 1)g é uma base de L(S). Como dimR3 = 3, então
tem-se mesmo: L(S) = R3 e S 0 é uma base de R3.

Exemplo 26. Seja

Sa;b = f1; 0; 1); (0; 1; a); (1; 1; b); (1; 1; 1)g � R3:

Determinemos os valores dos parâmetros a e b para os quais Sa;b não gere R3.
Considerando a matriz cujas colunas são os vectores de S, tem-se24 1 0 1 1
0 1 1 1
1 a b 1

35 �!
�L1+L3!L3

24 1 0 1 1
0 1 1 1
0 a b� 1 0

35 �!
�aL2+L3!L3

24 1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 b� a� 1 �a

35 .
Logo, Sa;b não gera R3 se e só se b� a� 1 = 0 e �a = 0, isto é, se e só se a = 0 e b = 1.

Teorema 31. (i) Seja A 2Mm�n(R). As colunas de A geram Rm se e só se

carA = m:
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(ii) Seja A 2Mm�n(R). As colunas de A são linearmente independentes se e só se

carA = n:

(iii) Seja A 2Mn�n(R). A matriz A é invertível se e só se as colunas de A (ou as linhas
de A) formarem uma base de Rn. No caso de A ser invertível tem-se

C(A) = L(A) = Rn.

Teorema 32. Seja A 2Mm�n(R) e considere o sistema de equações lineares Au = b.

(i) O sistema Au = b é impossível (não tem solução) se e só se b =2 C(A), isto é, se e só
se carA < car [A j b].

(ii) O sistema Au = b é possível e indeterminado (tem um no in�nito de soluções) se
e só se b 2 C(A) e as colunas de A forem linearmente dependentes, isto é, se e só se

carA = car [A j b] < n;

isto é, se e só se
carA = car [A j b] e nulA 6= 0:

(iii) O sistema Au = b é possível e determinado (tem uma única solução) se e só se
b 2 C(A) e as colunas de A forem linearmente independentes, isto é, se e só se

carA = car [A j b] = n;

isto é, se e só se
carA = car [A j b] e nulA = 0:

Teorema 33. Sejam W1 e W2 dois subespaços de dimensão �nita de um espaço linear
V . Então,

dim (W1 +W2) = dimW1 + dimW2 � dim (W1 \W2) ,

Dem. Sejam

n = dimW1; m = dimW2 e k = dim (W1 \W2) :

Se k = 0 a igualdade do teorema é imediata. Se k 6= 0, seja fw1; :::; wkg uma base deW1\W2.
Sejam uk+1; :::; un 2 W1 tais que

fw1; :::; wk; uk+1; :::; ung

é uma base de W1. Sejam vk+1; :::; vm 2 W2 tais que

fw1; :::; wk; vk+1; :::; vmg
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é uma base de W2. Vejamos que

B = fw1; :::; wk; uk+1; :::; un; vk+1; :::; vmg

é uma base de W1 +W2.
Seja w 2 W1 +W2. Existem u 2 W1 e v 2 W2 tais que w = u + v. Ou seja, existem

escalares (únicos) �1; :::; �n e �1; :::; �m tais que

w = u+ v =

kX
i=1

(�i + �i)wi +

nX
j=k+1

�juj +
mX

l=k+1

�lvl

pelo que B gera W1 +W2.
Sejam 
1; :::; 
n; �k+1; :::; �m n+m� k escalares tais que

0 =

kX
i=1


iwi +
nX

j=k+1


juj +
mX

l=k+1

�lvl;

isto é,
mX

l=k+1

�lvl = �
 

kX
i=1


iwi +
nX

j=k+1


juj

!
2 W1,

ou seja
mX

l=k+1

�lvl 2 W1 \W2:

Atendendo a que fw1; :::; wkg é base de W1 \W2, existem escalares �1; :::; �k tais que

mX
l=k+1

�lvl =
kX
i=1

�iwi,

isto é,
kX
i=1

�iwi +
mX

l=k+1

(��l) vl = 0:

Como fw1; :::; wk; vk+1; :::; vmg é uma base de W2, tem-se

�1 = ::: = �k = �k+1 = ::: = �m = 0.

Logo

0 =
kX
i=1


iwi +
nX

j=k+1


juj +
mX

l=k+1

�lvl =
kX
i=1


iwi +
nX

j=k+1


juj.

Assim, como fw1; :::; wk; uk+1; :::; ung é uma base de W1, tem-se 
1 = ::: = 
n = 0. Deste
modo, como


1 = ::: = 
n = �k+1 = ::: = �m = 0

então o conjunto B é linearmente independente.
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Matriz de mudança de coordenadas

De�nição 37. Seja V um espaço linear de dimensão n. Sejam B1 = fv1; :::; vng e
B2 = fw1; :::; wng duas bases ordenadas de V . Seja SB1!B2 a matriz cujas colunas são as
coordenadas dos vectores de B1 em relação à base B2. Isto é,

SB1!B2 = (sij)n�n com vj =

nX
i=1

sijwi para todo o j = 1; :::; n.

A matriz SB1!B2 é invertível e chama-se matriz de mudança de coordenadas (da base
B1 para B2). Tem-se �

v1 ::: vn
�
=
�
w1 ::: wn

�
SB1!B2

Teorema 34. Seja V um espaço linear de dimensão n. Sejam B1 = fv1; :::; vng e
B2 = fw1; :::; wng duas bases ordenadas de V . Seja SB1!B2 a matriz cujas colunas são as
coordenadas dos vectores de B1 em relação à base B2. Isto é,

SB1!B2 = (sij)n�n com vj =
nX
i=1

sijwi para todo o j = 1; :::; n.

Se tivermos

u =
nX
i=1

�ivi,

isto é, se (�1; :::; �n) forem as coordenadas do vector u na base B1 então as coordenadas
(�1; :::; �n) de u na base B2 são dadas por264 �1...

�n

375 = SB1!B2
264 �1...
�n

375 .
Dem. Tem-se

u =
nX
i=1

�iwi =
nX
j=1

�jvj =
nX
j=1

�j

nX
i=1

sijwi =
nX
i=1

 
nX
j=1

sij�j

!
wi.

como as coordenadas de um vector u numa base são únicas, tem-se para todo o i = 1; :::; n,

�i =

 
nX
j=1

sij�j

!
. Isto é,

264 �1...
�n

375 = SB1!B2
264 �1...
�n

375 .
Teorema 35. Tem-se

SB2!B1 = (SB1!B2)
�1 :
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Exemplo 27. Consideremos

Bc = f(1; 0); (0; 1)g
a base canónica de R2. Seja

B = f(1; 2); (3; 4)g
uma outra base ordenada de R2. Sejam (5; 6) as coordenadas de um vector u na base canónica
Bc e determinemos as coordenadas de u na base B usando a matriz SBc!B. Tem-se

SBc!B =

�
�2 3

2

1 �1
2

�
,

uma vez que

(1; 0) = �2(1; 2) + 1(3; 4) e (0; 1) =
3

2
(1; 2)� 1

2
(3; 4). (*)

Logo, as coordenadas de u na base B são dadas por

SBc!B

�
5
6

�
=

�
�2 3

2

1 �1
2

� �
5
6

�
=

�
�1
2

�
.

Logo, �1 e 2 são as coordenadas de (5; 6) na base ordenada B, isto é
(5; 6) = �1(1; 2) + 2(3; 4).

Observação 27. Colocando os vectores em coluna, note que as duas igualdades em (*)
podem ser escritas na forma:�

1 0
0 1

�
=

�
1 3
2 4

� �
�2 3

2

1 �1
2

�
sendo esta última igualdade equivalente a

�
1 0
0 1

� �
1 3
2 4

�
| {z }

=

24 �2 3
2

1 �1
2

35�1
=

�
1 3
2 4

�
,

,

8<:
(1; 2) = 1(1; 0) + 2(0; 1)

(3; 4) = 3(1; 0) + 4(0; 1)
querendo isto dizer que as coordenadas dos vectores (1; 2)

e (3; 4) relativamente à base canónica (ordenada) f(1; 0); (0; 1)g são respectivamente (1; 2) e
(3; 4).

Observação 28. Sendo B1 e B2 bases ordenadas de um espaço euclidiano V . Tem-se:

hu; vi =
�
[u]B1

�T
GB1 [v]B1

e também
hu; vi =

�
[u]B2

�T
GB2 [v]B2

ou seja:

hu; vi =
�
[u]B2

�T
GB2 [v]B2 =

�
SB1!B2 [u]B1

�T
GB2SB1!B2 [v]B1 =

�
[u]B1

�T �
STB1!B2GB2SB1!B2

�
[v]B1

com
STB1!B2GB2SB1!B2 = GB1.
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Transformações lineares

De�nição 38. Sejam U e V espaços lineares. Diz-se que

T : U ! V

é uma transformação linear se e só se veri�car as duas condições:

(i) T (u+ v) = T (u) + T (v), para todos os u; v 2 U .

(ii) T (�u) = �T (u), para todos os u 2 U e escalares �.

Observação 29. Sejam U e V espaços lineares. Sejam 0 o vector nulo de U e 00 o vector
nulo de V .

(i) Se T : U ! V fôr uma transformação linear então T (U) é um subespaço de V e além
disso tem-se T (0) = 00 (T (0) = T (0+ 0) = T (0) + T (0) , T (0) = 00). Logo, se T não
veri�car T (0) = 00 então T não será uma transformação linear.

(ii) T : U ! V é uma transformação linear se e só se

T (�u+ �v) = �T (u) + �T (v),

para todos os u; v 2 U e escalares �; �.

(iii) Seja T : U ! V uma transformação linear, com U = L (fv1; :::; vng). Seja u 2 U .
Logo, existem escalares �1; :::; �n tais que

u = �1v1 + :::+ �nvn.

Tem-se então
T (u) = �1T (v1) + :::+ �nT (vn).

Exemplo 28. Consideremos a base canónica f(1; 0) ; (0; 1)g de R2. Seja

T : R2 ! R

uma transformação linear tal que T (1; 0) = 1 e T (0; 1) = 1.
Para qualquer (x; y) 2 R2 tem-se

(x; y) = x(1; 0) + y(0; 1).

Então,
T (x; y) = T (x(1; 0) + y(0; 1)) = xT (1; 0) + yT (0; 1) = x+ y.

Logo, T : R2 ! R é a transformação linear de�nida explicitamente por

T (x; y) = x+ y.
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Teorema 36. Sejam U e V espaços lineares e seja fv1; :::; vng uma base de U . Sejam
T1; T2 : U ! V duas transformações lineares.

Se T1(vi) = T2(vi) para todo o i = 1; :::; n, então T1(u) = T2(u),

para todo o u 2 U , isto é, T1 = T2.

Exemplo 29. (i) Sejam U e V espaços lineares e seja 0 o vector nulo de V . Seja
O : U ! V de�nida por

O(u) = 0,

para todo o u 2 U . O é uma transformação linear e chama-se transformação nula.

(ii) Seja A 2Mm�n(R). Seja
T : Rn ! Rm

de�nida por
T (u) = Au,

para todo o u 2 Rn. T é uma transformação linear.

(iii) Sejam V um espaço linear e k um escalar (�xo). Seja Tk : V ! V de�nida por

Tk(v) = kv;

para todo o v 2 V .
Tk é uma transformação linear. Diz-se que Tk é uma homotetia.
Se 0 < k < 1 diz-se que Tk é uma contracção.
Se k > 1 diz-se que Tk é uma dilatação.
Se k = 1 então chama-se a T1 a transformação identidade e denota-se por I. Tem-se

I(u) = u;

para todo o u 2 U .

(iv) T : R2 ! R2 de�nida por T (x; y) = (1� y; 2x) não é uma transformação linear.

(v) T : R2 ! R de�nida por T (x; y) = xy não é uma transformação linear.

(vi) Seja T : P2 ! P3 de�nida por

T (p (t)) = tp (t) :

T é uma transformação linear.

(vii) Seja T : P3 ! P1 de�nida por

T (p) = p00:

T é uma transformação linear.
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(viii) Seja T : C1 (R)! C (R) de�nida por

T (f) = f 0;

onde C1 (R) é o espaço linear de todas as funções reais com primeira derivada contínua em R
e C (R) é o espaço linear de todas as funções reais contínuas em R. T é uma transformação
linear.

(ix) Seja a 2 R (�xo). Seja T : C1 (R)! R de�nida por

T (f) = f 0 (a) .

T é uma transformação linear.

(x) Seja n 2 N. Seja T : Cn (R)! C (R) de�nida por

T (f) = f (n);

onde f (n) é a derivada de ordem n de f , Cn (R) é o espaço linear de todas as funções reais
com derivada de ordem n contínua em R e C (R) é o espaço linear de todas as funções reais
contínuas em R. T é uma transformação linear.

(xi) Seja T : C (R)! C1 (R) de�nida por

T (f) =

Z x

0

f (t) dt:

T é uma transformação linear.

(xii) Seja T : C ([a; b])! R de�nida por

T (f) =

Z b

a

f (t) dt:

T é uma transformação linear.

(xiii) Seja T :Mn�n(R)!Mn�n(R) de�nida por

T (X) = XT :

T é uma transformação linear.

(xiv) Seja T :Mn�n(R)!Mn�n(R) de�nida por

T (X) = AX;

com A 2Mn�n(R) �xa. T é uma transformação linear.

(xv) Seja
tr :Mn�n(R)! R

de�nida por

tr(A) = a11 + :::+ ann =
nX
i=1

aii,
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para todo o A = (aij)n�n 2 Mn�n(R), isto é, tr(A) é a soma de todas as entradas da
diagonal principal de A. O traço, tr, é uma transformação linear, isto é, sendo A = (aij)n�n
e B = (bij)n�n duas matrizes do tipo n� n e � um escalar, tem-se

tr(A+B) = tr(A) + tr(B) e tr(�A) = � tr(A):

Além disso, tem-se

tr(AT ) = tr(A) e tr(AB) = tr(BA):

De�nição 39. Sejam U e V espaços lineares e T1; T2 : U ! V transformações lineares.
Seja � um escalar. Sejam T1 + T2; �T1 : U ! V de�nidas por

(T1 + T2) (u) = T1(u) + T2(u) e (�T1)(u) = �T1(u),

para todo o u 2 U .

De�nição 40. Sejam U e V espaços lineares. Chama-se a L(U; V ) o conjunto de todas
as transformações lineares de U em V .

Teorema 37. Sejam U e V espaços lineares e T1; T2 : U ! V transformações lineares.
Seja � um escalar. Então:

(i) T1 + T2 e �T1 são transformações lineares.

(ii) O conjunto L(U; V ), com as operações da de�nição 39, é um espaço linear.

Exemplo 30. Seja B = fT1; T2; T3; T4g com T1; T2; T3; T4 2 L(R2;R2) de�nidas por

T1(x; y) = (x; 0), T2(x; y) = (y; 0), T3(x; y) = (0; x) e T4(x; y) = (0; y),

para todo o (x; y) 2 R2. O conjunto B é uma base de L(R2;R2). Logo,

dimL(R2;R2) = 4:

De�nição 41. Sejam U; V e W espaços lineares e, T2 : U ! V e T1 : V ! W transfor-
mações lineares. Seja T1 � T2 : U ! W de�nida por

(T1 � T2) (u) = T1 (T2(u)) ,

para todo o u 2 U . Chama-se a T1 � T2 a composição de T1 com T2.

Observação 30. Em geral, tem-se T1 � T2 6= T2 � T1.

Teorema 38. (i) Sejam T2 : U ! V e T1 : V ! W transformações lineares. Então
T1 � T2 é uma transformação linear.
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(ii) Sejam T3 : U ! V; T2 : V ! W e T1 : W ! X. Então, tem-se T1 � (T2 � T3) =
(T1 � T2) � T3.

(iii) Sejam T4 : W ! U , T2; T3 : U ! V e T1 : V ! W . Seja � 2 R. Então, tem-se

(T2 + T3) � T4 = T2 � T4 + T3 � T4 e (�T3) � T4 = � (T3 � T4)

e se T1 fôr linear tem-se

T1 � (T2 + T3) = T1 � T2 + T1 � T3 e T1 � (�T2) = � (T1 � T2) .

De�nição 42. De�ne-se T 0 = I e T k = T � T k�1, para todo o k = 1; 2; :::.

Observação 31. Tem-se Tm+n = Tm � T n para todos os m;n 2 N.

De�nição 43. Sejam U e V espaços lineares e T : U ! V uma transformação linear.
Seja 0 o vector nulo de V .

(i) Chama-se contradomínio ou imagem de T ao conjunto

T (U) = fT (u) : u 2 Ug ,

que também se denota por I(T ).
Note-se que se existir fu1; :::; ukg � U tal que U = L (fu1; :::; ukg) então

I(T ) = L (fT (u1) ; :::; T (uk)g) :

(ii) Chama-se núcleo ou espaço nulo de T ao conjunto

N (T ) = fu 2 U : T (u) = 0g .

Teorema 39. Sejam U e V espaços lineares e T : U ! V uma transformação linear.
Então, os conjuntos N (T ) e I(T ) são subespaços de U e V respectivamente.

Exemplo 31. (i) Sejam U e V espaços lineares. Sejam 0 e 00 os vectores nulos de U e
V respectivamente.

Considere a transformação nula O : U ! V de�nida por

O(u) = 00,

para todo o u 2 U . Tem-se
N (O) = U e I(O) = f00g .

(ii) Considere a transformação identidade I : U ! U de�nida por
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I(u) = u,

para todo o u 2 U . Tem-se
N (I) = f0g e I(I) = U .

(iii) Seja A 2Mm�n(R). Seja
T : Rn ! Rm

de�nida por
T (u) = Au,

para todo o u 2 Rn. Tem-se

N (T ) = N (A) e I(T ) = C(A).

(iv) Seja T : C1 (R)! C (R) de�nida por

T (f) = f 0:

Tem-se

N (T ) = ff : R! R tal que f é constante em Rg e I(T ) = C (R) :

(v) Seja T : C2 (R)! C (R) de�nida por

T (f (t)) = f 00 (t) + !2f (t) ;

com ! 2 Rn f0g. Tem-se (pág. 72 de [1])

N (T ) = L (fcos (!t) ; sen (!t)g) ;

onde fcos (!t) ; sen (!t)g é uma base deN (T ). Observe-se queN (T ) é precisamente a solução
geral da equação diferencial linear homogénea

f 00 (t) + !2f (t) = 0:

(vi) Seja T : C2 (R)! C (R) de�nida por

T (f (t)) = f 00 (t)� !2f (t) ;

com ! 2 Rn f0g. Tem-se (pág. 74 de [1])

N (T ) = L
��
e�!t; e!t

	�
;

onde fe�!t; e!tg é uma base de N (T ). Note-se que N (T ) é precisamente a solução geral da
equação diferencial linear homogénea

f 00 (t)� !2f (t) = 0:
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De�nição 44. T : U ! V diz-se injectiva se e só se

T (u) = T (w) ) u = w,

para todos os u;w 2 U , isto é, se e só se

u 6= w ) T (u) 6= T (w),

para todos os u;w 2 U .

Teorema 40. Sejam U e V espaços lineares. Seja T : U ! V uma qualquer transfor-
mação linear. Então:

T é injectiva , N (T ) = f0g.

Dem. ()) Suponhamos que T é injectiva. Seja u 2 N (T ). Logo T (u) = 0V =
T é linear

T (0U), pelo que u = 0 uma vez que T é injectiva. Logo N (T ) = f0g.
(() Suponhamos que N (T ) = f0g. Sejam u; v 2 U tais que T (u) = T (v). Logo

T (u� v) = 0, pelo que u � v = 0 uma vez que N (T ) = f0g. Logo u = v e assim T é
injectiva.

Teorema 41. Sejam U um espaço linear de dimensão �nita e T uma transformação
linear de�nida em U . Então, o subespaço I(T ) tem dimensão �nita e

dimN (T ) + dim I(T ) = dimU .

Dem. Se dimN (T ) = 0 então T é injectiva, pela alínea (i). Suponhamos que dimU = n.
Considerando uma base fw1; :::; wng de U , vamos mostrar que o conjunto de n vectores
fT (w1) ; :::; T (wn)g é uma base de I(T ).
Seja v 2 I(T ). Existe então u 2 U tal que v = T (u). Como fw1; :::; wng é base

de U , existem escalares (únicos) �1; :::; �n tais que u =
nP
i=1

�iwi. Logo, como T é linear,

v = T (u) =
nP
i=1

�iT (wi) concluindo-se deste modo que o conjunto fT (w1) ; :::; T (wn)g gera

I(T ).
Sejam agora �1; :::; �n escalares tais que �1T (w1)+:::+�nT (wn) = 0. A última igualdade

é equivalente a T (�1w1 + :::+ �nwn) = 0 uma vez que T é linear. Logo, como T é injectiva,
obtém-se �1w1 + ::: + �nwn = 0 e, deste modo, �1 = ::: = �n = 0 uma vez que o conjunto
fw1; :::; wng é linearmente independente.

Seja n = dimU . Suponhamos agora que dimN (T ) 6= 0. Seja r = dimN (T ) e seja
fu1; :::; urg uma base de N (T ). Considere-se os vectores ur+1; :::; un 2 U de modo a que
fu1; :::; ur; ur+1; :::; ung seja uma base de U . Vejamos que fT (ur+1) ; :::; T (un)g é uma base
de I(T ).
Seja v 2 I(T ). Existe então u 2 U tal que v = T (u). Como fu1; :::; ung é base

de U , existem escalares (únicos) �1; :::; �n tais que u =
nP
i=1

�iui. Logo, como T é linear,

v = T (u) =
nP
i=1

�iT (ui) concluindo-se deste modo que o conjunto

fT (u1) ; :::; T (un)g =
fu1;:::;urg2N (T )

fT (ur+1) ; :::; T (un)g
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gera I(T ).
Sejam agora �r+1; :::; �n escalares tais que �r+1T (ur+1) + ::: + �nT (un) = 0. A última

igualdade é equivalente a T
�
�r+1ur+1 + :::+ �nun

�
= 0 uma vez que T é linear. Logo

�r+1ur+1 + ::: + �nun 2 N (T ). Por outro lado, como fu1; :::; urg é base de N (T ), existem
escalares (únicos) 
1; :::; 
r tais que

�r+1ur+1 + :::+ �nun =

rX
i=1


iui;

ou seja
rX
i=1

(�
i)ui +
nX

i=r+1

�iui = 0

de onde se obtem

1 = ::: = 
r = �r+1 = ::: = �n = 0

uma vez que o conjunto fu1; :::; urg é linearmente independente. Assim �r+1 = ::: = �n = 0
e deste modo, o conjunto fT (ur+1) ; :::; T (un)g é linearmente independente.

Teorema 42. Seja A 2Mm�n(R). Tem-se

Rn = N (A)� L(A).

Dem. Seja T : Rn ! Rm tal que T (u) = Au, para todo o u 2 Rn. Tem-se

N (A) = N (T ) e C(A) = I(T )

e também pelo teorema anterior

dimN (A) + dim C(A) = dimN (T ) + dim I(T ) = dimRn = n.

Como dimL(A) = dim C(A) e N (A) \ L(A) = f0g, então

dim (N (A) + L(A)) = dimN (A) + dimL(A)� dim (N (A) \ L(A)) =

= dimN (A) + dim C(A) = n
e como N (A) + L(A) é um subespaço de Rn então

Rn = N (A)� L(A).

De�nição 45. (i) T : U ! V diz-se sobrejectiva se e só se T (U) = V .

(ii) T : U ! V diz-se bijectiva se e só se fôr injectiva e sobrejectiva.

De�nição 46. Sejam U e V espaços lineares. Diz-se que U e V são isomorfos se e só
se existir um isomor�smo entre U e V , isto é, se e só se existir uma transformação linear
bijectiva T : U ! V . Sendo U e V isomorfos escreve-se

U �= V .
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Teorema 43. Sejam U e V dois espaços lineares de dimensões �nitas. Então, U e V são
isomorfos se e só se dimU = dimV .

Teorema 44. (i) Qualquer espaço linear real de dimensão n é isomorfo a Rn.

(ii) Sejam U e V dois espaços lineares de dimensões �nitas. A transformação linear
T : U ! V é sobrejectiva se e só se T transformar um qualquer conjunto gerador de U num
conjunto gerador de V .

(iii) Sejam U e V dois espaços lineares de dimensões �nitas. Se a transformação linear
T : U ! V fôr sobrejectiva então dimV � dimU .

(iv) Sejam U e V dois espaços lineares de dimensões �nitas. Se a transformação linear
T : U ! V fôr injectiva então dimU � dimV .

Exemplo 32. (i) A transformação linear T : Rn !Mn�1(R) de�nida por

T (a1; :::; an) =

264 a1...
an

375 ;
é um isomor�smo. Logo

Rn �=Mn�1(R):

(ii) A transformação linear T :Mm�n(R)! Rmn de�nida por

T

0B@
264 a11 a1n

...
...

...
am1 amn

375
1CA = (a11; :::; am1; :::; a1n; :::; amn) ;

é um isomor�smo. Logo
Mm�n(R) �= Rmn:

(iii) A transformação linear T : Rn+1 ! Pn de�nida por

T (a0; a1; :::; an) = a0 + a1t+ :::+ ant
n;

é um isomor�smo. Logo Rn+1 �= Pn.

(iv) Seja A uma matriz m�n. Os espaços C (A) e L (A) são isomorfos pois têm a mesma
dimensão (carA).

C (A) �= L (A) .
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Observação 32. Sejam U e V espaços lineares de dimensões �nitas tais que

dimU = dimV:

Seja T : U ! V uma transformação linear. Então, T é injectiva se e só se T é sobrejectiva.

De�nição 47. Sejam U e V espaços lineares de dimensões �nitas tais que dimU =
dimV . Diz-se que T : U ! V é invertível se existir S : V ! U tal que

S � T = IU e T � S = IV ,

onde IU é a transformação identidade em U e IV é a transformação identidade em V . Chama-
se a S a inversa de T e escreve-se

S = T�1.

Se T fôr linear então, a existir, T�1 também é linear.

Teorema 45. Sejam U e V espaços lineares com U de dimensão �nita. Seja

T : U ! V

uma transformação linear. Seja 0 o vector nulo de U . As seguintes a�rmações são equiva-
lentes.

(i) T é injectiva.

(ii)N (T ) = f0g.

(iii) dimU = dimT (U).

(iv) T transforma qualquer conjunto linearmente independente de vectores de U num
conjunto linearmente independente de vectores de V .

(v) T transforma bases de U em bases de T (U).

Teorema 46. Sejam U e V espaços lineares. Seja T : U ! V uma transformação linear.
Seja b 2 V . Então:

(i) Existência de solução: a equação linear T (u) = b tem sempre solução (para qual-
quer b) se e só se T fôr sobrejectiva (T (U) = V );

(ii) Unicidade de solução: a equação linear T (u) = b a ter solução, ela é única se e só
se T fôr injectiva;

(iii) Existência e unicidade de solução: a equação linear T (u) = b tem solução única
u se e só se T fôr bijectiva.

Teorema 47. Sejam U e V espaços lineares. Seja T : U ! V uma transformação linear.
Seja b 2 V . A solução geral da equação linear

T (u) = b

obtém-se somando a uma solução particular dessa equação, a solução geral da equação linear
homogénea T (u) = 0 (N (T )).
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Representação matricial de uma transformação linear

De�nição 48. (Representação matricial de uma transformação linear). Sejam
U e V espaços lineares de dimensões �nitas tais que dimU = n e dimV = m. Sejam
B1 = fu1; :::; ung e B2 = fv1; :::; vmg duas bases ordenadas de U e V respectivamente. Seja
T : U ! V uma transformação linear. Considere-se a matriz A = (aij)m�n cuja coluna j,
para cada j = 1; :::; n, é formada pelas coordenadas de T (uj) na base B2. Isto é,

T (uj) =
mX
i=1

aijvi.

Chama-se a esta matriz A a representação matricial de T em relação às bases B1 e B2 e
escreve-se

A =M(T ;B1;B2).

Teorema 48. (Representação matricial de uma transformação linear). Sejam
U e V espaços lineares de dimensões �nitas tais que dimU = n e dimV = m. Sejam
B1 = fu1; :::; ung e B2 = fv1; :::; vmg duas bases ordenadas de U e V respectivamente. Seja
T : U ! V uma transformação linear. Seja

A =M(T ;B1;B2).

Se �1; :::; �n forem as coordenadas de um vector u 2 U na base ordenada B1 então as
coordenadas �1; :::; �m de T (u) 2 V na base ordenada B2 são dadas por264 �1

...
�m

375 =M(T ;B1;B2)
264 �1...
�n

375 , isto é: [T (u)]B2 =M(T ;B1;B2) [u]B1 .

Observação 33. MUITO IMPORTANTE. Nas condições do teorema anterior, tem-
se

u =
nX
j=1

�juj 2 N (T ), (�1; :::; �n) 2 N (A)

v =
mX
i=1

�ivi 2 I(T ), (�1; :::; �m) 2 C(A)

uma vez que

T (u) = T

 
nX
j=1

�juj

!
=

T é linear

nX
j=1

�jT (uj) =
nX
j=1

�j

mX
i=1

aijvi =
mX
i=1

 
nX
j=1

aij�j

!
vi

e sendo fv1; v2; :::; vmg uma base de V tem-se

u 2 N (T ), T (u) = 0,
 

nX
j=1

aij�j = 0; para i = 1; :::;m

!
, (�1; :::; �n) 2 N (A):

55



Além disso:
I(T ) = L (fT (u1); :::; T (un)g) =

= L (fa11v1 + :::+ am1vm; :::; a1nv1 + :::+ amnvmg) .

Teorema 49. Seja V um espaço linear de dimensão �nita, com dimV = n. Sejam
B1 = fu1; :::; ung e B2 = fv1; :::; vng duas bases ordenadas de V . A representação matricial
da transformação identidade I : V ! V em relação às bases B1 e B2 é igual à matriz de
mudança de coordenadas. Isto é,

M(I;B1;B2) = SB1!B2.

Teorema 50. Sejam U e V espaços lineares tais que dimU = n e dimV = m. Seja
T : U ! V uma transformação linear. Sejam B1 e B2 bases (ordenadas) de U e V respecti-
vamente. Seja

A =M(T ;B1;B2) 2Mm�n(R)

a matriz que representa T em relação às bases B1 e B2. Tem-se então:

(i) dimN (T ) = nulA;

(ii) dim I(T ) = carA;

(iii) T é injectiva se e só se nulA = 0, isto é, se e só se carA = n;

(iv) T é sobrejectiva se e só se carA = m.

Teorema 51. Sejam Bnc = fe1; :::; eng e Bmc = fe01; :::; e0mg as bases canónicas (ordenadas)
de Rn e Rm respectivamente. Seja T : Rn ! Rm uma transformação linear. Considere-se a
matriz

A = (aij)m�n =M(T ;Bnc ;Bmc ) 2Mm�n(R)

cuja coluna j, para cada j = 1; :::; n, é formada pelas coordenadas de T (ej) na base Bmc . Isto
é,

T (ej) =
mX
i=1

aije
0
i = a1j

26664
1
0
...
0

37775+ :::+ amj
26664
0
...
0
1

37775 =
264 a1j

...
amj

375 .
Então, tem-se, para todo o u 2 Rn,

T (u) = T (�1; :::; �n) = T

 
nX
j=1

�jej

!
=

nX
j=1

�jT (ej) =
nX
j=1

�j

264 a1j
...
amj

375 = Au.
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Dem. Seja u 2 Rn. Então, existem �1; :::; �n 2 R tais que

u = �1e1 + :::+ �nen =
nX
j=1

�jej.

Uma vez que, para todo o j = 1; :::; n, T (ej) =
Pm

i=1 aije
0
i, tem-se

T (u) = T

 
nX
j=1

�jej

!
=

T é linear

nX
j=1

�jT (ej) =

nX
j=1

�j

mX
i=1

aije
0
i =

mX
i=1

 
nX
j=1

aij�j

!
e0i =

=

 
nX
j=1

a1j�j; :::;

nX
j=1

amj�j

!
=

24 a11 � � � a1n
� � �

am1 � � � amn

35
264 �1...
�n

375 = Au.

Observação 34. No caso em que U = Rn, V = Rm e B1 = Bnc , B2 = Bmc , tem-se:

N (T ) = N (A) e I(T ) = C(A),

uma vez que neste caso as coordenadas de um vector numa base coincidem com o próprio
vector.

Exemplo 33. (i) Seja T : R4 ! R3 de�nida por

T (x; y; z; w) = (3x+ y � 2z; 0; x+ 4z):

T é uma transformação linear e a matriz M(T ;B4c ;B3c ) que representa T em relação às bases
canónicas (ordenadas) B4c e B3c de R4 e R3 respectivamente, é dada por

A =M(T ;B4c ;B3c ) =

24 3 1 �2 0
0 0 0 0
1 0 4 0

35 ,
uma vez que T (1; 0; 0; 0) = (3; 0; 1), T (0; 1; 0; 0) = (1; 0; 0), T (0; 0; 1; 0) = (�2; 0; 4) e
T (0; 0; 0; 1) = (0; 0; 0).
Tem-se então:

T (x; y; z; w) =M(T ;B4c ;B3c )

2664
x
y
z
w

3775 = (3x+ y � 2z; 0; x+ 4z).
Além disso, tem-se

N (T ) = N (A) =
�
(x; y; z; w) 2 R4 : y = 14z e x = �4z

	
=

= f(�4z; 14z; z; w) : z; w 2 Rg = L (f(�4; 14; 1; 0); (0; 0; 0; 1)g)

e
I (T ) = C (A) = L (f(3; 0; 1); (1; 0; 0)g) .
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Uma base de I (T ) : f(3; 0; 1); (1; 0; 0)g. Uma base de N (T ) : f(�4; 14; 1; 0); (0; 0; 0; 1)g.

(ii) Sejam B1 = f1; t; t2g e B2 = f1; t; t2; t3g as bases canónicas (ordenadas) de P2 e P3
respectivamente. Seja D : P2 ! P3 tal que D(1) = 0, D(t) = 1 e D(t2) = 2t. D é uma
transformação linear e a matrizM(D;B1;B2) que representaD em relação às bases canónicas
B1 e B2, é dada por

M(D;B1;B2) =

2664
0 1 0
0 0 2
0 0 0
0 0 0

3775 .
Além disso tem-se

M(D;B1;B2)

24 a0a1
a2

35 =
2664
0 1 0
0 0 2
0 0 0
0 0 0

3775
24 a0a1
a2

35 =
2664
a1
2a2
0
0

3775 ,
isto é, D (a0 + a1t+ a2t2) = a1 + 2a2t, com a0; a1; a2 2 R.
Além disso, como

N (D) =
�
a0 + a1t+ a2t

2 : D
�
a0 + a1t+ a2t

2
�
= 0

	
=
�
a0 + a1t+ a2t

2 : a1 = a2 = 0 e a0 2 R
	
;

tem-se
N (D) = fa0 : a0 2 Rg = L (f1g) e I (D) = L (f1; 2tg) .

Uma base de I (D) : f1; 2tg. Uma base de N (D) : f1g.

(iii) Seja T : R3 ! R2 a transformação linear cuja matriz que a representa em relação
às bases ordenadas B1 = f(1; 1; 1); (0; 1; 1); (0; 0; 1)g e B2 = f(1; 1); (1;�1)g de R3 e R2
respectivamente, é dada por

A =M(T ;B1;B2) =
�
1 2 3
2 4 6

�
.

Seja u 2 R3 e sejam (�1; �2; �3) as coordenadas de u em relação à base B1. Tem-se

u 2 N (T ), (�1; �2; �3) 2 N (A)

e como

N (A) = N
��

1 2 3
0 0 0

��
= f(�2y � 3z; y; z) : y; z 2 Rg = L (f(�2; 1; 0); (�3; 0; 1)g) ,

logo f(�2; 1; 0); (�3; 0; 1)g é uma base de N (A) (uma vez que gera N (A) e é linearmente
independente).

N (T ) = f(�2) (1; 1; 1) + 1(0; 1; 1) + 0(0; 0; 1); (�3) (1; 1; 1) + 0(0; 1; 1) + 1(0; 0; 1)g =
= L (f(�2;�1;�1); (�3;�3;�2)g) .
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Logo f(�2;�1;�1); (�3;�3;�2)g é uma base para N (T ) (uma vez que gera N (T ) e é
linearmente independente).
Quanto ao contradomínio:

C(A) = L (f(1; 2)g) ,
logo f(1; 2)g é uma base de C(A) (uma vez que gera C(A) e é linearmente independente).

I(T ) = L (f1(1; 1) + 2(1;�1)g) = L (f(3;�1)g) .

Uma base de I (T ) : f(3;�1)g (uma vez que gera I (T ) e é linearmente independente).
Note-se que:

dimN (T ) = dimN (A) dim I(T ) = carA

e
dimN (T ) + dim I(T ) = dimU (espaço de partida).

Teorema 52. Sejam U; V e W espaços lineares de dimensões �nitas. Sejam B1;B2 e
B3 bases ordenadas de U; V e W respectivamente. Seja � escalar. Sejam T1; T2 2 L(U; V ) e
T3 2 L(V;W ). Então, tem-se

M(T1 + �T2;B1;B2) =M(T1;B1;B2) + �M(T2;B1;B2)

M(T3 � T1;B1;B3) =M(T3;B2;B3)M(T1;B1;B2)

Dem. Se A =M(T1;B1;B2) e B =M(T2;B1;B2)

(T1 + �T2) (uj) = T1 (uj) + �T2 (uj) =
mX
i=1

aijvi + �
mX
i=1

bijvi =
mX
i=1

(aij + �bij) vi

Logo
M(T1 + �T2;B1;B2) = A+ �B =M(T1;B1;B2) + �M(T2;B1;B2).

Sejam agora A =M(T3;B2;B3) e B =M(T1;B1;B2)

(T3 � T1) (uj) = T3 (T1 (uj)) = T3

 
kX
i=1

bijwi

!
=

kX
i=1

bijT3 (wi) =

=
kX
i=1

bij

mX
l=1

alivl =
mX
l=1

0BBBB@
kX
i=1

alibij| {z }
entrada (l;j) de AB

1CCCCA vl
Logo

M(T3 � T1;B1;B3) = AB =M(T3;B2;B3)M(T1;B1;B2)

Teorema 53. Sejam U e V dois espaços lineares de dimensões �nitas. Seja T : U ! V
uma transformação linear. Sejam B1 e B2 duas bases ordenadas de U e V respectivamente.
Seja A =M(T ;B1;B2) a matriz que representa T em relação às bases B1 e B2.
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Se V = T (U) então T é invertível se e só se A fôr uma matriz quadrada invertível. Tem-se
então

A�1 =M(T�1;B2;B1),
isto é, A�1 será a matriz que representa T�1 em relação às bases B2 e B1.

Teorema 54. Sejam U e V espaços lineares de dimensões �nitas respectivamente n e
m. Isto é,

dimU = n e dimV = m:

Então, os espaços lineares L(U; V ) eMm�n(R) são isomorfos e escreve-se

L(U; V ) �=Mm�n(R).

Tendo-se
dimL(U; V ) = mn:

Dem. Fixando bases ordenadas B1 e B2 para U e V respectivamente,

L(U; V ) ! Mm�n(R)
T ! M(T ;B1;B2)

é uma transformação linear bijectiva.
Logo dimL(U; V ) = dimMm�n(R) = mn

Teorema 55. Seja V um espaço linear de dimensão �nita. Seja T : V ! V uma
transformação linear. Sejam B1 e B2 duas bases ordenadas de V . SejaM(T ;B1;B1) a matriz
que representa T em relação à base B1.
Então, a matriz M(T ;B2;B2) que representa T em relação à base B2, é dada por

M(T ;B2;B2) = SB1!B2M(T ;B1;B1) (SB1!B2)
�1 :

Isto é, o diagrama seguinte é comutativo.

(V;B1)
M(T ;B1;B1)�!

T
(V;B1)

SB1!B2 # I I # SB1!B2
(V;B2)

T�!
M(T ;B2;B2)

(V;B2)

Note-se que neste caso:
T � I = I � T ,

,M(T ;B2;B2)SB1!B2 = SB1!B2M(T ;B1;B1),
,M(T ;B2;B2) = SB1!B2M(T ;B1;B1) (SB1!B2)

�1 .

Observação 35. Seja V um espaço linear de dimensão �nita. Seja T : V ! V uma
transformação linear. Sejam B1 e B2 duas bases ordenadas de V . Seja A = M(T ;B1;B1)
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a matriz que representa T em relação à base B1 e seja B = M(T ;B2;B2) a matriz que
representa T em relação à base B2. Como se tem

B = SAS�1

então:
carA = carB nulA = nulB trA = trB detA = detB

Teorema 56. Caso geral. Sejam U e V dois espaços lineares de dimensões �nitas. Seja
T : U ! V uma transformação linear. Sejam B1 e B01 duas bases ordenadas de U . Sejam B2
e B02 duas bases ordenadas de V . Seja M(T ;B1;B2) a matriz que representa T em relação às
bases B1 e B2.
Então, a matriz M(T ;B01;B02) que representa T em relação às bases B01 e B02, é dada por

M(T ;B01;B02) = SB2!B02M(T ;B1;B2)
�
SB1!B01

��1
.

Isto é, o diagrama seguinte é comutativo.

(U;B1)
M(T ;B1;B2)�!

T
(V;B2)

SB1!B01 # I I # SB2!B02
(U;B01)

T�!
M(T ;B01;B02)

(V;B02)

Note-se que neste caso:
T � I = I � T ,

,M(T ;B01;B02)SB1!B01 = SB2!B02M(T ;B1;B2),

,M(T ;B01;B02) = SB2!B02M(T ;B1;B2)
�
SB1!B01

��1
.

Exemplo 34. Seja T : R2 ! R3 de�nida por

T (x; y) = (y; x; y � x):

T é uma transformação linear. A matriz M(T ;B2c ;B3c ) que representa T em relação à base
canónica (ordenada) B2c de R2 e à base canónica (ordenada) B3c de R3, é dada por

M(T ;B2c ;B3c ) =

24 0 1
1 0
�1 1

35 .
Sejam B1 = f(1; 1); (�1; 1)g uma base ordenada de R2 e B2 = f(0; 0; 1); (0; 1; 1); (1; 1; 1)g
uma base ordenada de R3
A matriz M(T ;B1;B2) que representa T em relação à base ordenada B1 de R2 e à base

ordenada B2 de R3, é dada por

M(T ;B1;B2) =

24 �1 3
0 �2
1 1

35 ,
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uma vez que

T (1; 1) = (1; 1; 0) = �(0; 0; 1) + 0(0; 1; 1) + 1 (1; 1; 1)
T (�1; 1) = (1;�1; 2) = 3(0; 0; 1)� 2(0; 1; 1) + 1 (1; 1; 1) :

Vamos agora veri�car que se tem

M(T ;B1;B2) = SB3c!B2M(T ;B
2
c ;B3c )

�
SB2c!B1

��1
:

Uma vez que
(1; 0; 0) = 0(0; 0; 1)� 1(0; 1; 1) + 1 (1; 1; 1) ;
(0; 1; 0) = �(0; 0; 1) + 1(0; 1; 1) + 0 (1; 1; 1) ;
(0; 0; 1) = 1(0; 0; 1) + 0(0; 1; 1) + 0 (1; 1; 1)

tem-se então

SB3c!B2 =

24 0 �1 1
�1 1 0
1 0 0

35 :
Logo,

SB3c!B2M(T ;B
2
c ;B3c )

�
SB2c!B1

��1
=

24 0 �1 1
�1 1 0
1 0 0

3524 0 1
1 0
�1 1

35SB1!B2c =
=

24 �2 1
1 �1
0 1

35� 1 �1
1 1

�
=

24 �1 3
0 �2
1 1

35 =M(T ;B1;B2).
Por exemplo, para (2; 1) 2 R2, tem-se:

coordenadas de (2; 1)
na base B2c

M(T ;B2c ;B3c )�!
T

coordenadas de T (2; 1)
na base B3c

SB2c!B1 # I I # SB3c!B2

coordenadas de (2; 1)
na base B1

T�!
M(T ;B1;B2)

coordenadas de T (2; 1)
na base B2.

ou seja

�
2
1

�
M(T ;B2c ;B3c )�!

T

24 1
2
�1

35
SB2c!B1 # I I # SB3c!B2

�
3
2

�1
2

�
T�!

M(T ;B1;B2)

24 �31
1

35 .
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Determinantes

De�nição 49. Dados os números naturais 1; 2; :::; n chama-se permutação desses n
números a qualquer lista em que os mesmos sejam apresentados por ordem arbitrária.

De�nição 50. Seja (i1i2:::in) uma permutação dos números naturais 1; 2; :::; n. Diz-
-se que um par (ijik) é uma inversão quando (j � k) (ij � ik) < 0 (isto é, quando ij e ik
aparecerem na permutação por ordem decrescente).

De�nição 51. Uma permutação (i1i2:::in) diz-se par (ímpar) quando o no máximo de
inversões incluídas fôr par (ímpar).

Exemplo 35. A permutação (21453) é ímpar pois o no máximo de inversões nela incluí-
das é ímpar: (21); (43) e (53).

De�nição 52. Seja A uma matriz do tipo n � n. Chama-se determinante de A, e
escreve-se jAj ou detA, o número que se obtém do seguinte modo:

(i) Formam-se todos os produtos possíveis de n factores em que não intervenha mais do
que um elemento da mesma linha e da mesma coluna de A.

(ii) Afecta-se cada produto do sinal + ou do sinal � conforme as permutações (dos
números naturais 1; 2; :::; n) que �guram nos índices de linha e de coluna tenham a mesma
paridade ou não.

(iii) Somam-se as parcelas obtidas.

Em resumo: �xando, por exemplo, a permutação (i1i2:::in) de 1; 2; :::; n

jAj =
X

(j1j2:::jn)

permutação de 1;2;:::;n

(�1)�ai1j1ai2j2 :::ainjn,

em que

� =

8<:
0 se (i1i2:::in) e (j1j2:::jn) têm a mesma paridade

1 se (i1i2:::in) e (j1j2:::jn) têm paridade diferente.

Observação 36. Pode ainda escrever-se
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jAj =
X

(j1j2:::jn)

permutação de 1;2;:::;n

(�1)�a1j1a2j2 :::anjn onde � =

8<:
0 se (j1j2:::jn) é par

1 se (j1j2:::jn) é ímpar.

ou

jAj =
X

(i1i2:::in)

permutação de 1;2;:::;n

(�1)�ai11ai22:::ainn onde � =

8<:
0 se (i1i2:::in) é par

1 se (i1i2:::in) é ímpar.

Teorema 57. (i) Se A é do tipo 2� 2, então

jAj =
���� a11 a12
a21 a22

���� = a11a22 � a12a21:
(ii) Se A é do tipo 3� 3, então

jAj =

������
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

������ =
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 � a13a22a31 � a12a21a33 � a11a23a32.

Observação 37. Se A é uma matriz do tipo n� n então jAj tem n! parcelas.

Exemplo 36. (i) ���� 1 �1
2 �2

���� = 1(�2)� (�1)2 = 0:
(ii) ������

1 2 1
3 �1 2
2 1 �3

������ = 1(�1)(�3) + 3 + 8� 1(�1)2� 6(�3)� 2 = 32:

De�nição 53. Seja A = (aij) uma matriz do tipo n� n, com n > 1. Seja Aij a matriz
do tipo (n�1)�(n�1) que se obtem de A suprimindo a linha i e a coluna j de A. Chama-se
a Aij o menor-ij da matriz A.

Teorema 58. (Fórmula de Laplace.) Seja A uma matriz do tipo n� n, com n > 1.
Tem-se
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detA =

nX
j=1

aij(�1)i+j detAij, com i 2 f1; :::; ng �xo:

Observação 38. Seja A uma matriz do tipo n� n, com n > 1. Tem-se

detA =

nX
i=1

aij(�1)i+j detAij, com j 2 f1; :::; ng �xo:

Exemplo 37.��������
1 0 �2 3
2 1 �1 4
0 �1 0 �2
1 0 �2 �3

�������� = (�1)(�1)
3+2

������
1 �2 3
2 �1 4
1 �2 �3

������+ (�2)(�1)3+4
������
1 0 �2
2 1 �1
1 0 �2

������ =

= (�1)(�3) + (�2)4 + 2(�2)3� (�1)3� (�2)2(�3)� 4(�2) + 2 [(�2)� (�2)] = �18.

Teorema 59. Sejam A e B matrizes do tipo n� n. Seja � um escalar.

(i) det
�
AT
�
= detA:

(ii) Se A fôr uma matriz diagonal, triangular superior ou triangular inferior então o
determinante de A é igual ao produto dos elementos da diagonal principal de A.

(iii) Se A tiver uma linha (ou coluna) nula então detA = 0.

(iv) Se B fôr obtida de A trocando duas linhas (ou colunas) de A então detB = � detA.

(v) Sendo B, A1 e A2 matrizes do tipo n� n com as n� 1 linhas (colunas): 1; 2; :::; i�
1; i + 1; :::; n iguais, se a linha (coluna) i de B fôr obtida somando as linhas (colunas) i de
A1 e de A2 então detB = detA1 + detA2.

(vi) Sendo B fôr obtida de A multiplicando uma linha (ou coluna) de A por um escalar
� então detB = � detA.

(vii) Se duas linhas (ou colunas) de A forem iguais então detA = 0.

(viii) Se B fôr obtida de A somando a uma linha (ou coluna) de A um múltiplo escalar
� de uma outra linha (ou coluna) de A então detB = detA.

(ix) det (�A) = �n detA:

(x) detA 6= 0, A é invertível.
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(xi) det (AB) = detA detB:

(xii) det (A1A2:::Al) = detA1 detA2::: detAl; onde A1; A2; :::; Al são l (l 2 N) matrizes
do tipo n� n.

(xiii) Se A fôr invertível, det (A�1) =
1

detA
:

(xiv) det (AB) = 0, (detA = 0 ou detB = 0):

(xv) det (AB) = det (BA) :

Exemplo 38. ����������
9 7 5 3 1
7 7 5 3 1
5 5 5 3 1
3 3 3 3 1
1 1 1 1 1

����������
=

����������
1 1 1 1 1
3 3 3 3 1
5 5 5 3 1
7 7 5 3 1
9 7 5 3 1

����������
=

=

����������
1 1 1 1 1
1 3 3 3 3
1 3 5 5 5
1 3 5 7 7
1 3 5 7 9

����������
=

����������
1 1 1 1 1
0 2 2 2 2
0 2 4 4 4
0 2 4 6 6
0 2 4 6 8

����������
=

=

����������
1 1 1 1 1
0 2 2 2 2
0 0 2 2 2
0 0 2 4 4
0 0 2 4 6

����������
=

����������
1 1 1 1 1
0 2 2 2 2
0 0 2 2 2
0 0 0 2 2
0 0 0 2 4

����������
=

����������
1 1 1 1 1
0 2 2 2 2
0 0 2 2 2
0 0 0 2 2
0 0 0 0 2

����������
= 24 = 16.

Observação 39. (i) Sendo A e B matrizes do tipo n� n, em geral:

jA+Bj 6= jAj+ jBj e jA�Bj 6= jAj � jBj .

Por exemplo, se n é par, A = I e B = �I, tem-se

jA+Bj = 0 6= 2 =
n é par

1 + (�1)n = jAj+ jBj :

(ii) Sendo A uma matriz do tipo n�n, se �xarmos n�1 linhas (colunas), o determinante
de A é uma função linear em relação à linha (coluna) não �xada.
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De�nição 54. Seja A = (aij) uma matriz do tipo n � n, com n > 1. Seja Aij o
menor-ij da matriz A. Chama-se a (�1)i+j detAij o cofactor-ij da matriz A e à matriz
cof A = ((�1)i+j detAij) do tipo n� n, com n > 1, a matriz dos cofactores de A.

Teorema 60. Para qualquer matriz A do tipo n� n, com n > 1, tem-se

A (cof A)T = (cof A)T A = (detA) I.

Se detA 6= 0 então A é invertível e

A�1 =
1

detA
(cof A)T =

0BB@ 1

detA
(�1)j+i detAji| {z }

entrada (i;j) de A�1

1CCA
n�n

.

Exemplo 39. (i) Seja A =
�
a b
c d

�
2M2�2 (R) tal que detA 6= 0. Então A é invertível

e

A�1 =
1

ad� bc

�
d �b
�c a

�
.

Note que ad� bc = detA.

(ii) Podemos usar o teorema anterior para calcular não só a inversa de uma matriz
(invertível) mas também (e sobretudo) entradas concretas dessa inversa. Seja

A =

24 1 0 3
4 5 6
7 8 9

35 .
A entrada (1; 2) da matriz A�1 é dada por

(A�1)12 =
1

detA

�
(cof A)T

�
12
=

1

detA

�
(�1)2+1 detA21

�
=

1

�12

�
� det

��
0 3
8 9

���
= �2.

Note que apesar da entrada (1; 2) de A ser nula, a entrada (1; 2) de A�1 não é nula.

(iii) Para calcular A�1 a partir do teorema anterior, é preciso calcular (cof A)T . Assim,
usando por exemplo A da alínea anterior, tem-se

cof A =

26666664

���� 5 6
8 9

���� �
���� 4 6
7 9

���� ���� 4 5
7 8

����
�
���� 0 3
8 9

���� ���� 1 3
7 9

���� �
���� 1 0
7 8

�������� 0 3
5 6

���� �
���� 1 3
4 6

���� ���� 1 0
4 5

����

37777775 =
24 �3 6 �3
24 �12 �8
�15 6 5

35
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pelo que

(cof A)T =

24 �3 24 �15
6 �12 6
�3 �8 5

35
e assim

A�1 =
1

detA
(cof A)T =

1

�12

24 �3 24 �15
6 �12 6
�3 �8 5

35 =
24 1

4
�2 5

4

�1
2

1 �1
2

1
4

2
3

� 5
12

35 .
De facto 24 1

4
�2 5

4

�1
2

1 �1
2

1
4

2
3

� 5
12

3524 1 0 3
4 5 6
7 8 9

35 =
24 1 0 0
0 1 0
0 0 1

35 .

Teorema 61. (Regra de Cramer.) Seja A uma matriz do tipo n � n tal que A é
invertível. Então a única solução do sistema de equações lineares AX = B é dada por

X = A�1B =
1

detA
(cof A)T B.

Isto é, sendo X =
�
x1 ::: xn

�T
e B =

�
b1 ::: bn

�T
tem-se, para i = 1; :::; n,

xi =
1

detA

nX
k=1

(�1)k+i detAkibk =
detCi
detA

,

onde Ci é a matriz obtida de A substituindo a coluna i de A pela matriz coluna B dos termos
independentes.

Exemplo 40. O sistema de equações lineares8<:
y + 2z = 8
4x+ 2y � z = 7
x� z = 1

pode ser resolvido usando a regra de Cramer:

x =

������
8 1 2
7 2 �1
1 0 �1

������������
0 1 2
4 2 �1
1 0 �1

������
= 14, y =

������
0 8 2
4 7 �1
1 1 �1

������������
0 1 2
4 2 �1
1 0 �1

������
= �18 e z =

������
0 1 8
4 2 7
1 0 1

������������
0 1 2
4 2 �1
1 0 �1

������
= 13.
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Valores próprios e vectores próprios de uma matriz. Diagonalização.

De�nição 55. Seja A uma matriz n� n. Chama-se ao polinómio

p(�) = det(A� �I)

o polinómio característico da matriz A. Este polinómio tem grau n, o coe�ciente do
termo de grau n é (�1)n, o coe�ciente do termo de grau n � 1 é (�1)n�1 trA e o termo
constante é p(0) = detA.

De�nição 56. Seja A uma matriz n � n. Chama-se valor próprio de A a qualquer
escalar � tal que A� �I seja não invertível, isto é, tal que det(A� �I) = 0. Ao conjunto de
todos os valores próprios de A chama-se espectro de A. À multiplicidade de � como raíz
do polinómio det(A��I) chama-semultiplicidade algébrica de � e denota-se por ma (�).
Chama-se vector próprio de A, associado ao valor próprio � de A, a qualquer vector não
nulo v que veri�que

(A� �I)v = 0,
isto é, a qualquer vector

v 2 N (A� �I)n f0g .

Teorema 62. Seja A uma matriz n � n. O escalar 0 é valor próprio de A se e só se A
fôr não invertível. Isto é, a matriz A é invertível se e só se 0 não fôr valor próprio de A.

Teorema 63. Seja A uma matriz n�n. Então o polinómio característico de A pode ser
escrito na forma:

p(�) = det(A� �I) = (�1 � �)m1(�2 � �)m2 � � � (�k � �)mk ,

onde �1; �2; : : : ; �k são os valores próprios distintos de A e m1;m2; : : : ;mk são tais que
m1 +m2 + � � �+mk = n.

De�nição 57. Se

p(�) = det(A� �I) = (�1 � �)m1(�2 � �)m2 � � � (�k � �)mk ,

onde �1; �2; : : : ; �k são os valores próprios distintos de A, aos expoentes m1;m2; : : : ;mk

chamam-se asmultiplicidades algébricas desses valores próprios respectivamente. Escreve-
se

ma (�k) = mk.

Teorema 64. Seja A uma matriz n�n, com os valores próprios �1; �2; : : : ; �n (repetidos
de acordo com a respectiva multiplicidade algébrica). Então, atendendo à alínea anterior e
à de�nição anterior tem-se

detA = �1�2 � � ��n e trA = �1 + �2 + � � �+ �n.
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De�nição 58. Sejam A e B matrizes n� n. As matrizes A e B dizem-se semelhantes
se existir uma matriz S invertível tal que

B = SAS�1.

Teorema 65. Sejam A e B matrizes n� n. Se A e B forem semelhantes então A e B
têm o(a) mesmo(a):

(i) determinante; (ii) característica; (iii) nulidade; (iv) traço;

(v) polinómio característico, e portanto têm os mesmos valores próprios com as mesmas
multiplicidades algébricas e geométricas.

Dem. (Matrizes semelhantes têm o mesmo polinómio característico.)

det(B � �I) = det(SAS�1 � �I) = det(SAS�1 � �SS�1) =
= det(S(A� �I)S�1) = detS det(A� �I) det

�
S�1

�
=

= detS det(A� �I) 1

detS
= det(A� �I).

Teorema 66. (i) Seja A uma matriz n�n. Se A tiver valores próprios �1; :::; �k distintos
dois a dois e se para cada i = 1; :::; k considerarmos o conjunto Si dos vectores próprios de A
linearmente independentes e associados a �i, então S1 [ ::: [ Sk é um conjunto linearmente
independente.

(ii) Seja A uma matriz n� n. Tem-se

mg (�i) � ma (�i) ;

para qualquer valor próprio �i de A.

Dem. (i) Vejamos que a a�rmação é válida para k = 2. O caso geral prova-se por
indução. Sejam �1 e �2 dois valores próprios distintos e sejam S1 = fu1; :::; urg e S2 =
fv1; :::; vsg dois conjuntos de vectores próprios de A linearmente independentes e associados
respectivamente a �1 e a �2. Suponhamos que se tinha

�1u1 + � � �+ �rur + �1v1 + � � �+ �svs = 0. (*)

Logo

0 = A (�1u1 + � � �+ �rur + �1v1 + � � �+ �svs) =
= �1�1u1 + � � �+ �r�1ur + �1�2v1 + � � �+ �s�2vs. (**)

Multiplicando (*) por �1 e subtraindo a (**) obtem-se

�1 (�2 � �1) v1 + � � �+ �s (�2 � �1) vs = 0,
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e atendendo a que �1 6= �2 e ao facto de S2 ser linearmente independente, conclui-se que
�1 = � � � = �s = 0. Finalmente, como S1 é linearmente independente, então �1 = � � � = �r =
0 e deste modo S1 [ S2 é um conjunto linearmente independente.

(ii) Seja �i um qualquer valor próprio de A. Seja r = mg (�i) = dimN (A � �iI). Seja
fu1; :::; urg uma base de N (A � �iI). Seja fu1; :::; ur; ur+1; :::; ung uma base de Rn (ou de
Cn). Considere-se a matriz invertível S�1 = [u1:::urur+1:::un]. Tem-se

SAS�1 =

�
�iIr�r �
0(n�r)�r ��

�
.

Logo, como SAS�1 e A têm o mesmo polinómio característico, então �i é uma raíz do
polinómio característico de A com multiplicidade algébrica pelo menos igual a r.

De�nição 59. Seja A uma matriz n� n. Se existir uma matriz P�1 invertível tal que

D = PAP�1,

com D matriz diagonal, então diz-se que A é uma matriz diagonalizável e que P�1 é a
matriz diagonalizante. No caso de A ser uma matriz diagonal, a matriz diagonalizante é
a matriz identidade.

Teorema 67. Seja A 2 Mn�n(R). A matriz A é diagonalizável se e só se existir uma
base Bvp de Rn apenas constituída por vectores próprios de A. Neste caso, as entradas da
diagonal principal da matriz diagonal D serão os valores próprios de A apresentados pela
ordem dos vectores próprios correspondentes na base ordenada Bvp. Além disso, a matriz
P�1 será a matriz cujas colunas serão os vectores próprios de A, da base Bvp de Rn dispostos
pela mesma ordem, tendo-se

D = PAP�1.

O mesmo se aplica a Cn.

Teorema 68. Seja A uma matriz n�n. Sendo �1; :::; �k os valores próprios distintos de
A, então as a�rmações seguintes são equivalentes:

(i) A é diagonalizável.

(ii) A tem n vectores próprios linearmente independentes.

(iii)
kP
i=1

mg (�i) = n.

(iv) mg (�i) = ma (�i) para todo o i = 1; :::; k..

Dem. (i) ,(iii) Sejam �1; :::; �k os valores próprios de A distintos dois a dois.
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()) Suponhamos que A é diagonalizável. Então A terá n vectores próprios linearmente
independentes. Suponhamos que li dos vectores próprios de A estão associados ao valor
próprio �i. Logo, para cada i = 1; :::; k

dimN (A� �iI) � li.

Seja
r = dimN (A� �1I) + :::+ dimN (A� �kI) :

Então
r � l1 + :::+ lk = n.

Para cada i = 1; :::; k seja Si uma base de N (A� �iI). Logo S1 [ :::[Sk é um conjunto de
r vectores linearmente independentes, pelo que se tem r � n. Logo r = n.
(() Suponhamos que n = dimN (A� �1I) + ::: + dimN (A� �kI). Para cada i =

1; :::; k sendo mi = dimN (A� �iI), existirá então um conjunto Si formado por mi vectores
próprios de A linearmente independentes associados ao valor próprio �i. Assim, conclui-se
que S1[ :::[Sk é um conjunto de n vectores próprios de A linearmente independentes, sendo
deste modo A diagonalizável.

Observação 40. (i) Se todos os valores próprios de A forem raízes simples do polinómio
característico, então A é diagonalizável.

(ii) Se A 2Mn�n (R) então A é é diagonalizável se e só se:

Rn = N (A� �1I)� :::�N (A� �kI) .

(iii) No caso de se ter D = PAP�1, com P�1 invertível e D matriz diagonal, tem-se,
para k 2 N,

Dk = PAkP�1, ou seja, Ak = P�1DkP .

Exemplo 41. Uma matriz com valores próprios distintos.

A =

24 1 5 �1
0 �2 1
�4 0 3

35 :
O polinómio característico é dado por

det(A� �I) =

������
1� � 5 �1
0 �2� � 1
�4 0 3� �

������ =
= (1� �) (�2� �) (3� �)� 20 + 4 (2 + �) =
= (1� �) (�2� �) (3� �) + 4�� 12 =
= (3� �) [(�� 1) (�+ 2)� 4] =
= (3� �)

�
�2 + �� 6

�
=

= (3� �) (�� 2) (�+ 3) .
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Os valores próprios de A são os valores de � para os quais det(A��I) = 0. Logo, os valores
próprios de A são

�1 = 3, �2 = 2 e �3 = �3.
Os vectores próprios de A associados ao valor próprio � são os vectores não nulos v 2 R3
para os quais

(A� �I) v = 0,
isto é, são os vectores não nulos de N (A� �I).
Determinemos os vectores próprios de A associados ao valor próprio �1 = 3. Tem-se

N (A� �1I) = N

0@24 �2 5 �1
0 �5 1
�4 0 0

351A = L (f(0; 1; 5)g) .

Logo, o subespaço próprio E�1 é dado por

E�1 = N (A� �1I) = L (f(0; 1; 5)g) .

Os vectores próprios de A associados ao valor próprio �1 = 3 são

v = (0; s; 5s) , com s 2 Rn f0g .

Determinemos os vectores próprios de A associados ao valor próprio �2 = 2. Tem-se

N (A� �2I) = N

0@24 �1 5 �1
0 �4 1
�4 0 1

351A = L (f(1; 1; 4)g) .

Logo, o subespaço próprio E�2 é dado por

E�2 = N (A� �2I) = L (f(1; 1; 4)g) .

Os vectores próprios de A associados ao valor próprio �2 = 2 são

v = (s; s; 4s) , com s 2 Rn f0g .

Determinemos os vectores próprios de A associados ao valor próprio �3 = �3. Tem-se

N (A� �3I) = N

0@24 4 5 �1
0 1 1
�4 0 6

351A = L (f(3;�2; 2)g) .

Logo, o subespaço próprio E�3 é dado por

E�3 = N (A� �3I) = L (f(3;�2; 2)g) .

Os vectores próprios de A associados ao valor próprio �3 = �3 são

v = (3s;�2s; 2s) , com s 2 Rn f0g .

Atendendo a que os valores próprios de A são distintos, os vectores próprios de A asso-
ciados a esses valores próprios são linearmente independentes. Como dimR3 = 3, então 3
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vectores em R3 linearmente independentes formarão desde logo uma base de R3. Logo, o
conjunto

B = f(0; 1; 5) ; (1; 1; 4) ; (3;�2; 2)g
é uma base de R3. Deste modo, temos uma base de R3 formada só por vectores próprios de
A. Logo, a matriz A é diagonalizável, isto é, existe uma matriz invertível P�1 diagonalizante
tal que a matriz PAP�1 é diagonal, tendo-se

D = PAP�1 =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 =
24 3 0 0
0 2 0
0 0 �3

35 , com P�1 =

24 0 1 3
1 1 �2
5 4 2

35 .
Note que cada coluna de P�1 é formada pelo vector próprio associado ao valor próprio
respectivo e na posição respectiva.

Exemplo 42. Uma matriz com valores próprios repetidos mas diagonalizável.

A =

24 2 1 1
2 3 2
3 3 4

35 .
O polinómio característico é dado por

det(A� �I) =

������
2� � 1 1
2 3� � 2
3 3 4� �

������ =
= (2� �) (3� �) (4� �) + 6 + 6� 3 (3� �)� 6 (2� �)� 2 (4� �) =
= ��3 + 9�2 � 15�+ 7 =
= � (�� 1) (�� 1) (�� 7) .

Os valores próprios de A são os valores de � para os quais det(A��I) = 0. Logo, os valores
próprios de A são

�1 = 1 e �2 = 7.

Os vectores próprios de A associados ao valor próprio � são os vectores não nulos v 2 R3
para os quais

(A� �I) v = 0,
isto é, são os vectores não nulos de N (A� �I).
Determinemos os vectores próprios de A associados ao valor próprio �1 = 1. Tem-se

N (A� �1I) = N

0@24 1 1 1
2 2 2
3 3 3

351A = L (f(�1; 1; 0) ; (�1; 0; 1)g) .

Logo, o subespaço próprio E�1 é dado por

E�1 = N (A� �1I) = L (f(�1; 1; 0) ; (�1; 0; 1)g) .

Os vectores próprios de A associados ao valor próprio �1 = 1 são

v = (�s� t; s; t) , com s 6= 0 ou t 6= 0.
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Determinemos os vectores próprios de A associados ao valor próprio �2 = 7. Tem-se

N (A� �2I) = N

0@24 �5 1 1
2 �4 2
3 3 �3

351A = L (f(1; 2; 3)g) .

Logo, o subespaço próprio E�2 é dado por: E�2 = N (A� �2I) = L (f(1; 2; 3)g). Os vectores
próprios de A associados ao valor próprio �2 = 7 são

v = (s; 2s; 3s) , com s 2 Rn f0g .

Atendendo a que dimE�1 + dimE�2 = 3, podemos ter a seguinte base de R3 formada só
por vectores próprios de A

B = f(�1; 1; 0) ; (�1; 0; 1) ; (1; 2; 3)g .

Logo, a matriz A é diagonalizável, isto é, existe uma matriz invertível P�1 diagonalizante
tal que a matriz PAP�1 é diagonal, tendo-se

D = PAP�1 =

24 �1 0 0
0 �1 0
0 0 �2

35 =
24 1 0 0
0 1 0
0 0 7

35 , com P�1 =

24 �1 �1 1
1 0 2
0 1 3

35 .
Note que cada coluna de P�1 é formada pelo vector próprio associado ao valor próprio
respectivo e na posição respectiva.

Exemplo 43. Uma matriz com valores próprios repetidos e não diagonalizável.

A =

24 7 5 �1
0 �2 1
20 0 3

35 .
O polinómio característico é dado por

det(A� �I) =

������
7� � 5 �1
0 �2� � 1
20 0 3� �

������ =
= (7� �) (�2� �) (3� �) + 100� 20 (2 + �) =
= (3� �) [(7� �) (�2� �) + 20] =
= (3� �)

�
�2 � 5�+ 6

�
=

= (3� �) (�� 3) (�� 2) .

Os valores próprios de A são os valores de � para os quais det(A��I) = 0. Logo, os valores
próprios de A são

�1 = 3 e �2 = 2.

Os vectores próprios de A associados ao valor próprio � são os vectores não nulos v 2 R3
para os quais

(A� �I) v = 0,

75



isto é, são os vectores não nulos de N (A� �I).
Determinemos os vectores próprios de A associados ao valor próprio �1 = 3. Tem-se

N (A� �1I) = N

0@24 4 5 �1
0 �5 1
20 0 0

351A = L (f(0; 1; 5)g) .

Logo, o subespaço próprio E�1 é dado por: E�1 = N (A� �1I) = L (f(0; 1; 5)g). Os vectores
próprios de A associados ao valor próprio �1 = 3 são

v = (0; s; 5s) , com s 2 Rn f0g .

Determinemos os vectores próprios de A associados ao valor próprio �2 = 2. Tem-se

N (A� �2I) = N

0@24 5 5 �1
0 �4 1
20 0 1

351A = L (f(1;�5;�20)g) .

Logo, o subespaço próprio E�2 é dado por: E�2 = N (A� �2I) = L (f(1;�5;�20)g). Os
vectores próprios de A associados ao valor próprio �2 = 2 são

v = (s;�5s;�20s) , com s 2 Rn f0g .

Atendendo a que
dimE�1 + dimE�2 = 2 < 3,

não é possível ter uma base de R3 formada só por vectores próprios de A. Logo, a matriz A
não é diagonalizável, isto é, não existe uma matriz invertível P�1 diagonalizante tal que a
matriz PAP�1 seja diagonal.

Exemplo 44. Uma matriz com apenas um valor próprio real.

A =

24 1 0 0
0 0 �1
0 1 0

35 :
O polinómio característico é dado por

det(A� �I) =

������
1� � 0 0
0 �� �1
0 1 ��

������ = �2 (1� �) + (1� �) = (1� �) ��2 + 1� .
Os valores próprios de A são os valores de � para os quais det(A��I) = 0. Logo, os valores
próprios de A são

�1 = 1, �2 = i e �3 = �i.
Logo, a matriz A não é diagonalizável numa matriz de entradas reais, isto é, não existe uma
matriz invertível P�1 diagonalizante tal que a matriz PAP�1 seja diagonal com entradas
reais. No entanto e atendendo a que os três valores próprios são distintos, a matriz A é
diagonalizável numa matriz de entradas complexas:24 1 0 0

0 i 0
0 0 �i

35
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Exemplo 45. A sucessão de Fibonacci (Leonardo de Pisa, 1202). Seja (vn)n2N tal que

v1 = 1; v2 = 1

e
vn+2 = vn + vn+1, n 2 N.

Considerando a igualdade vn+1 = vn+1, podemos escrever o sistema

�
vn+1 = vn+1
vn+2 = vn + vn+1

isto é
�
vn+1
vn+2

�
=

�
0 1
1 1

� �
vn
vn+1

�

para todo o n 2 N. Aplicando sucessivamente a igualdade anterior tem-se

�
vn+1
vn+2

�
=

�
0 1
1 1

� �
vn
vn+1

�
=

�
0 1
1 1

� �
0 1
1 1

� �
vn�1
vn

�
=

= � � � =
�
0 1
1 1

�n �
v1
v2

�
=

�
0 1
1 1

�n �
1
1

�
.

Calculemos agora os valores próprios de
�
0 1
1 1

�
:

det

�
�� 1
1 1� �

�
= 0, �2 � �� 1 = 0,

 
� =

1 +
p
5

2
ou � =

1�
p
5

2

!
.

Valores próprios: �1 = 1+
p
5

2
e �2 = 1�

p
5

2
.

Atendendo a que

N
�
��1 1
1 1� �1

�
= N

�
0 1 + �1 � �21
1 1� �1

�
=

= N
�
0 0

1 1�
p
5

2

�
= L

 ( 
�1 +

p
5

2
; 1

!)!
�
�1+

p
5

2
; 1
�
é um vector próprio associado ao valor próprio 1+

p
5

2
, sendo todos os vectores

próprios associados ao valor próprio 1+
p
5

2
dados por

L

 ( 
�1 +

p
5

2
; 1

!)!
n f(0; 0)g :

Atendendo a que

N
�
��2 1
1 1� �2

�
= N

�
0 1 + �2 � �22
1 1� �2

�
=
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= N
�
0 0

1 1+
p
5

2

�
= L

 ( 
�1 +

p
5

2
; 1

!)!
�
�1+

p
5

2
; 1
�
é um vector próprio associado ao valor próprio 1�

p
5

2
, sendo todos os vectores

próprios associados ao valor próprio 1�
p
5

2
dados por

L

 ( 
�1 +

p
5

2
; 1

!)!
n f(0; 0)g :

Como existe uma base de R2 formada só por vectores próprios (os dois valores próprios
são distintos logo os vectores próprios correspondentes são linearmente independentes) então

a matriz
�
0 1
1 1

�
é diagonalizável. Assim, fazendo

P�1 =

�
�1+

p
5

2
�1+

p
5

2

1 1

�
tem-se P =

" p
5
5

5+
p
5

10

�
p
5
5

5�
p
5

10

#
e

D =

"
1+
p
5

2
0

0 1�
p
5

2

#
= P

�
0 1
1 1

�
P�1 ,

,
�
0 1
1 1

�
= P�1

"
1+
p
5

2
0

0 1�
p
5

2

#
P .

Logo

�
vn+1
vn+2

�
=

�
0 1
1 1

�n �
1
1

�
=

 
P�1

"
1+
p
5

2
0

0 1�
p
5

2

#
P

!n �
1
1

�
=

= P�1

"
1+
p
5

2
0

0 1�
p
5

2

#n
P

�
1
1

�
= P�1

24 �1+p52 �n
0

0
�
1�
p
5

2

�n
35P � 1

1

�
=

=

�
�1+

p
5

2
�1+

p
5

2

1 1

�24 �1+p52 �n
0

0
�
1�
p
5

2

�n
35" p

5
5

5+
p
5

10

�
p
5
5

5�
p
5

10

# �
1
1

�
=

=

24 5�
p
5

10

�
1�
p
5

2

�n
+ 5+

p
5

10

�
1+
p
5

2

�n
5�3

p
5

10

�
1�
p
5

2

�n
+ 3

p
5+5
10

�
1+
p
5

2

�n
35 .

Isto é,

vn+1 =
5�

p
5

10

 
1�

p
5

2

!n
+
5 +

p
5

10

 
1 +

p
5

2

!n
para todo o n 2 N, com v1 = 1.
Veri�que que (por exemplo) v2 = 1, v3 = 2; v4 = 3:
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Exemplo 46. (Um processo de difusão.) Considere duas células adjacentes separadas
por uma membrana permeável e suponha que um �uído passa da 1a célula para a 2a a uma
taxa (em mililitros por minuto) numericamente igual a 4 vezes o volume (em mililitros) do
�uído da 1a célula. Em seguida, passa da 2a célula para a 1a a uma taxa (em mililitros por
minuto) numericamente igual a 5 vezes o volume (em mililitros) do �uído da 2a célula.
Sejam v1 (t) e v2 (t) respectivamente o volume da 1a célula e o volume da 2a célula no

instante t. Suponha que inicialmente a primeira célula tem 10 mililitros de �uído e que a
segunda tem 8 mililitros de �uído, isto é v1 (0) = 10 e v2 (0) = 8.
Determinemos o volume de �uído de cada célula no instante t.
Tem-se 8<:

v01 (t) = �4v1 (t)

v02 (t) = 4v1 (t)� 5v2 (t)
isto é �

v01 (t)
v02 (t)

�
=

�
�4 0
4 �5

� �
v1 (t)
v2 (t)

�
: (*)

�4 e �5 são os valores próprios da matriz
�
�4 0
4 �5

�
, sendo os vectores próprios associados

(1; 4) e (0; 1) respectivamente.
Como existe uma base de R2 formada só por vectores próprios (os dois valores próprios

são distintos logo os vectores próprios correspondentes são linearmente independentes) então

a matriz
�
�4 0
4 �5

�
é diagonalizável. Assim, fazendo

P�1 =

�
1 0
4 1

�
tem-se P =

�
1 0
�4 1

�
e

, D =

�
�4 0
0 �5

�
= P

�
�4 0
4 �5

�
P�1 ,

,
�
�4 0
4 �5

�
= P�1

�
�4 0
0 �5

�
P .

o sistema (*) é equivalente a

�
v01 (t)
v02 (t)

�
=

�
P�1

�
�4 0
0 �5

�
P

��
v1 (t)
v2 (t)

�
,

, P

�
v01 (t)
v02 (t)

�
=

�
�4 0
0 �5

��
P

�
v1 (t)
v2 (t)

��
.

Assim, considerando a mudança de variável

�
u1 (t)
u2 (t)

�
= P

�
v1 (t)
v2 (t)

�
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P

�
v01 (t)
v02 (t)

�
=

�
�4 0
0 �5

��
P

�
v1 (t)
v2 (t)

��
,

,
�
u01 (t)
u02 (t)

�
=

�
�4 0
0 �5

� �
u1 (t)
u2 (t)

�
,

,

8<:
u01 (t) = �4u1 (t)

u02 (t) = �5u2 (t)
,

u1(t) 6=0
e u2(t) 6=0, 8t

8>>>><>>>>:
u01 (t)

u1 (t)
= �4

u02 (t)

u2 (t)
= �5

,

,

8<:
log ju1 (t)j = �4t+ k1

log ju2 (t)j = �5t+ k2
,

8<:
u1 (t) = c1e

�4t

u2 (t) = c2e
�5t

com c1; c2 2 R. De facto, se u (t) fôr solução de u0 (t) = �u (t) então u (t) e��t = c (constante)
uma vez que (u (t) e��t)0 = 0. Logo u (t) = ce�t.
Assim

�
v1 (t)
v2 (t)

�
= P�1

�
c1e

�4t

c2e
�5t

�
=

=

�
1 0
4 1

� �
c1e

�4t

c2e
�5t

�
=

�
c1e

�4t

4c1e
�4t + c2e

�5t

�
.

Como 8<:
v1 (0) = 10

v2 (0) = 8

então c1 = 10 e c2 = �32 e assim a solução geral do sistema de equações diferenciais lineares

8<:
v01 (t) = �4v1 (t)

v02 (t) = 4v1 (t)� 5v2 (t)
com os valores iniciais 8<:

v1 (0) = 10

v2 (0) = 8

é dada por 24 v1 (t)
v2 (t)

35 =
24 10e�4t

40e�4t � 32e�5t

35 = 10 � 1
4

�
e�4t � 32

�
0
1

�
e�5t.
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Valores próprios e vectores próprios de uma transformação linear.
Diagonalização.

De�nição 60. Seja V espaço linear. Seja T : V ! V uma transformação linear. Diz-se
que um escalar � é um valor próprio de T se existir um vector não nulo v 2 V tal que

T (v) = �v.

Aos vectores não nulos v que satisfaçam a equação anterior chamam-se vectores próprios
associados ao valor próprio �. Dado um valor próprio � de T , o conjunto

E� = fv 2 V : T (v) = �vg = N (T � �I)

é um subespaço linear de V . Chama-se a E� o subespaço próprio associado ao valor
próprio �. À dimensão de E� chama-se multiplicidade geométrica de � e denota-se por
mg (�), isto é,

dimN (T � �I) = mg (�) .

Exemplo 47. (a) Seja V um espaço linear e I : V ! V a transformação identidade. En-
tão todos os vectores de V , exceptuando o vector nulo, são vectores próprios de T associados
ao valor próprio 1.
(b) Seja V o espaço linear das funções reais inde�nidamente diferenciáveis em R e T :

V ! V a (transfomação) função derivada. Como, por exemplo

T
�
e2x
�
= 2e2x

então e2x é vector próprio de T associado ao valor próprio 2.

Observação 41. (i) Sejam V um espaço linear e 0 o vector nulo de V . Seja T : V ! V
uma transformação linear. Um escalar � é um valor próprio de T se e só se

N (T � �I) 6= f0g :

(ii) Se o espaço linear V tiver dimensão �nita n e se A =M (T ;B;B) fôr a matriz n� n
que representa T em relação a uma base ordenada B de V , então um escalar � é um valor
próprio de T se e só se esse escalar � fôr solução da equação

det(A� �I) = 0,

uma vez que se tem, para v 2 V ,

(T � �I) v = 0,

, (A� �I)

264 �1...
�n

375 = 0:
onde �1; :::; �n são as coordenadas de v na base ordenada B, daí que
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� é um valor próprio de T ,

, N (T � �I) 6= f0g ,

, N (A� �I) 6= f0g ,

, det(A� �I) = 0
isto é

� é um valor próprio de T , det(A� �I) = 0
Além disso, tem-se

v é um vector próprio de T , v 2 N (T � �I) n f0g , (�1; :::; �n) 2 N (A� �I) n f0g

isto é

v é um vector próprio de T , (�1; :::; �n) 2 N (A� �I) n f0g
e

mg (�) = dimN (T � �I) = dimN (A� �I).

(iii) No caso em que V = Rn e A = M (T ;Bnc ;Bnc ), como (neste caso) v = (�1; :::; �n),
tem-se

N (T � �I) = N (A� �I) :

De�nição 61. Seja U um espaço linear tal que dimU = n. Seja T : U ! U uma
transformação linear. Diz-se que T é diagonalizável se existir uma base ordenada B de
U em relação à qual a matriz M (T ;B;B) que representa T nessa base seja uma matriz
diagonal.

De�nição 62. Seja U um espaço linear de dimensão �nita. Seja T : U ! U uma
transformação linear. Diz-se que T é uma projecção se

T � T = T (T 2 = T ).

Teorema 69. Seja U um espaço linear de dimensão �nita. Seja T : U ! U uma
transformação linear. Então:
(i) T projecção ) os valores próprios de T são 0 e 1
(ii) T projecção ) U = N (T )� I (T )
(iii) T projecção ) I (T ) = N (T � I)
(iv) T projecção ) U = N (T )�N (T � I)
(v) T projecção ) T é diagonalizável

Observação 42. Os valores próprios de T são 0 e 1 ; T projecção
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Produtos internos e ortogonalização

De�nição 63. Sejam V um espaço linear real e 0 o vector nulo de V . Chama-se produto
interno em V a uma aplicação

h; i : V � V ! R

(u; v) ! hu; vi
que veri�que as três condições seguintes.

(i) Simetria: para todos os u; v 2 V

hu; vi = hv; ui .

(ii) Linearidade: para todo o v 2 V (�xo)

h�u+ �w; vi = � hu; vi+ � hw; vi

para todos os u;w 2 V e �; � 2 R. Isto é, para todo o v 2 V (�xo) a aplicação

V ! R

u! hu; vi
é linear.

(iii) Positividade: para todo o u 2 V tal que u 6= 0,

hu; ui > 0.

Tendo-se hu; ui = 0 se e só se u = 0.

Observação 43. (a) Um produto interno num espaço linear real é uma forma bilinear,
simétrica e de�nida positiva.

(b) Num espaço linear V sobre C (espaço linear complexo), um produto interno é uma
aplicação que a cada par de vectores (u; v) 2 V � V associa o número complexo hu; vi e que
veri�ca as seguintes condições:

(i) Para todos os u; v 2 V
hu; vi = hv; ui.

(ii) Para todo o v 2 V (�xo) tem-se

h�u+ �w; vi = � hu; vi+ � hw; vi

para todos os u;w 2 V e �; � 2 C, (onde por exemplo � = a� bi se � = a+ bi).
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(iii) Para todo o u 2 V tal que u 6= 0,

hu; ui > 0.

Tendo-se hu; ui = 0 se e só se u = 0.

(c) A um espaço linear real de dimensão �nita com um produto interno chama-se espaço
euclidiano. A um espaço linear complexo de dimensão �nita com um produto interno
chama-se espaço unitário.

Observação 44. (i) Seja V um espaço euclidiano. Seja B = fw1; w2; :::; wng uma base
ordenada de V . Sejam u; v 2 V . Sejam

�1; �2; :::; �n e �1; �2; :::; �n

as coordenadas de u e de v na base ordenada B respectivamente, isto é,

u =
nX
i=1

�iwi e v =
nX
i=1

�iwi.

Logo,

hu; vi =
*

nX
i=1

�iwi;
nX
i=1

�iwi

+
=

nX
i=1

nX
j=1

�i�j hwi; wji =

=
�
�1 �2 : : : �n

�
26664
hw1; w1i hw1; w2i : : : hw1; wni
hw2; w1i hw2; w2i : : : hw2; wni

...
...

...
hwn; w1i hwn; w2i : : : hwn; wni

37775
26664
�1
�2
...
�n

37775 = ([u]B)T GB [v]B :

Assim, �xando uma base ordenada B = fw1; w2; :::; wng de V , a aplicação h; i : V �V ! R
que a cada (u; v) 2 V � V faz corresponder hu; vi, é um produto interno em V se e só se a
matriz

GB =

26664
hw1; w1i hw1; w2i : : : hw1; wni
hw2; w1i hw2; w2i : : : hw2; wni

...
...

...
hwn; w1i hwn; w2i : : : hwn; wni

37775
fôr simétrica (GB = GTB) e de�nida positiva (([u]B)

T GB [u]B > 0, para todo o u 6= 0). Note-se
que atendendo às propriedades referentes às operações matriciais envolvidas, a igualdade

hu; vi = ([u]B)
T GB [v]B

equivale à bilinearidade da aplicação h; i : V � V ! R.

(ii) À matriz GB anterior dá-se o nome de matriz de Gram ou matriz da métrica do
produto interno.
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(iii) Num próximo capítulo, como consequência da diagonalização ortogonal, sendo
GB simétrica (GB = GTB), será estabelecida a equivalência:

(([u]B)
T GB [u]B > 0, para todo o u 6= 0), (todos os valores próprios de GB são positivos).

(iv) Observe-se ainda que no caso de se ter um espaço unitário, a matriz GB tem os
valores próprios (num próximo capítulo) todos positivos e é hermitiana, isto é, é tal que
GB = GB

T
, (onde GB é a matriz que se obtem de GB passando todas as entradas desta ao

complexo conjugado), tendo-se

hu; vi =
�
�1 �2 : : : �n

�
GB

26664
�1
�2
...
�n

37775 .

Teorema 70. Seja V um espaço euclidiano com dimV = n. Seja fw1; w2; :::; wng uma
base ordenada de V . Então, uma aplicação

h; i : V � V ! R

é um produto interno (em V ) se e só se

hu; vi =
�
�1 �2 : : : �n

�
GB

26664
�1
�2
...
�n

37775 = ([u]B)T GB [v]B ,
com

u = �1w1 + �2w2 + :::+ �nwn v = �1w1 + �2w2 + :::+ �nwn.

e GB é uma matriz simétrica cujos valores próprios são todos positivos, dada por:

GB =

26664
hw1; w1i hw1; w2i : : : hw1; wni
hw2; w1i hw2; w2i : : : hw2; wni

...
...

...
hwn; w1i hwn; w2i : : : hwn; wni

37775 .

Exemplo 48. (i) Seja h; i : R2 � R2 ! R a aplicação de�nida por:

h(�1; �2) ; (�1; �2)i = �1�1 + �2�2,

com (�1; �2) ; (�1; �2) 2 R2. Esta aplicação é um produto interno em R2 a que se dá o nome
de produto interno usual em R2, uma vez que

h(�1; �2) ; (�1; �2)i = �1�1 + �2�2 =
�
�1 �2

�
GBc

�
�1
�2

�
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com

GBc =

�
1 0
0 1

�
.

A matriz GBc é simétrica e o único valor próprio de GBc é 1 > 0.

(ii) Seja h; i : R2 � R2 ! R a aplicação de�nida por:

h(�1; �2) ; (�1; �2)i = �2�1�1 + 3�2�2,

com (�1; �2) ; (�1; �2) 2 R2. Esta aplicação não é um produto interno em R2, uma vez que

h(�1; �2) ; (�1; �2)i = �2�1�1 + 3�2�2 =
�
�1 �2

�
G

�
�1
�2

�
com G =

�
�2 0
0 3

�
.

A matriz G é simétrica, no entanto, os valores próprios de G: �2 e 3 não são ambos positivos.

(iii) O produto interno usual em Rn é dado por:

h; i : Rn � Rn ! R

(u; v) ! hu; vi = uTv,

onde uT =
�
u1 u2 : : : un

�
e v =

26664
v1
v2
...
vn

37775.
(iv) O produto interno usual em Cn é dado por:

h; i : Cn � Cn ! C

(u; v) ! hu; vi = uHv,

onde uH = uT =
�
u1 u2 : : : un

�
e v =

26664
v1
v2
...
vn

37775.
(v) Um produto interno emMm�n (R).

h; i :Mm�n (R)�Mm�n (R)! R

(A;B) ! hA;Bi =
mX
i=1

nX
j=1

aijbij = tr
�
ATB

�
.

(vi) Um produto interno em C ([a; b]).

h; i : C ([a; b])� C ([a; b])! R

(f; g) ! hf; gi =
Z b

a

f (x) g (x) dx.
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Prova da positividade: hf; fi > 0 para toda a função não nula. Seja f 2 C ([a; b]). Seja
x0 2 [a; b] tal que f (x0) 6= 0. Como f 2 é contínua em [a; b], existe um intervalo I � [a; b] tal
que para todo o x 2 I

(f (x))2 � (f (x0))
2

2
.

Logo

hf; fi =
Z b

a

(f (x))2 dx �
Z
I

(f (x))2 dx �
Z
I

(f (x0))
2

2
dx =

(f (x0))
2

2

Z
I

dx =
(f (x0))

2

2
jIj > 0

onde jIj denota o comprimento do intervalo I.

Exemplo 49. R2 com um produto interno não usual. Seja h; i : R2 � R2 ! R a
aplicação de�nida por:

h(�1; �2) ; (�1; �2)i = 2�1�1 + �1�2 + �2�1 + 3�2�2,

com (�1; �2) ; (�1; �2) 2 R2.
É fácil ver que esta aplicação é simétrica e linear em relação a (�1; �2) (�xando (�1; �2)).

Vejamos por exemplo que a condição

h(�1; �2) ; (�1; �2)i > 0, para todo o (�1; �2) 6= (0; 0),

é satisfeita.
Atendendo a que

h(�1; �2) ; (�1; �2)i = 2�21 + 2�1�2 + 3�22 = �21 + (�1 + �2)
2 + 2�22,

tem-se
h(�1; �2) ; (�1; �2)i = 0,

, (�1 = 0 e �1 + �2 = 0 e �2 = 0)

, (�1 = 0 e �2 = 0), (�1; �2) = (0; 0).

Em alternativa, podemos escrever

h(�1; �2) ; (�1; �2)i = 2�1�1 + �1�2 + �2�1 + 3�2�2 =

=
�
�1 �2

�
GBc

�
�1
�2

�
com GBc =

�
2 1
1 3

�
.

A matriz GBc é simétrica e os valores próprios de GBc:
5+
p
5

2
e 5�

p
5

2
são ambos positivos.

De�nição 64. Sejam V um espaço linear com um produto interno e 0 o vector nulo de
V . Sejam u; v 2 V .

(i) Chama-se norma de u a:
kuk =

p
hu; ui:
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(ii) Diz-se que u e v são ortogonais se hu; vi = 0.

(iii) A projecção ortogonal de v sobre u 6= 0:

proju v

deverá ser tal que

proju v = ku (para um certo escalar k) e hv � ku; kui = 0:

Como

hv � ku; ui = 0, hv; ui � k hu; ui = 0, k =
hu; vi
kuk2

;

então a projecção ortogonal de v sobre u 6= 0 será de�nida por:

proju v =
hu; vi
kuk2

u:

No caso de V ser um espaço linear real pode escrever-se: proju v =
hv; ui
kuk2

u:

(iv) Chama-se ângulo entre dois vectores não nulos u e v tais que hu; vi 2 R a:

� = arccos
hu; vi
kuk kvk .

Note que este ângulo está bem de�nido atendendo ao próximo teorema.

Observação 45. (i) O ângulo � entre dois vectores não nulos u e v é �
2
se e só se u e v

são ortogonais.

(ii) Para cada u 2 V (�xo) com u 6= 0, a aplicação proju : V ! V que a cada v 2 V faz
corresponder proju v satisfaz:

proju (�v + �w) = � proju (v) + � proju (w) ;

para todos os v; w 2 V e �; � 2 R. A uma aplicação que veri�que a condição anterior
chamaremos transformação linear.

(iii) Sejam u; v 2 V n f0g. Tem-se

proju v =
hu; vi
kuk2

u = kvk hu; vi
kuk kvk

1

kuku = (kvk cos �)
1

kuku:

Teorema 71. (i) Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Seja V um espaço linear com
um produto interno. Então, para todos os u; v 2 V ,

jhu; vij � kuk kvk
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(ii) Sejam u; v 2 V . Tem-se:

jhu; vij = kuk kvk , fu; vg é linearmente dependente:

Dem. (i) Sejam u; v 2 V . Se u = 0 a desigualdade é satisfeita. Se u 6= 0, tem-se

0 � kv � proju vk
2 =





v � hu; vikuk2
u





2 = �v � hu; vikuk2
u; v � hu; vi

kuk2
u

�
=

= kvk2 + hu; vi
kuk2

hu; vi
kuk2

kuk2 � 2hu; vi
kuk2

jhu; vij = kvk2 � jhu; vij
2

kuk2

e assim
jhu; vij � kuk kvk .

(ii) Se u = 0 então:

jhu; vij = kuk kvk , fu; vg é linearmente dependente:

Se u 6= 0 então:

fu; vg é linearmente dependente, 0 = kv � proju vk
2 = kvk2 � jhu; vij

2

kuk2
,

, jhu; vij = kuk kvk :

Teorema 72. Teorema de Pitágoras. Seja V um espaço linear real com um produto
interno. Sejam u; v 2 V . Tem-se u e v ortogonais se e só se

ku� vk2 = kuk2 + kvk2 .

Dem.

ku� vk2 = hu� v; u� vi = hu; ui�hv; ui�hu; vi+hv; vi = kuk2�2 hu; vi+kvk2 = kuk2+kvk2

se e só se
hu; vi = 0,

isto é, se e só se u e v forem ortogonais.

Observação 46. (i) Num espaço euclidiano, o teorema de Pitágoras pode ser enunciado
do seguinte modo:

kvk2 = kproju vk
2 + kv � proju vk

2

para todos os u; v.

kvk2 = kproju vk
2 + kv � proju vk

2 � kproju vk
2
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(ii) Num espaço euclidiano, a desigualdade de Cauchy-Schwarz poderia ter sido provada
recorrendo ao teorema de Pitágoras, uma vez que

kproju vk
2 = kvk2 � kv � proju vk

2 � kvk2 ,

,
�
jhv; uij
kuk2

�2
kuk2 � kvk2 , jhu; vij � kuk kvk .

(iii) Em R2 com o produto interno usual, a desigualdade de Cauchy-Schwarz é dada por

j�1�1 + �2�2j �
q
�21 + �

2
2

q
�21 + �

2
2,

uma vez que
h(�1; �2) ; (�1; �2)i = �1�1 + �2�2,

com (�1; �2) ; (�1; �2) 2 R2.

(iv) Em Rn com o produto interno usual, a desigualdade de Cauchy-Schwarz é dada por�����
nX
i=1

�i�i

����� �
vuut nX

i=1

�2i

vuut nX
i=1

�2i ,

uma vez que
h(�1; :::; �n) ; (�1; :::; �n)i = �1�1 + :::+ �n�n,

com (�1; :::; �n) ; (�1; :::; �n) 2 Rn.

Teorema 73. Sejam V um espaço linear com um produto interno e 0 o vector nulo
de V . Sejam u; v 2 V e � escalar. A norma é uma aplicação kk : V ! R que satisfaz as
seguintes propriedades.

(i) Positividade: kuk > 0 se u 6= 0.

(ii) Homogeneidade: k�uk = j�j kuk

(iii) Desigualdade triangular: ku+ vk � kuk+ kvk

Dem. (iii)
ku+ vk2 = kuk2 + kvk2 + 2Re hu; vi �

� kuk2 + kvk2 + 2 jhu; vij �
C.-S.

kuk2 + kvk2 + 2 kuk kvk =

= (kuk+ kvk)2

logo
ku+ vk � kuk+ kvk :
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De�nição 65. Pode de�nir-se norma num espaço linear V , sem estar associada a
qualquer produto interno, como sendo uma aplicação de V em R que satisfaz as propriedades
do teorema anterior. A um espaço linear com uma norma chama-se espaço normado.

Observação 47. Seja V um espaço linear real com um produto interno. Sejam u; v 2 V .
Tem-se

hu; vi = 1

2

�
ku+ vk2 � kuk2 � kvk2

�
.

Teorema 74. Seja V um espaço normado. Sejam u; v 2 V . Então, a norma pode dar
origem a um produto interno de�nido por

hu; vi = 1

2

�
ku+ vk2 � kuk2 � kvk2

�
.

se e só se

ku� vk2 + ku+ vk2 = 2 kuk2 + 2 kvk2 .

Esta última equação é conhecida por lei do paralelogramo.

Exemplo 50. Uma norma que não dá origem a um produto interno. Seja
kk : R2 ! R a aplicação de�nida por

k(�1; �2)k = j�1j+ j�2j ,

com (�1; �2) 2 R2. É fácil veri�car que esta aplicação satisfaz as três condições da norma.
Logo, é uma norma. No entanto, é também fácil veri�car que esta norma não satisfaz a lei
do paralelogramo. Logo, esta norma não poderá originar um produto interno.

De�nição 66. Sejam V um espaço linear com um produto interno e S � V . Diz-se que
S é ortogonal se para todos os u; v 2 S com u 6= v, se tiver

hu; vi = 0.

Diz-se que S é ortonormado se fôr ortogonal e se, para todo o u 2 S, se tiver

kuk = 1.

Teorema 75. Sejam V um espaço linear com um produto interno e S � V . Seja 0
o vector nulo de V . Se S é ortogonal e 0 =2 S então S é linearmente independente. Em
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particular, se n = dimV então qualquer conjunto S ortogonal de n vectores não nulos é uma
base de V .

Teorema 76. Seja V um espaço euclidiano com dimV = n. Seja B = fu1; :::; ung uma
base (ordenada) ortogonal de V . Então, as coordenadas de um vector v 2 V em relação à
base (ordenada) B são dadas por:

�j =
hv; uji
huj; uji

,

com j = 1; :::; n. Se B fôr ortonormada então as coordenadas de um vector v 2 V em relação
à base (ordenada) B são dadas por:

�j = hv; uji ,
com j = 1; :::; n.

Teorema 77. Seja V um espaço euclidiano com dimV = n. Seja B = fw1; :::; wng uma
base (ordenada) ortonormada de V . Então, para todos os u; v 2 V , tem-se

hu; vi =
nX
i=1

hu;wii hv; wii (fórmula de Parseval)

e

kuk =

vuut nX
i=1

hu;wii2:

Observação 48. Seja V um espaço euclidiano com dimV = n. Seja B = fw1; :::; wng
uma base (ordenada) ortonormada de V . Sejam u; v 2 V , com

u = �1w1 + �2w2 + :::+ �nwn v = �1w1 + �2w2 + :::+ �nwn.

Então a fórmula de Parseval é dada por:

hu; vi =
nX
i=1

�i�i = �1�1 + �2�2 + :::+ �n�n

e tem-se

kuk =

vuut nX
i=1

�2i .

Notação 3. Sejam V um espaço linear com um produto interno e 0 o vector nulo de V .

Para qualquer v 2 V , com v 6= 0, o vector 1

kvkv será denotado por
v

kvk .
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Teorema 78. Método de ortogonalização de Gram-Schmidt. Seja V um es-
paço euclidiano (ou unitário) não nulo. Seja U um subespaço de V . Então U tem bases
ortonormadas. Mais concretamente, seja

fv1; v2; :::; vkg

uma base de U e sejam

u1 = v1,

u2 = v2 � proju1 v2,
:::

uk = vk � proju1 vk � :::� projuk�1 vk

então

(i) L(fu1; u2; :::; ukg) = L(fv1; v2; :::; vkg) = U ;

(ii) o conjunto fu1; u2; :::; ukg é uma base ortogonal de U .

(iii) o conjunto
�
u1
ku1k

;
u2
ku2k

; :::;
uk
kukk

�
é uma base ortonormada de U .

Exemplo 51. Considere-se R4 com o produto interno usual. Seja

U = L(f(1; 1;�1;�1); (1; 2; 3; 4); (2; 1;�6;�7); (1; 3; 7; 9)g).

Determinemos a dimensão de U e uma base ortonormada para U . Tem-se2664
1 1 2 1
1 2 1 3
�1 3 �6 7
�1 4 �7 9

3775 �!
2664
1 1 2 1
0 1 �1 2
0 4 �4 8
0 5 �5 10

3775 �!
2664
1 1 2 1
0 1 �1 2
0 0 0 0
0 0 0 0

3775 .
Logo, o conjunto fv1; v2g, com v1 = (1; 1;�1;�1) e v2 = (1; 2; 3; 4), é uma base de U e como
tal dimU = 2.
Sejam u1 = v1 e u2 = v2 � proju1 v2.
Logo, o conjunto fu1; u2g, com u1 = (1; 1;�1;�1) e

u2 = (1; 2; 3; 4)�
1 + 2� 3� 4

4
(1; 1;�1;�1) = (2; 3; 2; 3),

é uma base ortogonal de U . Uma base ortonormada para U :�
u1
ku1k

;
u2
ku2k

�
=

(�
1

2
;
1

2
;�1
2
;�1
2

�
;

 p
26

13
;
3
p
26

26
;

p
26

13
;
3
p
26

26

!)

Teorema 79. Seja B = fu1; u2; :::; ung uma base (ordenada) de um espaço euclidiano
(ou unitário). A base B é ortonormada se e só se a matriz da métrica GB em relação a essa
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base fôr a matriz identidade. Em Rn o produto interno usual é aquele (o único) em relação
ao qual a base canónica é ortonormada.

Teorema 80. Seja fv1; v2; :::; vng uma base (ordenada) de Rn. Então, existe um único
produto interno em Rn para o qual esta base é ortonormada.

Exemplo 52. Considere em R2 a base (ordenada) B = fv1; v2g, com v1 = (1; 0) e v2 =
(1; 1). Vejamos que existe um e um só produto interno para o qual a base B é ortonormada.
Seja B2c = f(1; 0); (0; 1)g a base canónica de R2. Sejam u; v 2 R2, com u = (�1; �2) e

v = (�1; �2), onde �1; �2 e �1; �2 são as coordenadas na base B2c de u e v respectivamente.
Logo, a aplicação h; i : R2 � R2 de�nida por

hu; vi = h(�1; �2) ; (�1; �2)i =
��

�1 � �2
�2

��T �
1 0
0 1

���
�1 � �2
�2

��
=

= �1�1 � �1�2 � �2�1 + 2�2�2 =
�
�1 �2

� � 1 �1
�1 2

� �
�1
�2

�
é um produto interno e é o único para o qual a base B é ortonormada.

NOTE QUE: GBc =
�
1 �1
�1 2

�
(é simétrica e os valores próprios 3+

p
5

2
e 3�

p
5

2
são

ambos positivos) é a matriz da métrica em relação a Bc e G0B =
�
1 0
0 1

�
(é simétrica e o

único valor próprio 1 é positivo) a matriz da métrica em relação a B. É fácil veri�car que
para este produto interno a base B é ortonormada:

h(1; 0) ; (1; 1)i = 0 e h(1; 0) ; (1; 0)i = h(1; 1) ; (1; 1)i = 1.

De�nição 67. Sejam V um espaço linear com produto interno e U um subespaço de V .
Diz-se que um elemento de V é ortogonal a U se fôr ortogonal a todos os elementos de U .
Ao conjunto de todos os elementos ortogonais a U chama-se complemento ortogonal de
U e designa-se por U?,

U? = fv 2 V : hv; ui = 0 para todo o u 2 Ug .

Teorema 81. Seja V um espaço linear com produto interno. Qualquer que seja o
subespaço U de V , também U? é um subespaço de V .

De�nição 68. Sendo S um subconjunto de V , não necessariamente um subespaço de
V , (também) pode de�nir-se S?:

S? = fv 2 V : hv; ui = 0 para todo o u 2 Sg .
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Observação 49. Apesar de S não ser necessariamente um subespaço de V , S? é sempre
um subespaço de V , tendo-se

S? = (L (S))? .

Teorema 82. Seja V um espaço linear com produto interno.

(i) Seja U um subespaço de V . Tem-se

U \ U? = f0g :

(ii) Seja S um subconjunto de V . Então

S �
�
S?
�?
.

No próximo teorema ver-se-á que no caso de se ter dimV <1, então

L (S) =
�
S?
�?

ou ainda, sendo U um subespaço de V com dimV <1, então

U =
�
U?
�?
.

(iii) Sejam S1; S2 subconjuntos de V . Então

S1 � S2 ) (S2)
? � (S1)?

(iv) Seja U um subespaço de V . Se fv1; :::; vng é uma base de U então

U? = fv 2 V : hv; v1i = ::: = hv; vni = 0g .

(v) Sejam U1; U2 subespaços de V . Tem-se

(U1 + U2)
? = (U1)

? \ (U2)?

e
(U1 \ U2)? � (U1)? + (U2)? .

Se dimV <1 tem-se
(U1 \ U2)? = (U1)? + (U2)? .

Dem. (v) Como
U1 � U1 + U2 e U2 � U1 + U2

então
(U1 + U2)

? � (U1)? e (U1 + U2)
? � (U2)? :

Logo
(U1 + U2)

? � (U1)? \ (U2)?
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e assim �
(U1)

? \ (U2)?
�?
�
�
(U1 + U2)

?
�?

e substituindo U1 por (U1)
? e U2 por (U2)

? tem-se

(U1 \ U2)? �
��
(U1)

? + (U2)
?
�?�?

=
Se dimV <1

(U1)
? + (U2)

? .

Por outro lado, como
U1 \ U2 � U1 e U1 \ U2 � U2

então
(U1)

? � (U1 \ U2)? e (U2)
? � (U1 \ U2)? :

Logo
(U1)

? + (U2)
? � (U1 \ U2)?

e assim �
(U1 \ U2)?

�?
�
�
(U1)

? + (U2)
?
�?

e substituindo U1 por (U1)
? e U2 por (U2)

? tem-se

(U1)
? \ (U1)? �

��
(U1)

? \ (U1)?
�?�?

� (U1 + U2)? .

Exemplo 53. (i) Se U � R3 é um plano que passa pela origem, então U? é uma recta
que passa pela origem e é perpendicular ao plano.

(ii) Se U � R3 é uma recta que passa pela origem, então U? é um plano que passa pela
origem e é perpendicular à recta.

(iii) Seja A 2Mm�n(R). Então, usando o produto interno usual, tem-se

(L(A))? = N (A).

(iv) Seja A 2Mm�n(R). Então, usando um produto interno não necessariamente usual
relativamente a uma base B, tem-se

(L(A))? = N (AGB).

(v) Seja A 2Mn�n(R) tal que A é invertível. Então, (N (A))? = Rn e (L (A))? = f0g :

De�nição 69. Sejam U e V espaços lineares. Diz-se que T : U ! V é uma transfor-
mação linear se e só se veri�car as duas condições:

(i) T (u+ v) = T (u) + T (v), para todos os u; v 2 U .
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(ii) T (�u) = �T (u), para todos os u 2 U e escalares �.

De�nição 70. Sejam U e V espaços lineares e T : U ! V uma transformação linear.
Seja 0 o vector nulo de V .

(i) Chama-se contradomínio ou imagem de T ao conjunto

I(T ) = fT (u) : u 2 Ug .

Note-se que I(T ) é um subespaço linear de V:

(ii) Chama-se núcleo ou espaço nulo de T ao conjunto

N (T ) = fu 2 U : T (u) = 0g .

Note-se que N (T ) é um subespaço linear de U .

De�nição 71. Considere-se o produto interno usual. Seja U um espaço linear de
dimensão �nita. Seja T : U ! U uma transformação linear. Diz-se que T é uma projecção
ortogonal se

T � T = T (T 2 = T ) e N (T ) = (I (T ))? .

Teorema 83. Se U é um subespaço de um espaço euclidiano V , então V é a soma directa
de U e U?, isto é,

V = U � U?:

Logo, cada elemento v 2 V pode ser escrito de modo único como soma de um elemento de
U com um elemento de U?:

v = vU + vU?, com vU 2 U e vU? 2 U?.

À transformação linear PU : V ! V de�nida por

PU(v) = vU

chama-se projecção ortogonal de V sobre U . Note que PU satisfaz

PU = PU � PU = (PU)2 e PU(v) =

�
v se v 2 U
0 se v 2 U?

e
I (PU) = U e N (PU) = U

?.

À transformação linear PU? : V ! V de�nida por

PU?(v) = vU?

chama-se projecção ortogonal de V sobre U?. Note que PU? satisfaz

PU? = PU? � PU? = (PU?)2 e PU?(v) =

�
v se v 2 U?
0 se v 2 U
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e
I (PU?) = U? e N (PU?) = U .

Tem-se
I = PU + PU? e dimV = dimU + dimU?

uma vez que, como veremos a seguir, tem-se dimV = dimN (T ) + dim I (T ), para qualquer
transformação linear T de�nida num espaço linear de dimensão �nita. Logo�

U?
�?
= U

Se fw1; w2; :::; wlg fôr uma base ortogonal de U , então

PU(v) =

lX
i=1

hv; wii
kwik2

wi =
lX
i=1

projwi v = vU

para todo o v 2 V .
Se fu1; u2; :::; ukg é uma base ortogonal de U?, então, para todo o v 2 V

PU?(v) =
kX
j=1

hv; uji
kujk2

uj =
kX
j=1

projuj v = vU?

Neste caso, fw1; w2; :::; wl; u1; u2; :::; ukg é uma base ortogonal de V .

Tem-se ainda:

(i)
hPU (u) ; vi = hu; PU (v)i , hPU? (u) ; vi = hu; PU? (v)i ,

para todos os u; v 2 V ;

(ii)
kuk2 = kPU (u)k2 + kPU? (u)k2 ,

para todo o u 2 V (Teorema de Pitágoras);

Teorema 84. Seja U um subespaço de um espaço euclidiano V . Seja v 2 V . Então,
tem-se

kv � PU (v)k � kv � uk ,
para todo o u 2 U , e a igualdade veri�ca-se se e só se u = PU (v).

Dem.
kv � PU (v)k2 = kv � u� PU (v � u)k2 = kPU? (v � u)k2 �

� kPU? (v � u)k2 + kPU (v � u)k2 =
Pitágoras

= kv � uk2 , kv � PU (v)k � kv � uk :
A igualdade kv � PU (v)k = kv � uk veri�ca-se se e só PU (v � u), isto é, se e só se u = PU (v).

98



De�nição 72. Seja U um subespaço de dimensão �nita de um espaço linear V com
produto interno. Seja v 2 V . Então, o elemento de U mais próximo de v é a projecção
ortogonal PU (v) de v sobre U .

De�nição 73. Seja U um subespaço de um espaço euclidiano V . A distância d entre
um ponto v 2 V e um subespaço U é dada por:

d (v; U) = kPU? (v � 0)k = kPU? (v)k = kv � PU (v)k .

De�nição 74. Seja V um espaço euclidiano. Seja U um subespaço de V com dimU = k.
Seja q 2 V . Chama-se ao conjunto

fqg+ U
um k-plano. A distância d entre um ponto p 2 V e um k-plano P = fqg + U é dada
por:

d (p;P) = kPU? (p� q)k .

De�nição 75. (i) A distância entre dois k-planos paralelos

P1 = fpg+ U e P2 = fqg+ U
é dada por:

d (P1;P2) = kPU? (p� q)k .
(ii) A distância entre duas rectas paralelas

r = fpg+ L (fug) e s = fqg+ L (fug)
é dada por:

d (r; s) =



PL(fug)? (p� q)


 .

Exemplo 54. Considere-se R3 com o produto interno usual.

(i) Seja P o plano (em R3) que passa pelos pontos: (1; 2; 1), (1; 0;�1) e (1; 1; 1). Tem-se

P = f(1; 2; 1)g+ L (f(0;�2;�2); (0;�1; 0)g)
uma vez que

(0;�2;�2) = (1; 0;�1)� (1; 2; 1) e (0;�1; 0) = (1; 1; 1)� (1; 2; 1).

Equação vectorial de P: (x; y; z) = (1; 2; 1)+�(0;�2;�2)+�(0;�1; 0), com �; � 2 R.

Equações paramétricas de P:
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8<:
x = 1
y = 2� � � 2�
z = 1� 2�

com �; � 2 R.

Equação cartesiana de P: x = 1:

Podemos determinar a equação cartesiana de P do seguinte modo. Atendendo a que

P = f(1; 2; 1)g+ L (f(0;�2;�2); (0;�1; 0)g)

seja
U = L (f(0;�2;�2); (0;�1; 0)g) .

Logo,

U =
�
U?
�?
=

�
N
��

0 �2 �2
0 �1 0

���?
=

= (L (f(1; 0; 0)g))? =
�
(x; y; z) 2 R3 : h(x; y; z); (1; 0; 0)i = 0

	
e assim, a equação cartesiana do plano P que passa pelo ponto (1; 2; 1) é dada por:

(h(x� 1; y � 2; z � 1); (1; 0; 0)i = 0), (1 (x� 1) + 0 (y � 2) + 0 (z � 1) = 0) ,

ou seja por
x = 1.

(ii) Determinemos a equação cartesiana da recta que passa pelos pontos (1; 1; 0) e
(1; 2; 1). Tem-se

r = f(1; 1; 0)g+ L (f(0; 1; 1)g) ,
uma vez que

(0; 1; 1) = (1; 2; 1)� (1; 1; 0):
Seja

U = L (f(0; 1; 1)g) .
Logo,

U =
�
U?
�?
=
�
N
��
0 1 1

���?
= (L (f(1; 0; 0); (0; 1;�1)g))?

e assim, a equação cartesiana da recta r é dada por:

(h(x� 1; y � 1; z); (1; 0; 0)i = 0 e h(x� 1; y � 1; z); (0; 1;�1)i = 0),

, (1 (x� 1) = 0 e 1 (y � 1)� 1z = 0) ,
ou seja por �

x = 1
y � z = 1.
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Diagonalização unitária e diagonalização ortogonal

Considera-se o produto interno usual.

De�nição 76. Seja A = (aij) 2 Mn�n(C). Denota-se por AH a matriz A
T
, isto é, a

transposta da matriz conjugada A = (aij), onde aij é o complexo conjugado de aij. Ou seja,

escreve-se AH = A
T
. A matriz A diz-se hermitiana se

AH = A:

Observação 50. (a) Sejam �; � 2 C, A;C 2Mm�n(C) e B 2Mn�r(C). Tem-se:

(i)
�
AH
�H
= A (ii) (�A+ �B)H = �AH + �BH (iii) (AC)H = CHAH

(b) Sendo A hermitiana tal que A 2Mn�n(R), então A é simétrica (AT = A). Recipro-
camente, se A 2 Mn�n(R) fôr hermitiana então A é simétrica. Ou seja, para matrizes reais
quadradas os conceitos de matriz simétrica e matriz hermitiana coincidem.

Teorema 85. Todos os valores próprios de uma matriz hermitiana são reais. Além disso,
os vectores próprios associados a valores próprios distintos, de uma matriz hermitiana, são
ortogonais.

Dem. Seja A 2 Mn�n(C) tal que A é hermitiana. Seja � um valor próprio de A e seja
u um vector próprio associado. Seja � = uHAu. Então, tem-se

� = �H =
�
uHAu

�H
= uHAH

�
uH
�H

=
A é hermitiana

uHAu = �.

Ou seja, � é real. Por outro lado, como

� = uHAu = uH�u = �
X

juij2 ;

tem-se
� =

�P
juij2

2 R:

Sejam agora u1 e u2 vectores próprios associados respectivamente a valores próprios
distintos �1 e �2. Então, tem-se

(Au1)
H u2 = u

H
1 A

Hu2 =
A é hermitiana

uH1 Au2 = �2u
H
1 u2

e
(Au1)

H u2 = (�1u1)
H u2 = �1u

H
1 u2 =

�12R
�1u

H
1 u2.

Logo, tem-se
�1u

H
1 u2 = �2u

H
1 u2 , (�1 � �2)uH1 u2 = 0.
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E assim, como �1 6= �2, então
uH1 u2| {z }
=hu1;u2i

= 0;

ou seja, u1 e u2 são ortogonais.

Observação 51. Todos os valores próprios de uma matriz simétrica real são reais. Além
disso, os vectores próprios associados a valores próprios distintos, de uma matriz simétrica,
são ortogonais.

De�nição 77. (i) Seja U 2Mn�n(C). A matriz U diz-se unitária se se tiver UHU = I,
isto é, se UH = U�1, ou seja, se as colunas de U constituirem uma base ortonormada de Cn.

(ii) Seja P 2 Mn�n(R). A matriz P diz-se ortogonal se se tiver P TP = I, isto é, se
P T = P�1, ou seja, se as colunas de P constituirem uma base ortonormada de Rn.

De�nição 78. (i) Seja A 2 Mn�n(C). A matriz A diz-se unitariamente diagonal-
izável se existir UH unitária tal que UAUH é uma matriz diagonal, isto é, se as colunas de
UH formarem uma base ortonormada de Cn constituída só por vectores próprios de A.

(ii) Seja A 2Mn�n(R). A matriz A diz-se ortogonalmente diagonalizável se existir
P T ortogonal tal que PAP T é uma matriz diagonal, isto é, se as colunas de P T formarem
uma base ortonormada de Rn constituída só por vectores próprios de A.

Observação 52. (i) Seja U unitária tal que U 2 Mn�n(R). Então UH = UT , isto é,
toda a matriz unitária real é ortogonal. Reciprocamente, se P 2 Mn�n(R) fôr ortogonal
então P é unitária. Ou seja, para matrizes reais quadradas os conceitos de matriz ortogonal
e matriz unitária coincidem.

(ii) Seja A uma matriz hermitiana. Se todos os valores próprios de A forem raízes simples
do polinómio característico, então existe uma matriz unitária que diagonaliza A, isto é, existe
UH unitária tal que UAUH é uma matriz diagonal, ou seja, A é unitariamente diagonalizável.

(iii) Como se vai ver a seguir, a a�rmação anterior (ii) continua válida mesmo se os
valores próprios não forem todos raízes simples do polinómio característico.

Teorema 86. (Teorema de Schur). Seja A uma matriz n � n. Então, existe uma
matriz unitária UH tal que UAUH é triangular superior (inferior).

Dem. A demonstração será efectuada por indução em n. O resultado é óbvio para n = 1.
Suponhamos que a hipótese é válida para matrizes k�k e seja A uma matriz (k + 1)�(k + 1).
Sejam �1 um valor próprio de A e w1 um vector próprio associado de norma 1. Aplicando
o método de ortogonalização de Gram-Schmidt, seja fw1; : : : ; wk+1g uma base ortonormada
para Ck+1. SejaWH a matriz cuja coluna i é igual ao vector wi, para i = 1; : : : ; k+1. Então,
por construção, a matriz WH é unitária. Por outro lado, a primeira coluna de WAWH é
igual a WAw1, tendo-se

WAw1 = W�1w1 = �1Ww1 = �1

26664
1
0
...
0

37775 =
26664
�1
0
...
0

37775
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e assim

WAWH =

2666664
�1 j � � � � �
� j � � �
0 j
... j M
0 j

3777775 ;
onde M é uma matriz k � k.
Pela hipótese de indução, existe uma matriz k�k unitária (V1)H tal que V1M (V1)

H = T1,
onde T1 é uma matriz triangular superior. Seja

V H =

2666664
1 j 0 � � � 0
� j � � �
0 j
... j (V1)

H

0 j

3777775 .

Então V H é unitária e tem-se

(VW )A (VW )H = VWAWHV H =

=

2666664
�1 j � � � � �
� j � � �
0 j
... j V1M (V1)

H

0 j

3777775 =
2666664
�1 j � � � � �
� j � � �
0 j
... j T1
0 j

3777775 = T ,
onde T é uma matriz triangular superior. Como a matriz (VW )H é unitária, pondo UH =
(VW )H , tem-se

UAUH = T ,

com T triangular superior e UH unitária.

Exemplo 55. Seja A =

�
2 1
�2 5

�
. Os valores próprios de A são: 3 e 4. Como

N (A� 3I) = L (f(1; 1)g) e N (A� 4I) = L (f(1; 2)g) então, aplicando Gram-Schmidt,
o conjunto

n�p
2
2
;
p
2
2

�
;
�
�
p
2
2
;
p
2
2

�o
é uma base ortonormada de R2 onde

�p
2
2
;
p
2
2

�
é um

vector próprio de A associado ao valor próprio 3. Tem-se

UAUH = T com UH =

" p
2
2

�
p
2
2p

2
2

p
2
2

#
.

Isto é

T =

" p
2
2

p
2
2

�
p
2
2

p
2
2

# �
2 1
�2 5

�" p
2
2

�
p
2
2p

2
2

p
2
2

#
=

�
3 3
0 4

�
.

Teorema 87. Seja A uma matriz hermitiana. Então existe uma matriz unitária UH que
diagonaliza A, isto é, A é unitariamente diagonalizável. Ou seja, existe UH unitária tal que
a matriz UAUH é diagonal.
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Dem. Pelo teorema anterior, existe uma matriz unitária UH tal que a matriz UAUH é
triangular. Seja T = UAUH . Tem-se então

TH =
�
UAUH

�H
=
�
UH
�H
AHUH =

A é hermitiana
UAUH = T .

Logo, como T = TH e T é triangular então T é diagonal.

Teorema 88. Seja A 2 Mn�n(R) tal que A é simétrica. Então existe uma matriz
ortogonal P T que diagonaliza A, isto é, A é ortogonalmente diagonalizável. Ou seja, existe
P ortogonal tal que a matriz PAP T é diagonal.

Observação 53. Sendo A 2Mn�n(R) tal que A é simétrica, então existe P T ortogonal
tal que a matriz PAP T é diagonal, isto é, existe uma base ortonormada de Rn formada só
por vectores próprios de A; e a matriz P T é a matriz cujas colunas são os vectores próprios
de A que formam essa base ortonormada de Rn, sendo PAP T a matriz diagonal onde se
coloca na entrada i da diagonal principal o valor próprio correspondente ao vector próprio
da coluna i da matriz P T .

Teorema 89. Seja A 2Mn�n(R). A é ortogonalmente diagonalizável , A é simétrica

Dem. ()) Suponhamos que A é ortogonalmente diagonalizável. Sejam D diagonal e
P T ortogonal tais que A = P TDP . Então

AT =
�
P TDP

�T
= P TDT

�
P T
�T
= P TDP = A.

(() Teorema anterior e o facto de todos os valores próprios de uma matriz simétrica real
serem reais

Teorema 90. Seja A 2Mn�n(R) tal que A é simétrica. Tem-se:

A é de�nida positiva, isto é, uTAu > 0 para todo o u 6= 0,

, todos os valores próprios de A são positivos

Dem. Sendo A simétrica então A é ortogonalmente diagonalizável, isto é, existem D
diagonal e P T ortogonal tais que D = PAP T . Assim

(uTAu > 0 para todo o u 6= 0), (
�
P Tu

�T
AP Tu > 0 para todo o u 6= 0),

, (uT
�
PAP T

�
u > 0 para todo o u 6= 0), (uTDu > 0 para todo o u 6= 0),

, (
nX
i=1

(ui)
2 �i > 0 para todo o u 6= 0), (�i > 0 para todo o i = 1; :::; n)
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onde �1; :::; �n são os valores próprios de A são positivos.

Observação 54. (i) Existem matrizes não hermitianas que são unitariamente diago-
nalizáveis, como por exemplo as matrizes anti-hermitianas (AH = �A) e as matrizes anti-
simétricas (AT = �A).

(ii) Seja A 2 Mn�n(C). Suponhamos que A é unitariamente diagonalizável. Sejam
D diagonal e UH unitária tais que A = UHDU . Como em geral se tem DH 6= D, então

AH =
�
UHDU

�H
= UHDHU 6= UHDU = A.

Logo A não tem que ser necessariamente hermitiana.

(iii) O próximo teorema diz quais são as matrizes unitariamente diagonalizáveis.

De�nição 79. Uma matriz A diz-se normal se

AAH = AHA:

Observação 55. Se A 2Mn�n(R) então A dir-se-á normal se

AAT = ATA:

Teorema 91. (i) Sendo A 2Mn�n(C) uma matriz normal tem-se para todo o vector u

kAuk =


AHu

 .

Em particular, sendo A 2 Mn�n(C) uma matriz normal, para qualquer escalar �, a matriz
A� �I também é normal tendo-se

k(A� �I)uk =



(A� �I)H u


 = 

�AH � �I�u



e assim, se � fôr um valor próprio de A e u um vector próprio de A associado a esse valor
próprio então � é um valor próprio de AH e u um vector próprio de AH associado a esse
valor próprio, isto é,

Au = �u e AHu = �u.

(ii) Os vectores próprios associados a valores próprios distintos, de uma matriz normal,
são ortogonais.

Dem. (i) Sendo A 2Mn�n(C) uma matriz normal tem-se para todo o vector u

kAuk2 = (Au)H Au = uHAHAu =
AHA=AAH

uHAAHu =
�
AHu

�H
AHu =



AHu

2
logo

kAuk =


AHu

 .
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Sendo A 2Mn�n(C) uma matriz normal, para qualquer escalar �, a matriz A��I também
é normal:

(A� �I) (A� �I)H = (A� �I)
�
AH � �I

�
= AAH��AH��A+j�j2 I = AHA��AH��A+j�j2 I =

= AH (A� �I)� (A� �I)� =
�
AH � �I

�
(A� �I) = (A� �I)H (A� �I) .

Logo
k(A� �I)uk =




(A� �I)H u


 = 

�AH � �I�u


e assim, se � fôr um valor próprio de A e u um vector próprio de A associado a esse valor
próprio então � é um valor próprio de AH e u um vector próprio de AH associado a esse
valor próprio, isto é,

Au = �u e AHu = �u.

(ii) Seja A 2 Mn�n(C) tal que A é normal. Sejam �1; �2 valores próprios de A tais que
�1 6= �2 e sejam v1 e v2 vectores próprios de A associados respectivamente a �1 e �2. Tem-se

Av1 = �1v1 e AHv1 = �1v1

Av2 = �2v2 e AHv2 = �2v2

e
(�1 � �2) hv1; v2i = (�1 � �2) (v1)H v2 = �1 (v1)H v2 � �2 (v1)H v2 =

=
�
�1v1

�H
v2 � (v1)H (�2v2) =

�
AHv1

�H
v2 � (v1)H (Av2) =

�
AHv1

�H
v2 �

�
AHv1

�H
v2 = 0.

Assim, como �1 6= �2, tem-se hv1; v2i = 0:

Teorema 92. Seja A 2Mn�n(C). A é unitariamente diagonalizável , A é normal

Dem. (() Suponhamos que A é normal. Existe uma matriz unitária UH e uma matriz
triangular superior (inferior) T tais que T = UAUH . Vejamos que T é normal. Tem-se

THT =
�
UAUH

�H
UAUH = UAHUHUAUH = UAHAUH =

A é normal

= UAAHUH = UAUHUAHUH = TTH .

Logo T é normal. Seja T = (tij) do tipo n � n. Comparando as entradas das diagonais
principais de TTH e THT tem-se:

jt11j2 + jt12j2 + jt13j2 + � � �+ jt1nj2 = jt11j2

jt22j2 + jt23j2 + � � �+ jt2nj2 = jt12j2 + jt22j2
...

jtnnj2 = jt1nj2 + jt2nj2 + jt3nj2 + � � �+ jtnnj2

e assim, tij = 0 sempre que i 6= j. Logo T é diagonal e portanto A é unitariamente
diagonalizável.
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()) Suponhamos agora que A é unitariamente diagonalizável. Queremos mostrar que
A é normal. Sejam D diagonal e UH unitária tais que D = UAUH , ou seja, A = UHDU .
Tem-se

AAH = UHDU
�
UHDU

�H
= UHDUUHDHU = UH

�
DDH

�
U

e
AHA =

�
UHDU

�H
UHDU = UHDHUUHDU = UH

�
DHD

�
U .

Como

DDH = DHD =

26664
j�1j2 0 � � � 0

0 j�2j2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 � � � 0 j�nj2

37775 ,
então tem-se AAH = AHA e assim A é normal.

Exemplo 56. Seja

A =

24 1 1 0
0 1 1
1 0 1

35 :
A matriz A não é simétrica logo não é ortogonalmente diagonalizável. Mas:24 1 1 0

0 1 1
1 0 1

35T 24 1 1 0
0 1 1
1 0 1

35 =
24 1 1 0
0 1 1
1 0 1

3524 1 1 0
0 1 1
1 0 1

35T =
24 2 1 1
1 2 1
1 1 2

35

isto é,

24 1 1 0
0 1 1
1 0 1

35 é normal e como tal é unitariamente diagonalizável. Tem-se24 2 0 0

0 1
2
� 1

2
i
p
3 0

0 0 1
2
+ 1

2
i
p
3

35
| {z }

D

=

=

264
p
3
3

p
3
3

p
3
3

�
p
3
6
+ 1

2
i �

p
3
6
� 1

2
i

p
3
3

�
p
3
6
� 1

2
i �

p
3
6
+ 1

2
i

p
3
3

375
24 1 1 0
0 1 1
1 0 1

35
264

p
3
3

�
p
3
6
� 1

2
i �

p
3
6
+ 1

2
ip

3
3

�
p
3
6
+ 1

2
i �

p
3
6
� 1

2
ip

3
3

p
3
3

p
3
3

375
| {z }

UH

onde 2; 1
2
� 1

2
i
p
3 e 1

2
+ 1

2
i
p
3 são os valores próprios de A e( p

3

3
;

p
3

3
;

p
3

3

!
;

 
�
p
3

6
� 1
2
i;�

p
3

6
+
1

2
i;

p
3

3

!
;

 
�
p
3

6
+
1

2
i;�

p
3

6
� 1
2
i;

p
3

3

!)

são respectivamente vectores próprios associados a esses valores próprios, normalizados e
ortogonais entre si.
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De�nição 80. SejaA 2Mn�n(R). À matrizB tal queB2 = A chama-se raíz quadrada
de A e escreve-se

B =
p
A.

Exemplo 57. (i) Existem in�nitas s�
1 0
0 1

�
;

por exemplo
1

t

�
�s �r
�r �s

�
com s; r; t 2 N tais que t2 = s2 + r2 (triplos pitagóricos).

(ii) Não existe

s�
0 1
0 0

�
.

De�nição 81. Seja A 2 Mn�n(R) tal que A é simétrica e de�nida positiva. À matriz
B tal que B2 = A chama-se raíz quadrada simétrica e de�nida positiva de A e escreve-se

B =
p
A.

Teorema 93. Seja A 2Mn�n(R) tal que A é simétrica. Então, as seguintes a�rmações
são equivalentes.

(i) A é de�nida positiva.

(ii) Existe uma matriz simétrica de�nida positiva B tal que A = B2. À matriz B
chama-se raíz quadrada simétrica e de�nida positiva de A e escreve-se

B =
p
A.

(iii) Existe uma matriz invertível S tal que

A = STS:

Dem. (i) ) (ii) Supondo que A é de�nida positiva, vejamos que existe uma matriz
simétrica de�nida positiva B tal que A = B2.
Como A é simétrica, então A é ortogonalmente diagonalizável, isto é, existe uma matriz

ortogonal P tal que

PAP T = D =

26664
�1 0 � � � 0

0
. . . . . .

...
...

. . . 0
0 � � � 0 �n

37775
108



onde �1; :::; �n são os valores próprios de A, os quais são todos positivos por A ser de�nida
positiva, tendo-se

D = (D0)
2

com

D0 =

26664
p
�1 0 � � � 0

0
. . . . . .

...
...

. . . 0
0 � � � 0

p
�n

37775 .
Assim

A = P TDP = P T (D0)
2
P =

�
P TD0P

� �
P TD0P

�
= B2

com
B = P TD0P

simétrica:
BT =

�
P TD0P

�T
= P T (D0)

T �
P T
�T
= P TD0P = B

e de�nida positiva uma vez que os valores próprios de P TD0P são os de D0.

(ii)) (iii) Supondo que existe uma matriz simétrica de�nida positiva B tal que A = B2,
vejamos que existe uma matriz invertível S tal que

A = STS:

Como B é simétrica e de�nida positiva, basta fazer S = B para ter-se

A = B2 = BB = STS

com S simétrica e invertível uma vez que sendo B de�nida positiva, 0 não é valor próprio de
B.

(iii) ) (i) Supondo que existe uma matriz invertível S tal que A = STS, vejamos que A
é de�nida positiva, isto é, vejamos que

uTAu > 0;

para todo o u 6= 0. Tem-se

uTAu = uTSTSu = (Su)T Su = kSuk2 > 0

para todo o u 6= 0, uma vez que S é invertível.

Observação 56. Sendo A uma matriz do tipo n� n com n valores próprios distintos e
não nulos, então existem pelo menos 2n raízes quadradas de A, isto é, existem pelo menos
2n matrizes B tais que B2 = A.

Teorema 93. (i) Se A fôr simétrica e de�nida positiva então existe uma única matriz
simétrica e de�nida positiva B; a raíz quadrada de A tal que B2 = A e escreve-se

p
A.
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(ii) Se A fôr simétrica e semide�nida positiva então existe uma única matriz simétrica e
semide�nida positiva B; a raíz quadrada de A tal que B2 = A e escreve-se

p
A.

Exemplo 58. Seja A =

�
4 1
1 4

�
. Os valores próprios de A são: 3 e 5. Os vectores

próprios associados ao valor próprio 3 são todos os vectores de L (f(�1; 1)g) n f0g. Os
vectores próprios associados ao valor próprio 5 são todos os vectores de L (f(1; 1)g) n f0g.
Tem-se

D =

�
3 0
0 5

�
=

24 �
p
2
2

p
2
2

p
2
2

p
2
2

35� 4 1
1 4

�24 �
p
2
2

p
2
2

p
2
2

p
2
2

35 = PAP T
com

D =

�
3 0
0 5

�
e P T =

24 �
p
2
2

p
2
2

p
2
2

p
2
2

35
onde ( 

�
p
2

2
;

p
2

2

!
;

 p
2

2
;

p
2

2

!)
são vectores próprios normalizados e ortogonais entre si respectivamente associados aos val-
ores próprios 3 e 5. Logo

B =

24 �
p
2
2

p
2
2

p
2
2

p
2
2

35� p3 0

0
p
5

�24 �
p
2
2

p
2
2

p
2
2

p
2
2

35 =
=

24 1
2

p
3 + 1

2

p
5 1

2

p
5� 1

2

p
3

1
2

p
5� 1

2

p
3 1

2

p
3 + 1

2

p
5

35 = A1=2
ou seja

B =

24 1
2

p
3 + 1

2

p
5 1

2

p
5� 1

2

p
3

1
2

p
5� 1

2

p
3 1

2

p
3 + 1

2

p
5

35
é a única matriz simétrica e de�nida positiva tal que

B2 =

24 1
2

p
3 + 1

2

p
5 1

2

p
5� 1

2

p
3

1
2

p
5� 1

2

p
3 1

2

p
3 + 1

2

p
5

352 = � 4 1
1 4

�
= A.

Exemplo 59. Seja

A =

24 1 1 1
1 1 1
1 1 1

35 :
Valores próprios de A: 0 e 3. Vejamos 2 modos para determinar

p
A:
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(i) Base de R3 formada só por vectores próprios:8><>:(�1; 0; 1) ; (�1; 1; 0)| {z }
2N (A)nf0g

; (1; 1; 1)| {z }
2N (A�3I)nf0g

9>=>; .
24 1 1 1
1 1 1
1 1 1

35
| {z }

A

=

24 �1 �1 1
0 1 1
1 0 1

35
| {z }

P�1

24 0 0 0
0 0 0
0 0 3

35
| {z }

D

24 �1
3
�1
3

2
3

�1
3

2
3

�1
3

1
3

1
3

1
3

35
| {z }

P

=

=

0BBBBB@
24 �1 �1 1
0 1 1
1 0 1

35
| {z }

P�1

24 0 0 0
0 0 0

0 0
p
3

35
| {z }

p
D

24 �1
3
�1
3

2
3

�1
3

2
3

�1
3

1
3

1
3

1
3

35
| {z }

P

1CCCCCA
2

p
A =

24 �1 �1 1
0 1 1
1 0 1

35
| {z }

P�1

24 0 0 0
0 0 0

0 0
p
3

35
| {z }

p
D

24 �1
3
�1
3

2
3

�1
3

2
3

�1
3

1
3

1
3

1
3

35
| {z }

P

=

264
p
3
3

p
3
3

p
3
3p

3
3

p
3
3

p
3
3p

3
3

p
3
3

p
3
3

375

(ii) Base ortogonal de R3 formada só por vectores próprios:

8>><>>:(�1; 0; 1) ; (�1; 1; 0)�
1

2
(�1; 0; 1)| {z }

2N (A)nf0g

; (1; 1; 1)| {z }
2N (A�3I)nf0g

9>>=>>; = f(�1; 0; 1) ; (�1; 2;�1) ; (1; 1; 1)g .

Base ortonormada de R3 formada só por vectores próprios:8>>>><>>>>:
 
�
p
2

2
; 0;

p
2

2

!
;

 
�
p
6

6
;

p
6

3
;�
p
6

6

!
| {z }

2N (A)nf0g

;

 p
3

3
;

p
3

3
;

p
3

3

!
| {z }
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