IST - Algebra Linear - 2° semestre 2018/2019

Resolucao da 3“ ficha de exercicios

1. (i) Seja U = {(z,y,2) eR3: 2 +y—2=0}. Tem-se U = {(2,y,2+vy):z,y € R}. Uma
vez que
(z,y,2+y) = (2,0,2) + (0,y,y) = 2(1,0,1) + (0,1, 1),

para quaisquer x,y € R, tem-se:

Logo, U & subespago de R3. O conjunto {(1,0,1),(0,1,1)} gera o subespago U.
U =N (A) é subespaco de R®, com A=[1 1 —1].

(ii) Seja
U= {(m,y,z) ER:x4+y+2=0 e x—y—z:O}.

Tem-se

U={(0,y,~y):y € R}.
Uma vez que

(0,9, —y) =y(0,1,-1),
para qualquer y € R, tem-se:

U= L({(0.1,-1)}).

Logo, U & subespago de R3. O conjunto {(0,1,—1)} gera o subespago U.

U = N (A) & subespago de R3, com A = [ } _11 _11

2. Seja May3(R) o espaco linear de todas as matrizes do tipo 2 X 3 com entradas reais.

SejaU—{[a b C}Engg(R):a——% e f—2e—i—d}. Tem-se

d e f
—2c b c
U—{{ 1 e 26+d}.b,c,d,eER}.

Uma vez que
2 b ¢ _yfor0),  f201] Tooo0], [000
d e 2+d| " "loo0o0] "% 0 00 101|701 2|

para quaisquer b, c,d, e € R, tem-se:
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Logo, U é subespago de May3(R). O conjunto
010 -2 0 1 000 0 0O
Ooo0o0O((’f 0O OO|"f]T 01|01 2

3. Considere, no espago linear R*, os vectores v; = (1,0,0,1), vo = (1,—1,0,0) e v3 = (0,1,2,1).
Tem-se

gera o subespago U.

1 1 0 -1]2] 1 |0
0 -1 1] 4 |0 1 |1 .
O 0 2 ’ 2 ’ 2 | _2 | 1 —L1+Ly4— 1Ly
10 1] 2 |2] 2 ]o0
1 1 0 -1]2] 1 |0
. 0 -1 1] 4 |0 1 |1 .
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00 0] -1]0] 0 | -1
Logo, (2,0,2,2),(1,1,-2,2) € L ({v1,ve,v3}), com

(2,0,2,2) = (1,0,0,1)+ (1,—1,0,0) + (0,1,2,1)
(1,1,-2,2) = 3(1,0,0,1) + (=2)(1,~1,0,0) + (~1)(0,1,2,1).
Atendendo a (*), (—1,4,2,2),(0,1,1,0) ¢ L ({vy,vs,v3}).

4. Sejam
u=1(2,1,0), v=(1,-1,2) e w=(0,3,—4).

O vector (a,b, c) de R? pertencerd a L ({u,v,w}) se existirem «, 3,7 € R tais que
(a,b,c) = a(2,1,0) + 5(1,-1,2) + (0, 3, —4),
isto ¢, se o seguinte sistema (nas varidveis «, [ e 7) for possivel e determinado:

2+ =a
a—B+3y=>
20 —4y =c.

Considerando entao a matriz aumentada deste sistema, tem-se:

2 1 0 | a 2 1 0 | a
1 -1 3 | b — 0 =3/2 3 | b—a/2 —
0 2 —4 | c| 2ltlrl2]o 2 4| sLatLs—Ls
2 1 0| a
o 0 —3/2 3| b-2¢
shetba=la 1 g 0 0 | c+%b—12a



Assim, o vector (a, b, c) de R? pertencerd a L ({u,v,w}) se:

4 2
—b—— = U.
c—i—3 Sa 0

Observagao: Deste modo, tem-se L ({u,v,w}) # R3. De facto, uma vez que

1 1
V= —U— W

2 2

tem-se L ({u,v,w}) = L ({u,w}) e como tal {u,v, w} nao pode gerar R3.
5. Seja U o subespago de R* gerado por {(1,1,0,—1),(1,1,0,1)}. Seja CS = {(1,0,0,2)} + U.
a) Seja (z,y,z,w) € U. Existem «, 5 € R tais que
(x,y,z,w) =a(1,1,0,—-1) + 5 (1,1,0,1).  (*)

Por outro lado, atendendo a

1 1| « 11| =
1 1] vy 00| y—=
0 0 | =z Litlo—Ly | O 0 | =z
—1 1 | w| Bathazls 10 2 | 24w

para que a equagao (*) tenha solugao ¢ preciso que: y —x =0 e z = 0, ou seja (z,y,z,w) € N (A),

com
110 0
A_{o 010}'

Reciprocamente, se (z,y, z,w) € N (A) entdo (z,y,z,w) € U. Logo U = N (A).

b) Pela alinea anterior:

OS:{(l,o,o,Q)}+U={(1,0,0,2)}+/\/q_01 (1) (1) BD

Tem-se entdo o seguinte sistema linear (com 4 varidveis) ndo homogéneo
r—y=1
z2=0
6. a) Como
p(=1) =2p(0) — p(1) & ag — a1 + az = 2a9 — (ag + a1 + az) & ay =0
entao
U = {p(t) € P2: p(=1) =2p(0) —p(1)} =
= {ag+art +ast® 1 ay =0} = L({1,t}).
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Por outro lado, atendendo a

-1 1 | a -1 1 | ao
1 0 | aqg|—1] 0 1 | ap + a;
0 -1 | as 0 0 | ag + a1 + as

ag+ait +agt* €V =L({-1+t,1—1}) = ag+a; +ay =0.

Logo

V:{a0+a1t+a2t2:ag+a1+a2:O}.
Pelo que

UNV = {ag+at+ast’:ap+a;+ay=0eay; =0} =

= {—a1+a1t:a1 ER}IL({—l—l—t})

Como
—1+t=(-1)x1+1xt

entao

U+V=L({1,t,-1+t,1-¢*}) =L ({1,t,1—-¢}) =P
b) Basta ter, por exemplo, W = L({1}), uma vez que, neste caso, WNV ={0} e W +V = Px.
Logo W @V = "Ps.

1 -1
0 0
Seja u = (z,y) € R% Atendendo a que

1 -1 T
{0 0}[y]—0<:)x—y—0,
o nicleo de A é dado por:

NA) = {ueR*: Au=0}={(z,y) eR*:z—y=0} =
= {(z,z):zeR}={z(1,1): 2 e R} = L({(1,1)}).

7. (i) Seja A = { } . Tem-se C(A) = L ({(1,0)}) e £(A) = L ({(1,—-1)}).

1 3
0 0

(i) Seja A = { :
Seja u = (x,y, 2) € R3. Atendendo a que

}. Tem-se C(A) = L ({(1,0)}) e £(A) = L ({(1,2,3)}).

{123

x
00 0] Z =02+ 2y+32=0,

o nucleo de A é dado por:
NA) = {ueR:Au=0}={(z,y,2) eR* 12+ 2y + 32 =0} =
{(_Zy - 327'3/, Z) "y, z € R} = {y(_Qa ]-70) + Z(_?’:Oa 1) ‘Y,z € R}
= L({(-2,1,0),(=3,0,1)}).



(iii) Seja A — | PO } Tem-se C(A) = {(0,0)} e £(A) = {(0,0,0)}.

O micleo de A é dado por: N(4) = R?.

(21
(iv) Seja A= | 0 0
[0 0

[ RS-

] . Tem-se

C(A) = L({(2,0,0),(1,1,0)}) e L(A)=L({(21,1),(0,0,1)}).

Seja u = (x,y, 2) € R3. Atendendo a que
11 T 20 +y+2=0
01 y | =0&
00 z z=0

N(A) = {uE]RszAu:O}:{(x,y,z)eR3:2x+y+z:0 e z:()}:
= {(x,-22,0): 2 € R} ={z(1,-2,0): x € R} = L ({(1,-2,0)}).

S O N

o nicleo de A é dado por:

NN
— w O

(v) Seja A = [

pois

]. Tem-se C(A) = L ({(1,2,2),(0,3,1)}) e L(A) = L({(1,0),(2,3)}),

(2,1) = %(1,0) + %(2,3).

Seja u = (7,y) € R% Atendendo a que

|

NA) ={ueR: Au=0}={(z,y) eER*:2=0 e 20+3y=0 e 2z +y =0} = {(0,0)}.

] . Tem-se

CA) = L({(1,2,2)}) e L(A)=L{(L2)}).

z=0

] {ﬂ—m:) 27 + 3y = 0

20 +y=20

N DN
= w O

o nucleo de A é dado por:

N DN
=~ DN

(vi) Seja A = !

bt



Seja u = (x,y) € R% Atendendo a que
r+2y=0
[x} —0<
Y 22 + 4y = 0

N(A) = {u€R2:Au:O}:{(x,y)eRQ:x+2y:0}:
{(—2y,y):yeR} ={y(-2,1):y e R} = L({(-2,1)}).

o nicleo de A é dado por:

(vii) Seja A =

o O O
o O O

] . Tem-se C(A) = {(0,0,0)} e L(A) = {(0,0)}. O nicleo de A ¢ dado

] . Tem-se

C(A)=L({(1,2,2),(0,3,1),(1,0,0)}) e L(A)=L({(1,0,1),(2,3,0),(2,1,0)}).

por:

N(A) =R

N N
= w o
o O =

(viii) Seja A = [

Seja u = (x,vy, 2) € R3. Atendendo a que

r+2=0
1 01 x 1 0 1 x
2 30 y | =010 1 =2 y | =01 y—22=0
el
42 =0

o nicleo de A é dado por:
N(A) ={ueR’: Au=0} ={(0,0,0)}.
Observagao: Como N (A) = {(0,0,0)} e sendo A quadrada 3 x 3, tem-se L(A) = C(A) = R3.
8. Sejam V um espaco linear real e 0 elemento neutro de V.
(i) Suponhamos que u + v = u + w. Queremos ver que v = w. Ora,

v = 04+v=((—u)+u)+v=_(—u)+(utv) =

utv=u+w

= (—u)+(u+w)=((—u)+u)+w=0+w=w.

Logo, v = w.



(ii) Queremos ver que existindo elemento neutro de V' este é tnico. Ora, seja w € V tal que
u + w = u, para todo o u € V. Entao,

Demonstracao alternativa de (ii)
Sejam 0 e 0" elementos neutros de V. Tem-se

0=0+0=0".

(iii) Queremos ver que A0 = 0 para todo o escalar A € R. Ora,

A +0=X0=X(0+0)=X0+A0 —> 0=)\0.

por (i)

Demonstragao alternativa de (iii)
Como

A0 =X (0+0) =A0+X0

e atendendo (por (ii)) a unicidade de elementro neutro, tem-se

A0 = 0.

(iv) Queremos ver que Ou = 0 para todo o vector u € V. Ora,

Ou+0=0u=(0+0)u=0u+0u :(_)O:Ou.
por (i

Demonstracao alternativa de (iv)
Como

Ou = (0+0)u = 0u+ Ou

e atendendo (por (ii)) a unicidade de elementro neutro, tem-se

Ou = 0.

(v) Queremos ver que —(—u) = u para todo o u € V. Ora,

u+(—u)=0= —(—u) =u.

(vi) Queremos ver que o simétrico —u de um qualquer vector u de V' é tinico. Ora, seja w € V'
tal que u + w = 0. Entao,

utw=0=u+(—u) = w=—u.
por (i)
(vii) Queremos ver que ( — 1)u = —u para todo o u € V. Ora,

u+ (—l)u=lu+(-1)u=(14+(-1))u=0u=0.
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Logo, como o simétrico é unico, (— 1)u = —u.

(viii) Queremos ver que: se Au = 0, entdo A = 0 ou u = 0. Suponhamos que Au = 0. Se \ # 0,
entao

1 1 1
—lu=(<A)u==-(u)=<0 = 0.
Y Y ()\ )u )\( w) A por (iii)

Como A # 0 = u = 0, entao u # 0 = \ = 0. Logo,
M=0=A=0Vu=0

(ix) Queremos ver que: se u # 0 e au = fu, entdo o = . Suponhamos que u # 0 e au = fu.
Ora, como u # 0 e (. — B)u = 0, entdo o — § = 0, atendendo a (viii). Isto &, o = 5.

9. Seja y € C (A + B). Entao existe = tal que
y=(A+B)xr=Ax+BxeC(A)+C(B).
Logo
C(A+B)CC(A)+C(B).

10. Seja A € Myxn(R). Vejamos que N (A) NC (AT) = {0}. Sejay € N (4)NC (AT). Entao
existe x tal que
Ay=0 e y= ATz,

Logo
yT =a2TA
e
y'y=(z"4)y=2"(Ay) =2"0=0.

Isto é .

dvi=y"y=0

i=1
ou seja

y=(y1,-Yn) = (0,...,0) = 0.

Logo,

N(A)NL(A) =N (A)NC(AT) ={0}.
11. Seja A € M,xn(R) tal que A% = A. Sejau € N (A)NC (A). Entao
Au=0 e u=Av

para algum v. Logo
0= Au = A% = Av

pelo que v € N (A). Assim

e deste modo



