IST - Algebra Linear - 2° semestre 2018/2019

Resolugao da 10” ficha de exercicios

1. Considere a transformacao linear T : R? — R3 que admite os vectores préprios
V1 = (1,2,1)7 Vg = (—1,0,1), Vs = (0,1,0),

associados respectivamente aos valores proprios 1,2 e 3.
Determinemos a expressao geral de 7.
Seja (z,y, z) € R3. Existem «, 3,7 € R tais que

(2, 2) = a(1,2,1) + 5(~1,0,1) + (0, 1,0).

Logo
1 -10 | 2 1 -10 | 2 1 -1 0 | «z
2 0 1 |y|l—=]02 1] y-22]=]02 1 | y-22
1 1 0| =2 0 2 0| z—=x 0 0 -1 | z—y+=
eassimy=—-z+y—2z f=3(—z+2), a=3(zr+z). Peloque

T(:c,y,z):%(:c—l—z)T(l,Zl)—|—%(—x—|—z)T(—1,0,1)+(—x+y—z)T(O,1,0):

(—2 +2)2(=1,0,1) + (—z +y — 2)3(0,1,0) =

3 1 3 1
S — 9 —92y 2,
(230 22,33/ T—2z,52 23:)

ou seja, a expressao geral de T' é dada por:

3 1 31

2. Considere a transformagao linear T : R? — R? definida por T'(1,2) = (5,5) = T(2, 1).

(i) Como
(1,-1) = —(1,2) + (2,1)
Tem-se
T(n)=T(L-1)=T[-(L2)+ 1] = ~T(,2)+T(1) =
=—(5,5)+(5,5) = (0,0) = 0(1,—1) = Ovy.
Como

(1,1) = %(1,2) + %(2,1)



Tem-se

T (Ug) =T(1,1)=T [%(1, 2) + %(2, 1)] T éfnear %T(l, 2) + %T(Z, 1) =
1 10 10
= g [(575) + (5’ 5)} = E(L 1) = ?U%

, P . 4+ 10
Logo, vz ¢ um vector préprio de T' associado ao valor préprio .

(ii) Como 0 é valor préprio de T' entdao T' nao é invertivel. Como os vectores v; = (1,—1)
= (1,1) f base de R? pois sao doi t li te ind. dent R?
e Vg , 1) formam uma base de pois sao dois vectores linearmente independentes em e
dimR? = 2 e além disso, v; e vy s@o vectores préprios de T', entao existe uma base de R? formada
s6 com vectores préprios de T', ou seja, T' é diagonalizavel.

(i) Seja By = {or.02} = {(1.-1), (L1)}. Temse M(T:B,p:B,) = | o 1
3

T(v1) = 0vy = 0vy + Ovg e T'(v) = %vg = Ov; + %vg e deste modo as coordenadas (0,0) e (0, %)
constituem respectivamente a 1* e 2% colunas de M (T; B,,; B,,)-
Logo, B,, ¢ uma base de R? em relagao a qual T' pode ser representada por uma matriz diagonal,

por ser uma base formada s6 com vectores préprios de 7T

, uma vez que

(iv) Seja A = M(T; Byp; Byp), com B, = {(1,—1),(1,1)}. O polinémio caracteristico é dado

por
—A 0 10

3
Os valores préprios de T sao os valores proprios de A, isto é, sao os valores de A para os quais
det(A — AI) = 0. Logo, os valores préprios de 1" sdo

10
)\120 (§ )\QZE

O subespago proprio E), é dado por

Ey, = N((T-MI)={a(l,-1)+5(1,1) : (c,
= {a(l,-1) + 51, 1) : (o, 8) € L{(L,0)})} =
— {o(l,-1):a e R} = L({(1,-1)}).

O conjunto {(1,—1)} é uma base de FEj,.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A\; = 0 sao

u=(s,—s), com se&R\{0}.
O subespago préprio E), é dado por

Ey, = N(T-XI)={a(l,-1)+(1,1): (a,8) € N (A—\I)} =
= {a(l, =)+ B(1,1) : (o, 5) € LHO,D})}
= BN :feR=L{(11)}).

O conjunto {(1,1)} é uma base de E,,.



Os vectores proprios de 1" associados ao valor préoprio Ay = % Sa0

u={(s,s), com s€ R\{0}.

3. Considere a transformacao linear T : R? — R? que em relaciao & base ordenada B; =
{(1,2),(2,1)} de R? é representada pela matriz:

-[33]

(i) Tem-se det (A —0/) = det A = —5 # 0. Logo, como 0 nao ¢é valor préprio de T" entao T' é
invertivel.

Os valores préprios de T' sao os valores préprios de A, isto é, sao os valores de \ para os quais
det(A — ) = 0.

O polinémio caracteristico ¢ dado por

daM—AD:‘Z_A 3

32—\ ‘:<2—/\>2—9=[(Q—A)—3][(2—A)+3]:

— (1= (5N

Logo, os valores préprios de T sao

Como T tem 2 valores préprios distintos, os vectores proprios correspondentes a cada um deles
irdo ser linearmente independentes e como tal ird existir uma base de R? formada s6 com vectores
préprios de T', ou seja, T' é diagonalizavel.

(ii) O subespago préprio E,, é dado por

By, = N(T'=MI)={a(1,2)+5(2,1) : (a, §)

Il
—N
Q
=
B
_.I_
=
\_l\.')
=
=
=
Mm

O conjunto {(—1,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio \; = —1 sao

u=(—s,s), com s &€ R\{0}.



O subespago proéprio E), é dado por
E>\1 = N(T_ )‘1]) = {06(1,2) +6(271) : (06,6) EN(A_ 5])} =
3

= {a(l,Z)—i—ﬁ(Q,l):(oz,B)EN([_3 _3D}—
- {04(1,2)—1—5(2,1):(04,5)6/\/({_03 gD}—
{a(1,2) +68(2,1) : (o, ) € LE{(L, D)})} =

= (L) v eR=L{(11)}).

O conjunto {(1,1)} é uma base de E,,.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A\, = 5 sao

u={(s,s), com se€R\{0}.

(iii) E possivel ter uma base de R? constituida s6 por vectores préprios de T

va = {(_17 1)? (17 1)} )

uma vez que
dim E\, + dim E), = 2 = dimR”.

Logo,
A0 -1 0
wrmsn <[5 4]- [ 1]

uma vez que

T(L 1) = )‘2(17 1) = 0<_17 1) + )‘2(17 1)
Deste modo, (A1,0) e (0, \2) constituem respectivamente a 1* e 2* colunas de M (T'; B,p; Bup)-
Além disso, sendo By = {(1,2),(2,1)}, tem-se
M(T7 va; va) = SBlﬂvaA (SBlﬂva)_l

com

_ 1
(S -,)” =6, = [ |

W=

} e A=MT;B;B)

uma vez que

1 1
Logo, a matriz A é diagonalizavel e tem-se
D= PAP™!
com
1 1 3 Y -1 0
P = SBupHBl = 1 1 e D= M(T, va,va) = 0 5
3

4



Observacao:

(R2,B) —  (R%B)

Pl I|P

(R?B,) —> (B2 B,)

4. a) e b) Como
T(-1,1,-1)=-2(-1,1,-1), 7(1,0,1) =—-2(1,0,1) e T(—1,0,1) =0(—1,0,1)
entao
R?* =N (T — (—2)I) @ N (T — 0I)

com

dmN (T —(-2)I)=2 e dimN (T -0I)=1.

Logo —2 e 0 sao os tnicos valores préprios de 7.
Como

N(T - (_2) I) =L ({(_17 17 _1) ) (1707 1)})

(1,1,1) = (=1,1,—1) +2(1,0,1)

entao

(1,1,1) e N(T — (-2)1)

e assim (1,1, 1) é vector préprio de T associado ao valor préprio —2.

5. Considere a transformacao linear 7 : R? — R? que em relacdo & base candnica de R? é
representada pela matriz:
2 1
A= {0 ! }

(i) O polinémio caracteristico ¢ dado por

2—-A 1

det(A—/\I):’ 0 2_

\ ‘:(2—/\)2:)\2—4)\+4.

Os valores préprios de T' sao os valores préprios de A, isto é, sao os valores de A para os quais
det(A — AI) = 0. Logo, o valor préprio de T é

A=2.

O subespaco proprio E) é dado por

et (1)

= {(z,y) eR?:y=0} ={(z,0): 2 € R} = L({(1,0)}).

O conjunto {(1,0)} ¢é uma base de E.



Os vectores proprios de T' associados ao valor préprio A = 2 sao
u=(s,0), com se€R\{0}.
(ii) Nao existe nenhuma base de R? constituida sé por vectores préprios de T' uma vez que
dim Fy = 1 < 2 = dimR?. Logo, T nao é diagonalizdvel.

6. Considere a transformacao linear 7' : R? — R? definida por T'(z,y,2) = (3z,2y + 2,22).
Seja A = M(T; B2, B2). Tem-se

300
A=l0 2 1],
0 0 2
uma vez que 7'(1,0,0) = (3,0,0), 7(0,1,0) = (0,2,0) e 7(0,0,1) = (0, 1,2) constituem respectiva-

mente a 1%, 2% e 3% colunas de A.

(i) O polinémio caracteristico ¢ dado por

3-X 0 0
det(A—X)=| 0 2=X 1 |=0B=XN2=-XN"==N+722—-16)+12.
0 02—\

Os valores préprios de T sao os valores préprios de A, isto é, sao os valores de \ para os quais
det(A — AI) = 0. Logo, os valores préprios de T' sao

)\1 =3 e )\2 = 2.
O subespago préprio E), é dado por

E)\l — N(T—)\ll):N(A—)\lj):
0 0
1

0 0 0 0

= N||0 -1 =N|[]l0 -1 0 _
0 0 -1 0 0 -1

= {(&,9,2):y=2=0} =

= {(2,0,0): 2z € R} = L({(1,0,0)}).

O conjunto {(1,0,0)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio \; = 3 sao

u=(s,0,0), com se&R\{0}.
O subespago préprio E), é dado por

E)\Q - N(T—AQI):N(A—AQI):

1 00
= N 0 01 ={(z,y,2):x=2=0} =
000
= {(0,5,0):y e R} = L({(0,1,0)}).
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O conjunto {(0,1,0)} é uma base de E,,.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio Ay = 2 sao

u=(0,s,0), com seR\{0}.

(ii) Nao existe nenhuma base de R? constituida s6 por vectores préprios de T uma vez que
dim E,, +dim E\, = 2 < 3 = dimR®.

Logo, a matriz A nao ¢ diagonalizdvel, isto ¢, ndo existe nenhuma base de R?® em relacdo a qual T
possa ser representada por uma matriz diagonal.

7. Considere a transformacao linear 7" : R3 — R? definida por
T(x,y,2) = (y+ 2.2y + 2,y + 22).
Seja A = M(T; B3, B). Tem-se

0 1
A=|0 2
01

RO

uma vez que 7'(1,0,0) = (0,0,0), 7(0,1,0) = (1,2,1) e T(0,0,1) = (1, 1,2) constituem respectiva-
mente a 1%, 2% e 3% colunas de A.

(i) O polinémio caracteristico ¢ dado por

S| 1
det(A—A) = | 0 2—=X 1 |=-22-XN+r=-2[2-N>—1]=
0 1 2=

R (CEPYES(CEPIERNESOYIEPVICEDY
A% 402 — 3.

(ii) Os valores préprios de T' sao os valores préprios de A, isto é, sdo os valores de A para os
quais det(A — M) = 0. Logo, os valores proprios de T s@o
)\1:0, /\2:1 (§ )\3:3
O subespago préprio E), é dado por

E)\l - N(T—/\lf):N(A—/\ll):

011 011

= N||021|]=N[|010]]|=
012]> 001

= {(z,9,2):y=2=0} =

= {(=,0,0): x € R} = L({(1,0,0)})

O conjunto {(1,0,0)} ¢ uma base de E},.



Os vectores proprios de T' associados ao valor préprio \; = 0 sao
=(s5,0,0), com s € R\{0}.

O subespago préprio E), é dado por

E)\2 = N T — )\2 A )\2
-1 11 -1 11
= N 11 0 11
11 0 00
= {(z,y, ) —r+y+z=0¢e¢ y+2=0}=
= {(z,y,2):x=0 e y+2=0} =
= {<07 —Z,Z) HEAS R} =L ({(07 _17 1)}) :
O conjunto {(0,—1,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio Ay = 1 sao
u=(0,—s,s), com s€ R\{0}.
O subespago préprio E), é dado por
Eyx, = N((T—=XI)=N(A—-XI)=
-3 1 1 -3 1 1
= N 0o -1 1 =N 0 -1 1 =
0o 1 -1 0 0 0

= {(z,y,2) : 3z4+y+2=0e —y+2=0}=

_ {(x,y,z):xz%z e y:z}:
_ {<§z,z,z) :zeR}—L({(2,3,3)}).

O conjunto {(2,3,3)} ¢ uma base de E),.
Os vectores proprios de T' associados ao valor préprio A3 = 3 sao

= (2s,3s,3s), com s e R\{0}.

(iii) E possivel ter uma base de R? constituida s6 por vectores préprios de T
BUP = {(17 07 O)? <O7 _17 1)7 (27 37 3>} 9

uma vez que

dim E\, + dim E), + dim E), = 3 = dim R®.

Logo, a matriz que representa 7" na base B,, ¢ dada por

000 A 00
M(T;By;By) =101 0|=|0 X 0],
00 3 0 0 X



uma vez que

T(1,0,0) = (0,0,0) = 0(1,0,0) + 0(0, —1,1) +0(2,3,3),
T(0,—1,1) = (0,—1,1) = 0(1,0,0) + 1(0, =1,1) + 0 (2,3, 3)

T(2,3,3) = (6,9,9) = 0(1,0,0) + 0(0, —1,1) + 3(2,3,3).
Deste modo, (A1,0,0), (0,A2,0) e (0,0, A3) constituem respectivamente a 1, 2* e 3% colunas de
M(T; Byp; Byp)-

(iv) Seja A a matriz que representa T na base canénica de R3, isto é, A = M (T; B; B3). Tem-se,
por (iii),

A1 0 0 0 00
M(T;Byp;Byp) =1 0 X 0 [ =010
0 0 As 00 3
Logo, atendendo ao diagrama
R.BY) (BB
(SBgﬂva)_l 1 I'| Sgs_p,,
RS T RS
( 7B’Up) M(TE:B’UP) ( ;va)
tem-se
D = PAP™!,
com
000
D = M(T;B,,; Byy) = () )\2 010],
0 )\3 00 3
com
1 0 2
Pt = (SBQHBUP)_I = SBW_,zsg =10 ~-13 e A= M(T;B};B)).
0o 1 3

Isto é, a matriz A é diagonalizdvel e a matriz M (T; B,,; B,,) ¢ diagonal.

(v) Atendendo a que
D =PAP!,

tem-se

A=P'DP.
Logo,

A" = P'D"P=]10 -1 3 0 1" 0 0 —1 3 =



g2 = Ay | = | (e g |

para todo o (z,y,2) € R3.

8. Considere a transformagao linear T : Mayo(R) — Mayy(R) definida por T(A) = A + AT.

= {lo o) [0 o] [V ][0 1]}

a base canénica (ordenada) de Mayo(R).
A matriz M (T'; B>*?; B2*?) que representa T em relagao a base canénica (ordenada) B2*? ¢ dada
por

(i) Seja

M(T B2X2‘ BQ><2) —

OO OoONN
O = = O
O = = O
DO OO

uma vez que

(R R R R R R
2328t 9]
)-[2a]-e[b ][22 L2 8 ]el8 9]
(R R R EHEH R !

10 01
(ii) Seja A = M(T; B?*%;B2*2). O polinémio caracterfstico ¢ dado por

e}
e}

S = O =

=)
—

N—— | [ F— N——
N——
I
—
= O
(e o
)
I
o
| —
O =
o O
| I
_|_
o O o O

e}

22 0 0 0
det(a-xn = | o TN D =e- -] =

0 0 0 2-2X
= 2-NO-N-D((@-N+1)]=
= A (2-))°.

Os valores préprios de T' sao os valores préprios de A, isto é, sao os valores de \ para os quais
det(A — AI) = 0. Logo, os valores préprios de T sao

10



O subespago préprio E), é dado por

By,

N(T—)\ll):{{i

N A A A A —

O conjunto { { (1]

Os vectores proprios de T' associados ao valor préprio \; = 0 sao

(

-1

O 2 O 2 o

o

a
Cc
C

€ My o(R)

€ Myyo(R)

QT QAT QT QT T

—C

0

o))

U:

c MQXQ(R) .
c MQXQ(R) .

c MQXQ(R) .

b

a b
:T({C d
[ 2a
L c+b
2a
L c+b
[ 2a
L c+b

b+ c
2d

b+ c
2d

b+ c
2d

. ] € Maoya(R) : (T — M) (

)2 (]

-]

-|

:20=0 e b4+c=0 e 2d:0}

} € Mayo(R) : ceR} =

} } ¢ uma base de E,,.

0 S
s 0

O subespago proéprio E), é dado por

By,

N(T—)\QI):{{(CZ

&~ A= A

a

O O O O

o

—— 0 2

€ Myyo(R)

QT QU T QT QT s

]
d_

10
0 0

€ My o(R)

'

01
10

€ MQXQ(R) .
€ M2><2(R) .
€ M2><2(R) .

€ M2><2(R) .

b

a b
c d

(e a))

. } € Maxa(R) : (T — Ao) (

2l

], com s € R\ {0}.

2a b+ c o )\2@ )\Qb
_C‘|—b 2d )\20 /\2d
2 bt+c| | 2a 2b|
c+b 2 2¢c 2d |
[0 —b+ec] OO
—c+b 0 | |00



: 10 011007,
Oconjunto{{o 0],[1 O_’{O 1]}eumabasedeE,\2.

Os vectores proprios de T' associados ao valor préprio \s = 2 sao
ros

U= < t}’ com r#0ous#0out#0.

(iii) E possivel ter uma base de Ms,,(R) constituida sé por vectores préprios de T':

se={loo ol [ T8 ]

dim E>\1 + dim E)\Q =4 = dim MQXg(R>.

uma vez que

Logo, a matriz que representa 7" na base B,, ¢ dada por

2.0 0 0 X 00 0

. loz200] [0 X 0 0
M(T5BuwiBu) =1 g g 00| =0 0 A 0|
000 2 0 0 0 X

uma vez que

(R B R R R e ]
(3818 2]-ofd o[ 2]t 2 )o[3 9]

Deste modo, (A3, 0,0,0), (0,A2,0,0), (0,0,A,0) e (0,0,0, A2) constituem respectivamente a 1%, 2%,
3% e 4% colunas de M (T'; B,p; Bup)-
Logo, atendendo ao diagrama

(Maxa(R), B2?) 5 (Mao(R), B2?)
(SBEXLBW)1 1 I Sy,
(Max2(R), B,yp) M(Tésw) (Maxa(R), Byyp)
tem-se
D= PAPY,

12



com

Xy 0 0 O 200 0

0 X 0 0 0200
D = M(T;Buy; Bip) = | 02 M O " looo o0l

0 0 0 X\ 000 2

Ccom

-1
P—1 = (Slgfxz_,zg,,,p> = SBDPHBEW e A= M(T;83X2;83X2),
Isto &, a matriz A é diagonalizdvel e a matriz M (T; B,,; B,,) ¢ diagonal.

9. T(1)=2(14t)+1—-t=3+t e T(t)=1+t+2(1—t)=3—t. Logo

ey |33
M(T,BC,BC)—{l _1]
3—-X 3
1 —1-)

e os valores préprios de T' sao os zeros de:

‘ =0, ouseja, A\ = 1+vTou X =1—+/7.
10. a) Como T'(1+t) = 9(1+1t) entdo 1 + ¢ & um vector préprio de 7" associado ao valor

préprio 9 de T. Como

T(1) = T((2—2t)+(—1+2t))TéfnearT(Q—zt)JrT(—lJrzt):
= 6—-2t+6t=06+4¢

T(t) = %T(%):%(T((z—21t)+2(—1+21t)))Téfmar %T(Q—Zt)JrT(—lJth):
= %(6—2t)+6t:3+5t

entao os valores préprios de T' sao os da matriz

6 3
M(T;{l,t}7{1,t}>=[4 5].
Atendendo a que

det({i g]—)\I):O@A2—11A+18:0<:>(/\:9011)\:2),

logo os valores préprios de 1" sao 2 e 9.

b) Como/\/([6;2

T associado ao valor préprio 2. Assim e atendendo & alinea anterior, o conjunto {—3 + 4¢,1 + ¢t} é
uma base de P; formada por vectores préprios de T'.

5 i 2 ]) = L ({(=3,4)}), o vector (—3) 1+ 4t é um vector préprio de

13



11. (i) Seja v € V. Considere-se
u=v—T(v).

Como T? =T entao
Tw=Tw-Tw)=Tw)-T*@w)=T @) —-T@v)=0

e assim u € N (T). Logo
v=u+T(v)

comu € N (T) e T (v) € Z(T). E esta decomposicao ¢ tinica porque
N (T)NZ(T) = {0}.
De facto, sendo v € N (T) N Z (T) tem-se T (v) = 0 e
v="T(w) =T (T (w)) = T (v)

e assim v = 0. Logo
V=N({T)eZ(T).

(ii) (C) Seja v € Z(T). Entao existe u € U tal que v =T (u). Como
(T—-1(v)=Tw)—v=T(T(u)—-—v=T(u)—v=0

entao v € N (T — I). Logo
I(T)CN(T-1).

(D) Sejav € N (T —I). Entao (T —I) (v) =0, isto é, T (v) — I (v) = 0, ou seja

v=I1(w)=T(w)eZ(T).

Logo
N(T-1)cZ(T).

Logo
N(T-1)=TZ(T).

(iii) Seja A um valor préprio de T'. Logo existe v # 0 tal que
T (v) = v.
Por outro lado, como

MW=T@W)=T*>wW)=(ToT)()=T(TW)=TMN) = AT (v)=Iv=2>\v

T ¢ linear

tem-se
MW=MNveA(1-Nv=0 4?00\:0 ou A=1).

14



Logo {\ : A\ & valor préprio de T'} C {0, 1}.

(iv) Por (iii) tem-se NV (T) # {0} e N'(T — I) # {0} e por (i) e (ii) tem-se
V=NT&Z(T)=N(T)eN(T-1)
e como a dimensao de V' & finita
n=dimV = dim N (T — 0I) + dim N (T — 1I) = m,, (0) + m, (1)

e assim T' é entao diaginalizdvel, isto é, existird assim uma base de V' formada sé por vectores

préprios de T'.

12. Considere a transformacao linear T : R® — R3 definida por

T(l’,y,Z) - <I7y, —x — y) .

(i) Determinemos os valores préprios e os subespagos préprios de T
Seja B2 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a base canénica de R3. Seja A = M(T; B3; B?). Tem-se
1 0 0
A= 0o 1 0],

-1 -1 0
uma vez que 7'(1,0,0) = (1,0,—1), 7(0,1,0) = (0,1, —1) e 7(0,0,1) = (0,0, 0) constituem respec-
tivamente a 1%, 2* e 3% colunas de A.

Determinemos os valores proprios de T'. Os valores proprios de 1" sao os valores préprios de A,

isto é, sdo os valores de \ para os quais det(A — A\I) = 0.
O polinémio caracteristico ¢ dado por

1I-A 0 0
det(A—X)=| 0 1-X 0 |=-=-X(1-))>.

Logo, os valores préprios de T sao
)\1 =0 e )\2 =1.

O subespago préprio E), é dado por
Ey, = N(T-M)=N(A-0I)=

1 0 O 1 00
= N 0 1 0 =N 010 =
-1 -1 0 0 00
= {(0,0,2) : z € R} = L({(0,0,1)}).
O conjunto {(0,0,1)} ¢ uma base de E},.
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Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A\; = 0 sao
u=1(0,0,s), com s€ R\{0}.
O subespago préprio E), é dado por

0 0 O
By, = N(T-2D)=NA-D)=N|| 0 0o o |]|=
-1 -1 -1
{(x,y,z)€R3:x+y+z:0}:
= {(z,y,2) eR®* 1z =—y—2} =
= {<_y — %Y, z) "y, z € R} = L({(_L 170)7 (_1707 1)})

O conjunto {(—1,1,0),(—1,0,1)} é uma base de F),.
Os vectores proprios de T' associados ao valor préprio Ay = 1 sao

u=(—s—t,s,t), coms=0out#0.

(ii) Tem-se T? = T, razao pela qual a transformagao linear T é uma projecgao. Como
{(-1,1,0),(-1,0,1),(0,0,1)} ¢ uma base de R® formada s6 por vectores préprios de T, cujos
valores proprios associados sao respectivamente 1 e 0, tendo-se

T(-1,1,0) = 1(~1,1,0) = (—1,1,0)
T(-1,0,1) = 1(=1,0,1) = (—1,0,1)
T(0,0,1) = 0(0,0,1) = (0,0,0).

Assim, T projecta os elementos de R? sobre um plano, paralelamente a um vector, sendo o plano

dado por:
L({(=1,1,0),(=1,0,1)})
isto é, por:
r+y+z2=0
e o vector dado por:
(0,0,1).

13. Considere a transformacao linear 7' : R® — R3 que representa geometricamente a projeccao
sobre o plano x + y + z = 0, paralelamente ao vector (0,0, 1).

(i) O plano
{(z,y,2) ER*:z2+y+2=0} = L({(-1,1,0),(-1,0,1)})

é tal que
T(-1,1,0) = (-1,1,0) e T(-1,0,1)=(-1,0,1)
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e o vector (0,0, 1) é tal que
7(0,0,1) = (0,0,0

)
Ou seja, os vectores que definem o plano sao vectores (de Z (7T")) (linearmente independentes)
proprios de T associados ao valor préprio 1 e o vector (0,0,1) é um vector (de N (T')) préprio
de T" associado ao valor préprio 0.

(ii) Seja (z,y, z) € R3. Como

{(-1,1,0),(-1,0,1),(0,0,1)}

¢ uma base de R3, as coordenadas de (z,, z) em relagao a base ordenada anterior irao ser a, 3,7y
tais que
(x,y,2) = a(-1,1,0) + B(—1,0,1) + v(0,0, 1).

Atendendo a

1 10 | = 1 -1 0| = 1 -1 0 | x
1 0 0|y|l—=]0 =10 z+y|—| 0 -1 0| z+y
0 1 1] =z o 1 1| = 0 0 1 | z4+y+z=

eassimy=x+4+y+z2, f=—-x—y, a=y. Pelo que

=y(-1,1,0)+ (—x—y)(-1,0,1)+ (z +y + 2) (0,0,0) =
- (Jf,y, —r — y)a

isto é, a expressao geral de T' é dada por:

T(l‘,y, Z) = (Jf,y, - — y)
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