IST - LEGM e MEC - Algebra Linear - 1° semestre 2018/2019

Resolugao da 7* ficha de exercicios

1. Considere a transformacao linear T} : R? — R3? definida por
T1<l’,y) = (23j + ya 0733 + 2y)
Considere ainda a transformacao linear 75 : R?> — R? cuja representagao matricial em relacao

a base (ordenada) B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} de R3 e a base canénica B? de R? ¢ dada pela
matriz:

M(Tz;&lgg):{ b 1]-

-1 1 -1

(i) T3 (0,1,0) = Th(1,1,0) — T5(1,0,0) = (—1,1) — (1, —1) = (=2, 2).
Ty(0,0,1) = Ty(1,1,1) — Tp(1,1,0) = (1, —1) — (=1,1) = (2, —2).

(ii) Tem-se

I(T) = {Ti(z,y): (z.y) ER*} = {(2w+y,0,7+2y) : (z,y) ER*} =
= {2(2,0,1) 4+ y(1,0,2) : z,y e R} = L({(2,0,1),(1,0,2)}).
Como o conjunto {(2,0,1),(1,0,2)} gera Z (T}) e é linearmente independente, entdo é uma base de

7(Ty).
Como dimZ(T}) = 2 < 3 = dimR3 entao Z(T}) # R? e assim, T} nao é sobrejectiva.

(iii)
vy -([ 1, 3 4 )-w(1 3 3))-
={(y—2y,2) 1y, 2 € R} = L({(1,1,0),(=1,0,1)}).

Como os vectores (1,1,0) e (—1,0, 1) s@o as coordenadas na base 3 de vectores que geram o niicleo

de T5, tem-se
1(1,1,1) + 1(1,1,0) + 0(1,0,0) = (2,2,1)

—1(1,1,1) +0(1,1,0) + 1(1,0,0) = (0, -1, —1)

Como o conjunto {(2,2,1),(0,—1,—1)} gera N (T3) e é linearmente independente, entao é uma base
de N (Ty). Como N (T3) # {0} entdo Ty nao é injectiva.

(iv) Pela definigao de M (Ty; B; B?) tem-se Ty (1,0,0) = (1,—1). Atendendo & alinea a), tem-se
T5(0,1,0) = (—2,2) e T5(0,0,1) = (2,—2). Logo, a matriz M (Ty; B3;B?) que representa Tp em
relagdo as bases canénicas B2 e B? de R? e R? respectivamente, ¢ dada por

1—22]

L R3.1R2Y
M(Tg,zsg,zs;)_{_1 s o
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Por outro lado, como Tj (1,0) = (2,0,1) e T3 (0,1) = (1,0,2). Logo, a matriz M(Ty; B% B2) que
representa T em relacdo as bases canénicas B2 e B2 de R? e R? respectivamente, ¢ dada por

M(Ty; B2 B2) =

—= O N
N O =

Logo, a matriz que representa Ty o T} em relacao & base canénica B? de R? ¢ dada por

1 -2 2 21 4 5
Mito ) = s = [ L7 2 oo <[4 2.
1 2

Logo, tem-se
(Ty0Th) (w,y) = [ —44 —55] {x]

e assim,

(T2oT1)(a:,y):(—1,1)<:>[_44 _55] {”3} :[‘11}.

Y
A solugao geral de (T 0 T7) (z,y) = (—1,1) é dada por:

~ . 4 5 x —1 - 4 5 x
(Solugao particular de [ 4 _5 } [ Y } = [ 1 ])—l—(SOIugao geral de [ 4 s } [ y } = [

1 _
Como o vector <_Z’O> ¢ uma solugao particular de [ _44 _55 } { ; } — [ 1 } e

(L 5D Al o) -+ (AE)))

entdo, a solugao geral de (13 o T7) (z,y) = (—1,1) é dada por:
1 4 5 1 )
<—Z,o> +N([ tE D - {(—Z,o) y (_1,1) s GR}.

2.a) To()=1—¢t=0(1+1t)+1(1—1t)+ 08
To(t) =2+8t—22 =5(1+t) — 3 (1 —t) — 2%

logo
0 5
M(Ty;B;By)= |1 =3
0 -2
b)

BB =N (g 2 V]) = (o em - L2,
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Logo
° NT)=L({(-2)(1+t)+1(1—t)+1*}) =L ({-1-3t+*}).

Base para

N(Ty) : {-1-3t+*}.

T7 é sobrejectiva:

dimZ(T}) = dim Py — dim N (T}) = 2 = dim P;.

) Ti(t)=L[M A+t —Ty(1—1t)] =

[1(1+t)+0(1+2t)—2(1+t)+1(1+2t)]:%t@Tl(Qt):t

N | —

(uma vez que 7T} é linear), logo a solucao geral da equacdo T1(p(t)) =t é&:

{26} + N(T1) = {2t + ¢ (-1 =3t + *) : c € R}.

d) {1,¢} é uma base de P;. Como

(T oT) (1) =T (T(1) =Ti(1—t) =2(1+t) —1(1+2t) =1

(ThoTo) (t) =T (To(t)) = T1 (2 + 8t — 2t%) =
=5Ty (1+1t) — 3Ty (1 —t) — 2Tt* =
=5[1(1+t)+0(1+2)] —3[2(1+t) — (1+2t)] —2[0(1+¢t) +1(1+2t)] =t,
entao 11071y = 1.

3. a) Como
U N I A A
21 -1 0 211 2 N
1 o 1 1 1,
= — —1 = — —_ =
D 2(t+t)+2(—|—t) 5+t

_1 1. 1 2 e
=5+ttt _2(1+2t+t)+0(1 t%)

([0 17\, 1. ([21 1, a1 11,
2 ([—10})*2 ({1 2D 1) +3040 =53

:O(1+2t+t2)+%(1—t2)
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a matriz que representa a aplicagao linear 7" em relacao as bases

1 1 1 0
BI_HO 1]’{1 1]} e By={1+2+1-1}

de U e V respectivamente, é dada por
10
M (T'; By; By) = { 51 } :
2

Como T é uma transformagcao linear entre espagos com igual dimensao e sendo M (T'; By; By) in-
vertivel, entao 17" é um isomorfismo.

b) Seja[z Z]EU. Existem «, 8 € R tais que
a b]_ 1], 410
cd| %01 11
Logoa=a+p=d, =cea=D>, tendo-se
U:{[(é’ Z]GMQXQ(R):a:b—i—c:d}.
b+e b ] 11 1 0]\
[t (Lo ) (1)
1 1
2

1 b+c b—c
— -t = bt + ——t*
2 ) o U

e, para b,c € R,

0 00
4. a) M(T;B;B)=|1 0 0 | uma vez que
010
T (pu(t)) = p2(t), T(p2(t)) =ps(t), T (ps(t)) =0
e B = {p1,pa2, p3} € uma base ordenada de Ps.

b) Atendendo a que

3

000 000
M(T*B;B)=1]1 0 0 000/,
010 000

sendo «, 3 e vy as coordenadas de p(t) em B entao as coordenadas de T3(p(t)) em B sao dadas por

0
0

a
M (T3;B; B) 6]
~y
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Pelo que T3(p(t)) = 0, para todo o p(t) € Ps.

c¢) Como N(M (T;B;B)) = L({(0,0,1)}), entao
N(T) = L ({0ps(t) + 0pa(t) + 1ps(t)}) = L ({ps(t)}) = L({1}) -

O conjunto {1} é uma base de N (T') pois gera N (T) e é linearmente independente.
Quanto ao contradominio, como B = {py, p2, p3} gera Pa:

I(T) = LUT (po(1), T (p2(1)), T (ps(1) }) = L ({pa(t), p3(t)}) = L ({2 + 3¢, 1}).
O conjunto {2 + 3t,1} é uma base de Z(T") pois gera Z(T') e é linearmente independente.

d) Como
T(p(t)) =343t =(2+31) +1 =T (p(t)) + T (p2(t)) =

pom T +pe(t) =T (3+ 5t +3t%),
logo 3 + 5t + 3t? é uma solucao particular de

T(p(t)) = 3 + 3t,
pelo que a solugao geral de T'(p(t)) = 3 + 3t é dada por:

N(T)+3+5t+3t>=a+3+5t+3t> com acR.

5. a) Como {1 —¢,1+ ¢} é uma base de P; e T, é linear, entao
() =L({T:(1—-1t), T (1+1)}) =

= L({(0,0,0,2),(0,0,2,0)}).

Assim e uma vez que {(0,0,0,2),(0,0,2,0)} é linearmente independente é entdo uma base para

I(T»).

b) A matriz M (T3; B1; By) € do tipo 2 x 2 e car M (T'; By; B2) = 2 logo T3 é invertivel e como

3—t=1(1+t)+2(1—-1)

wi e [3]=[1 2] 3] ]3] -7

tem-se

entao



o [3 t]-rramoen b 2[4

Logo, a solucao geral de

c) Sendo B? a base canénica de R?* tem-se

)

M (T2 OTg;Bl;Bg) =M (TQ;BQ;Bg) M(Tg;Bl;Bg) =

S NN OO
N O OO
NN OO
D= O O

Logo

e [1 4]) o[ 3 1) o5 )

=a(0,0,2,2) +b(0,0,4,6) = (0,0, 2a + 4b, 2a + 6b) .

6. a) Como dimP; = 2 e o conjunto {2 — 2¢, —1 + 2t} é linearmente independente entdo gera
P;. Assim
(Ty(2—2t), Ty (—1 +2t)} = {6 — 2t, 6t}
gera o contradominio de T; e atendendo a que é linearmente independente, o conjunto {6 — 2t, 6t}
é entao uma base para P;. Logo
I (Ty) =Py,

isto é, T é sobrejectiva.

b) Ti(ay + a1t) = { 2a9 ;; 2a2 24 :LB 9, } , para qualquer ag + a1t € P;.
PP p(0)
T t)) =
e () [ p(0)  p(-)+p(1)

c) Como

e o conjunto {1,t} gera P; entao



(el = QlE )

Logo { [ 21 } } ¢ uma base para o contradominio de 77.

1 2
Q)
{;1 ﬂ =T1(2)=T <%(3(6—2t)+6t)> —
- <$ (375 (2 — 2) + Ty (—1 + Qt))) =
1y Cnear (11 0 T2) (% (3(2—2t) + (-1 + 2t))> -
(T} o Ty) <g _ g’f) _
Logo

O | ot
|
O W~
~

¢ uma solugao particular de
4 2
T )= |y 3]

Como

N@ioB)= = Ap(t)ePr:Ta(p(t) € N (T)} =

{p(t) e Pr:Tr(p(t) € L{i})} L({=1+2t}),

N(T)=L{t}) N(T2)={0}

logo a solucao geral de

5 4
- — =t L({-1+2t}).
{5-5t} rpt-1em
Resolugao alternativa: Como

Th(l) = Th((2—2t)+(—1+2t)) =
= T5(2—-2t)+To(—1+2t)=6—2t+ 6t =6+ 4t

) = T (%(2—2t)+(—1+2t)):

1 1
= §TQ(2—21€)+T2(—1—|—225):5(6—2t)+6t=3+5t



entdo, para p(t) = ag + a1t € Py tem-se

T2 (CLO + Cllt) = CL()TQ (1) + (Zng (t) =

T5 é linear

= Qo (6 + 4t) + a; (3 + 5t) = 6@0 + 3&1 + (4&0 + 5@1) t.
Por outro lado, para p (t) = ag + a1t € P, tem-se

T1 (CLO + Cllt) = |: 2(10 o :| .

Qo 2(1,0
Assim, a expressao geral de T} o T, é dada por

(Ty o T3) (ag + art) = Ty (Ta(ap + art)) =

=T (6&0 + 3a1 + (4@0 + 5(11) 75) _ 12ag + 6a;  6ag + 3a; } .

i 6&0 -+ 3@1 12@0 + 6@1

Logo )
T 0= | 5 § | e

12(10 -+ 6@1 6@0 + 3(11 . 4 2 N
6&0 + 3CL1 12&0 + 6@1 - 2 4

2
<:>6CLO+3CL1:2<:>(11:§—2G0

e assim, a solugao geral de

(T o Ta) (p(t) = [;L 121}

2 2
{a0+<§—2a0)t:a0€R}:{gt‘i'(l—%)CLOZGOER}-

{g—gt}+L({—1+2t}):{§t+(1—2t)a0:aoeR}

¢é dada por:

De facto:

uma vez que

5 4 5 4
———t L{-1+4+2t}) =< - —-t+(-14+2t)a: R
{s-gtf ot ={i-Grrc14maiacr)
. . . 5
e considerando a mudancga de varidvel (livre) ag = —a + 9 tem-se

2
{gt—l—(l—Zt)aO:aoER}:

:{§t+(1—2t) (—w%) :aER}:

5 4
:{§_§t+(—1+2t)a:a€R}.



