IST - LEGM e MEC - Algebra Linear - 1° semestre 2018/2019
Resolucao da 4 ficha de exercicios

1. Seja (x,y, z) € R3. Podemos colocar os vectores do conjunto

{(]‘7 07 2)7 (07 ]" 2)7 (x7 y? Z)}

como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminagao de Gauss.

1 0 x 1 0 T 1 0 T
A=10 1 y — 0 1 Yy — 0 1 y =A.
2 2 o | Pl g 9 L 0p | TS g 02— 20— 2y

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots, for-
mam um conjunto de vectores linearmente independente. Qualquer conjunto {(1,0,2), (0, 1,2), (z,y, 2)}
em que z — 2z — 2y # 0 constitui uma base de R3.

(ii) Seja (z,y, z) € R3. Podemos colocar os vectores do conjunto

{(27 _17 1)v (_4v 27 1>a (IE, Y, Z)}

como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss.

2 —4 x 2 —4 x 2 —4 T
A=1-1 2 y| — 0 0 y+3| — |0 3 z—-%2 |=A4A.
1 1 2| shtlemle | g 3z [ lemlel g gy

—3L1+Ls—Ls

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, qualquer conjunto

{(2,-1,1),(=4,2,1), (2,9, 2)}
em que y + 5 # 0 constitui uma base de R3.
(iii) Seja (z,y, z) € R3. Podemos colocar os vectores do conjunto
{(=1,2,1),(1,0,-1), (z,y, 2)}

como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss.

-1 1 =z -1 1 T
A=1 2 0 vy — 0 2 y+2z | =A.
1 -1 z QLLlfLL;:LL; 0 0 z+z

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A" que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, qualquer conjunto

{(_1727 1)7 (1707 _1)7 (Jf,y, z)}
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em que z + o # 0 constitui uma base de R3.

2. (i) Podemos colocar os coeficientes dos vectores do conjunto
{2+¢—¢2t 4 26°, -7}

como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss:

2 0 0 -1 2 -1
A= 1 2 0 — 1 2 0 —
12 -1 "2 0 0 |20
-1 2 -1 -1 2 -1
L1+E:>L2 0 4 -1 _L2E_)L3 0 4 —1 | =A4.
201 +Ls— L3 0 4 -2 0 0 —1

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto

{2+t 2t 4 26%, —1%},

formado por trés vectores de Ps, é linearmente independente. Como a dimensao de P é 3, entao o

conjunto
{2+t -2t 4267, -7}

¢é desde logo uma base de P, tendo-se

L({2+t—¢2t 420 —£°}) =Py

dim L ({24t — %, 2t + 2%, —#*}) = dim P, = 3.

Vamos agora escrever o vector 1 — ¢ como combinacao linear dos vectores da base
{2+t—¢2t 4 26%, —1*}.
Isto é, procuremos «, 3,7 € R tais que
1—t=a(2+t—t)+ B2t +2t) +y(—1t?).

Temos entao:

20 =1 oz:%
a+28=-1 & p=-3
—a+28—v=0, v=-2

Pelo que
1 3
1—t= 5(2 +t—1%) — Z(?t + 2t%) — 2(—t?).



Finalmente e ainda em relagao & base {2 +t — t2, 2t + 2t%, —t?} de P,, o vector cujas coordenadas
sao (—1,3,2) nessa base, é dado por:

(=1)(2+t —t2) + 3(2t + 2t*) + 2(—t?) = —2 + 5t + 5%

(ii) Facilmente se vé que o conjunto {—1 + 2t + t?,2 — ¢} é linearmente independente. Logo, ele
préprio é uma base de
L({-1+2t+¢2-1t}),

e tem-se
dim L ({-14+2t+t*,2—t}) = 2.

(iii) O conjunto {1,¢,t*} ¢ a base canénica de P,. As coordenadas do vector —1 + 3t + 2¢? em
relagao a essa base sao precisamente —1,3 e 2. Ainda em relagao a base {1,t,%%}, o vector cujas
coordenadas nessa base sao (—1,3,2) é precisamente o vector —1 + 3t + 2t2.

3,
)\1:3

3 1 A AL+ 2) A 20 = 1 A =3

_ o 1 1 3 1 3 — .

|:1 _1:|—)\1A+>\23+)\30—|:/\1+)\2 /\2_/\3:|¢> A4y =1 12: ?

o

Ao — A3 =—1

IR R RS
wws([LL[1 )13 ))

Existe D € Mays (R) tal que D ¢ U uma vez que

Logo

U C ngg (R) e diml < dimngg (R)

<3 —4
. a b a b , . .
Seja ¢ d € U. Tem-se e d € U se e s6 se existirem escalares o, 3,7 € R tais que

{a b:|:OzA+BB+WC.

c d
)\1:(1
a b . a b . )\1 )\1—|—2)\3- )\1—|—2>\3:b
[c d}_O‘A+ﬁB+W@{c d]_lAﬁAg M= | T) M=
)\2—)\3:d
10 0 | a 10 0 | a |
10 2 | b . 00 2 | b—a .
11 0 | ¢| -mi4Lo—=Lo | 01 0 | c—a | —Ls+La—Ly
01 -1 | d]| Btlzls| 01 -1 | d sLatLi—La




100 | a 100 | a

. 00 2 | b—a |0 10 | c—a

—Ls+La—Ls | 0 1 0 | c—a LeeLs | 0 0 2 | b—a
dlotla=le | 0 0 0 | d+Li(b+a)—c 000 | d+sz(b+a)—c

Logo, para que o sistema linear anterior seja possivel é necessario que se tenha
1
d+§(b+a)—620.

a b

e assim, sendo V' = {[ . d} EMQXQ(R):d+%(b+a)—c#0},tem—se

Moo (R)=UaV.

Ou seja, qualquer vector de V' que nao seja o vector nulo, esse vector nao pertence a U. Por exemplo
11 11 0 0 0 2
e (L[S AT

4. (i)

31 3 1],
A‘{—e) —2}%15;@[0 0}_‘4'

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A" que contém os pivots, formam um
conjunto de vectores linearmente independente. Logo,

C(A) = L{(3,-6)})
e o conjunto {(3,—6)} ¢ uma base de C(A). Por outro lado,
L(A)=L{HG DY),
e o conjunto {(3,1)} ¢ uma base de L(A). Desta forma:
carA = dimC(A) = dim L(A) = 1.

Por defini¢ao:
N(A) ={ueR®: Au=0}.

Temos entao, pelo método de eliminagao de Gauss,

Au=0< A'u=0.

olln]= 1]
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A equacao



¢é equivalente & equacao
3U1 + Uy = 0.

Logo,
N(A) = {(u1, —3u1) :u3 € R} = L({(1,-3)}).

O conjunto S = {(1,—3)} & linearmente independente. Como S ¢é linearmente independente e gera
N(A), temos entao que S ¢ uma base de N'(A) e:

nulAd = dimN(A4) = 1.
(ii)

30 -6 0 30 -6 0
A= — =A.
|: 1 0 =2 0 :| f%L1+L2HL2 |: 0 0 0 0 :|

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A" que contém os pivots, formam um
conjunto de vectores linearmente independente. Logo,

C(A) = L{B,1)})
e o conjunto {(3,1)} ¢ uma base de C(A). Por outro lado,
ﬁ(A) =L <{<37 07 _67 0)}> ’
e o conjunto {(3,0,—6,0)} é uma base de L£(A). Desta forma:
carA = dimC(A) = dim L(A) = 1.

Por defini¢ao:
N(A) ={ueR: Au=0}.

Temos entao, pelo método de eliminagao de Gauss,

Au=0< A'u=0.

A equacao
Ui 0
30 —6 0 up | |0
00 0 O ug | | 0
Uy 0
¢é equivalente & equacao
3U1 — 6U3 = 0,
ou seja a
Uy = 2U3.
Logo,
N(A) - {(2u37u27 us, U4) D U9, U3, Uy € R} .
Como

(2U3, Uz, U3, U4) = U3<2, 0, 1, 0) —+ UQ(O, ]., O, 0) + U4(0, 0, 0, ].),

bt



tem-se:

N(A) = L({(2,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}).

O conjunto S = {(2,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)} é linearmente independente. Como S é linear-
mente independente e gera N/(A), temos entdo que S é uma base de N (A) e:

nuld = dim NV(A) = 3.

(iii)
A=

o O O

1 00
010
0 01

As colunas da matriz A que contém os pivots, formam um conjunto de vectores linearmente inde-
pendente. Logo,
C(A) = L({(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)})

e o conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de C(A). Por outro lado,
L(A) =L ({(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}),
e o conjunto {(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} é uma base de L(A). Desta forma:
carA = dimC(A) = dim L(A) = 3.

Por definicao:
N(A) ={ueR: Au=0}.

A equacao

Uy
U2
us
Uy

oS O O
o O =

oo
— oo
Il
cooco

é equivalente ao sistema

Logo,
° N(A) = {(u1,0,0,0) : u3 € R} = L({(1,0,0,0)}).

O conjunto S = {(1,0,0,0)} é linearmente independente. Como S é linearmente independente e
gera N (A), temos entdao que S é uma base de N (A) e:

nulA = dim N(4) = 1.

(iv)
11 -2 11 -2 11 -2
A=|-12 1 — |03 -1 — 03 —1|=4.
0 1 —1 |"Fmt o 1 —1 | sterlemla | g o -2



As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots, formam um
conjunto de vectores linearmente independente. Logo,

C(A)=L({(1,-1,0),(1,2,1),(-2,1,-1)})

e o conjunto {(1,—1,0),(1,2,1),(—2,1,—1)} é uma base de C(A). Por outro lado,

L(A)=L{(1,1,-2),(-1,2,1),(0,1,-1)}) =L ({(1, 1,-2),(0,3,-1),(0,0, —;)}) ,

e quer o conjunto {(1,1,-2),(-1,2,1),(0,1,—1)}, quer o conjunto

{(1, 1,-2),(0,3,~1), (0,0, —g)} ,

sao bases para L£(A). Desta forma:
carA = dimC(A) = dim L(A) = 3.

Por definicao:
N(A) ={ueR’: Au=0}.

Como se tem sempre:
n° de colunas de A = carA + nulA,

entao

N(A) = {0}
nulA = dim N'(A) = 0.
Alternativamente poderiamos verificar que se tem mesmo
N(A) ={0}.

Pelo método de eliminagao de Gauss, temos

Au=0< Au=0.

A equacao
11 =2 U 0
0 3 —1 upy | =10
00 -2 us 0

3
é equivalente ao sistema
Uy + Ug — 2U3 =0
3U2 — Uz = 0

2

—§U3 = 0

ou seja a
U = Uy = ug = 0.



Logo,

e como tal
nulA = dim N'(A4) = 0.
5.
U={p(t) € Py:p(=1)+p(1) =0} = L ({~1+1*,t}).
a)
V=L({2+t,1-t+3°1+t—¢3,1+*}) =L ({1+t—t*1+t°}).
Como
l+t—t*€U e 1+t2¢U

entao

UnV=L{1+t-1¢})
e assim {1 + ¢ — t*} é uma base para U N V.

b) Por exemplo W = L ({t*}) ¢ um subespago de P, tal que
U @ W — PQ;

uma vez que dimU =2, dimW =1e U NW = {0}.

1 1 0 -1 1 1 0 -1
-1 -1 0 1 0o -1 -1 -1
6. 0 -1 -1 —1 — 0 0 0 0o |- Uma base para U':
0 1 1 1 0 0 0 0
1 -1 1 -1
0o o0 || -1 1 '
7. a)

Vi={(z,y,2) €ER®*: 2 —y=0}={(y,y,2) €R®: y,z € R} = L ({(1,1,0),(0,0,1)}).

Como {(1,1,0),(0,0,1)} é linearmente independente e gera V7, é entdo uma base para V;.

b) Vo = L ({(1,0,1),(0,1,0)}). Seja (x,y, z) € Va. Existem «, 8 € R tais que
(x7y7z> :a(1707 1)_‘_5(07170)'

Logo, o seguinte sistema é possivel:



se esdse —x+ 2z=0. Assim:

c)
dim (V;NV3) = dimV; + dim Vs — dim (V; + V3) =2+2 -3 =1

uma vez que: {(1,1,0),(0,0,1)} ébasede V1, {(1,0,1),(0,1,0)} ébasede V5 e {(1,0,1),(0,1,0),(0,0,1)}
¢ base de Vi + V5 (e assim V; + Vo = R3)

d) Por exemplo, para W = L ({(0,1,0)}) tem-se
RP=VioW

uma vez que R* =V, + W e Vi NW = {(0,0,0)}.

8. Como
(0,1,-1,2) = —(0,1,1,0) + 2(0,1,0,1)

e {(0,1,1,0),(0,1,0,1)} é linearmente independente entao {(0,1,1,0),(0,1,0,1)} é uma base para
U. Logo dim U = 2. Como
V =1L ({(0,1,0,1),(0,0,1,0)})

e {(0,1,0,1),(0,0,1,0)} é linearmente independente entdo dim V' = 2. Assim
U+V=L({0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0)})

),(0,0,1,0)} é linearmente independente é entdo uma base para U + V/

e como {(0,1,1,0),(0,1,0,1
= 3 pelo que U + V # R* uma vez que dimR* = 4. Além disso

tendo-se dim (U + V)
dm(UNV)=dimU+dimV —dim(U+V)=2+2-3=1.

9. Sejam By = {1,1 —t,t*} e By = {1,1+t,1 +t + t*} duas bases ordenadas de Ps.

Sejam 1,2 e 3 as coordenadas de um vector p(t) € Py em relagdo a base By. Determinemos as
coordenadas do mesmo vector p(t) em relacdo a base B;.

Tem-se

p(t) =1+2(1+t)+3(1+t+1*) =6+5t+3t> =al+ B(1—t) + >

E facil ver que « =11, = -5 e v =3.

10. Seja B = {v;,v2} uma base ordenada de P;. Sejam (1,—1) e (2,2) respectivamente as
coordenadas de dois polinémios 1 +¢ e 1 — ¢ em relagao a base B. Determine B.
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Tem-se

1+t:U1—U2 PN 141 . 1 -1 U1 N
1-t=2?)1+21)2 1—1¢ o 2 2 Vo
+

N T+t ] ] 24k
v |2 2 1—t | | -3-3¢t]"
Logo B = {% + %t,—% — %t}.

11. a) Uma base para R* que inclui dois vectores de U:
{(1,1,1,1),(0,1,0,0),(0,0,1,1),(0,0,0,1)} .
Note-se que (1,1,1,1),(0,0,1,1) € U e que 4 vectores de R?* linearmente independentes, formam
uma base de R%.
b) Como

U: {(y_Z—i_w,y,Z,'LU) : y7Z,w e R} - L({(17170’O)7(_1’07170)7(]"0707 1)})

dimU=4—car([1 -1 1 —1])=3,

entdo uma base para U que inclua os vectores (1,1,1,1) e (—1,—1,1, 1) pode ser:
{(1,1,1,1),(-1,-1,1,1),(1,0,0,1)}

uma vez que se trata de um conjunto linearmente independente de 3 vectores de U.

12. Seja
4 a b
B = {c d 4] € My3(R)

tal que

dmN (B)=2 e (1,0,2) € L(B).
Como

car B=dim£L (B) =3 —dimN (B) =1
entao

L(B)=L{(c,d,4)}) = L({(4,0,0)}) = L({(1,0,2)}),

peloquea=d=0,b=8e c=2.

13. a) Uma base para R* que inclui dois vectores de U:
{(1,1,0,-1),(1,1,0,1),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}

Note-se que (1,1,0,—1),(1,1,0,1) € U e que 4 vectores de R* linearmente independentes, formam
uma base de R*.
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b) Seja B = {(2,2,0,0),(1,1,0,1)} uma base ordenada de U.
Tem-se
(1,1,0,—7) = 4(2,2,0,0) — 7(1,1,0,1).

Logo, 4 e —7 sao as coordenadas de (1,1,0,—7) em relagao a base B

c¢) Determine uma base para U + V' e uma base para U NV, indicando as respectivas dimensoes.
Tem-se (em R*) U = L ({(1,1,0,-1),(1,1,0,1)}) e
V={(z,y,z,w) e R*: y =w} = L({(1,0,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0)}).
Como (1,1,0,—-1) ¢ V e (1,1,0,1) € V, entéao
{(1,1,0,-1),(1,0,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0)}

é uma base de U + V| tendo-se dim (U + V) = 4, pelo que U + V = R%.
Além disso, como U = L ({(1,1,0,—1),(1,1,0,1)}) e

(1a170>_1) ¢V> (1717071> eV
entdo {(1,1,0,1)} é uma base de U NV, tendo-se dim (U N'V) = 1. De facto

dm(UNV) = dimU + dimV, — dim (U + V).

=1 =2 =3 =4
14. Como C(A+ B) C C(A) 4+ C (B) entao
car (A+ B) =dimC (A + B) <dim (C(A) +C(B)).
Como

C(AB) C C(A) (veC(AB)= v = ABu= A(Bu) = v e C(A))

C(AB)Cc(C(B) (veC(AB)=v= ABu - BAu = B(AU) = v € C(B))

AB=BA
entdo C (AB) C C(A)NC(B) e assim

car (AB) = dimC (AB) < dim (C (A)NC (B)).
Logo

car (A+ B) +car (AB) = dimC(A+ B)+dimC (AB) <
< dim(C(A)+C(B))+dim(C(A)NC(B)) =
= dimC (A) +dimC (B) = car (A) + car (B) .
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