Instituto Superior Técnico - Algebra Linear - 2° semestre 2017/2018

Resolucao da 6° ficha de exercicios

1. (i) Seja T : R? = R? com T(z,y) = (v +2y,3z —y). T ¢é linear e tem-se
22y |1 2
M(T7BC7BC)_ [3 -1 )
uma vez que 7°(1,0) = (1,3) e 7(0,1) = (2,—1).
(ii) Seja T : R*> — R? com T(z,y) = (1 —y,2z). T nao é linear pois T(0,0) = (1,0) # (0,0).

(iii) Seja T : R* - R® com T(z,y,z) = (v,2z,—x). T ¢é linear e tem-se

1 0
M(T; BB =] 2 0
-1 0

o O O

uma vez que 7'(1,0,0) = (1,2,-1), 7(0,1,0) = (0,0,0) e 7(0,0,1) = (0,0,0).

(iv) Seja T : R* - R?* com T(x,y,z2) = (0,0). T ¢é linear e tem-se

M(T;B2;B2) = [O 0 0],

0 00

uma vez que 7'(1,0,0) = 7(0,1,0) = 7(0,0,1) = (0,0).

(v) SejaT:R?* - R com T(x,y) = —3x. T ¢ linear e tem-se
M(T;B%B) =] -3 0],
uma vez que 7°(1,0) = =3 e 7(0,1) = 0. Note que B, = {1} é a base canénica de R.
(vi) T :R® - R® com T(z,y,2) = (0,—1,2). T nao ¢é linear pois 7(0,0,0) = (0,—1,2) #
0,0,0).
(vi) T:R — R3 com T(z)= (2x,0,—x). T ¢é linear e tem-se
2

M(T;B;B)=| 0 |,
-1



uma vez que 7'(1) = (2,0, —1).

(viii) T: R* - R? com T(z,y,2) = (2? —y,2y). T nao & linear, pois por exemplo:

T((1,0,0) + (1,0,0)) = T(2,0,0) = (4,0) # (2,0) = T(1,0,0) + T(1,0,0).

(ix) Seja T : R* - R? com T(x,y,z2,w)= (x —y,3w). T ¢ linear e tem-se

M(T;Bf;Bf)Z{l 10 0},

0 0 0 3

uma vez que T(1,0,0,0) = (1,0), 7(0,1,0,0) = (—1,0), T(0,0,1,0) = (0,0) e T(0,0,0,1) = (0,3).

(x) Seja T :R?® = R* com T(z,y,2) = (—2,y —22,2y,y + z). T ¢ linear e tem-se

00 -1
01 -2
. R3.RY —
MTiBEBY = | o 5 o |-
01 1

uma vez que 7'(1,0,0) = (0,0,0,0), 7(0,1,0) =(0,1,2,1) e T7(0,0,1) = (—1,—2,0,1).

(xi) Seja T : R — R? com T(z) = (0,0). T ¢ linear e tem-se
2 0
M(T;B.;B:) = BE
uma vez que 7'(1) = (0,0).

(xii) Seja T : R?* — R® com T(z,y,z2) = (v +2y,32,x — z). T ¢é linear e tem-se

0
M(T;B}; BY) = 3

[ R
o o

-1

uma vez que 7'(1,0,0) = (1,0,1), 7(0,1,0) = (2,0,0) e 7(0,0,1) = (0,3, —1).
(xiii) Seja T: R* — R® com T(z,y,z2) = (z,y,2). T ¢ linear e tem-se

1
M(T;B%B) =] 0
0

S = O

0

01,

1

uma vez que 7'(1,0,0) = (1,0,0), 7(0,1,0) = (0,1,0) e 7(0,0,1) = (0,0,1).
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(xiv) Seja T': Py — Myya (R) com T'(p(t)) = { ggé; pp((_Oi) }
p

T é linear uma vez que, para todos os p(t),p1 (t),ps2 (t) € Pa, para todo o A € R,

Tl ()42 (0) = T+ o) () = | (1220 (e )

() +p2(1)  pi(0)+p2(0) }_{ 1 }Jr{pﬂl) p2 (0) }
p1(0) +p2(0) pi(=1)+p2(-1) 1(0) p1(=1) p2(0) p2(—1)

() (1)
TOp @) = TR = | (1)) <Ap)<—1>}: i

_ p(1) p(O) | _
- A[pm) p(-1) } =)

Sendo B; = {1,1,t*} a base canénica de P, e

s={[as] (2 (23] 52}

a base candnica de Mays (R) tem-se

uma vez que

(xv) Seja T : Mays (R) = Mays (R) com T'(X) = tr(X) ; ? . Resolva ainda a equacao
linear T'(X) = [ :; :? } Seja

B2x2 _ 10 0 1 0 0] [0 0]
c 00’00 [T O] [01]f

10

L R2X2, 1R2X2\ 2 O
M(T;BY%BY) = | )
10

Logo



2. Considere as transformacoes lineares T7 e T cujas matrizes que as representam em relacao
as bases canénicas (ordenadas) de R? e R3 sao dadas respectivamente por

01

20 1] e M(Ty:B%BY)=|0 1
11

3 2

Tem-se T} : R?* — R? com
v 2 01]]"
Tifo. o) = MBS | o | = | [|v]=eotzorn.
Tem-se T, : R? — R3? com
0
Ty(z,y) = M(Ty; B B?) [ y ] =10
1

Logo, tem-se T} o Ty : R? — R? linear com

(o T) () = MTBSEIMT BB | 1] -
01
2 01 T 1 3 T
vl D -Lo B0 ] e
11
e ThoT : R? — R3 linear com
T 01 01 x
(TyoT1) (w,y, 2) = M(Ty; B BY)M(Ty BLB) |y | = | 01 {1 1 0} ST
z 11 z
1 10 T
=110 y | =@+y,x+y,3c+y+2).
3 11 z

Resolugao alternativa: Tendo-se T : R? — R? com Ty (z,y, 2) = (2z+2z,2+y) e Ty : R? — R3
com Ty(z,y) = (y,y,* + y), entao T} o Ty : R? — R? ¢ linear com

(Ty o T2) (x,y) = Th (Ta(w,y)) = Ta(y, y, x +y) = (z + 3y, 2y)
eTyoT:R?>— R3 é linear com

(TQOTl) (IL‘,y,Z) :TQ (Tl(l',y,Z)) :T2(217+Z,{L‘—|—y) = ($+y,$+y73$+y+z)

3. Considere a base ordenada B = {vj,ve} de R?* em que v; = (1,1) e v, = (1,0) e seja
T : R? — R? a transformacao linear tal que

T(v) = (1,-2), T(v) = (-3,1).



(i) Tem-se T(2,1) = T ((1,1) + (1,0)) =, T(1,1)+T(1,0) = (1,=2) + (=3,1) = (=2, ~1).

T é linear

(ii) Seja (z,y) € R% Tem-se

(z,y) =y(1,1) + (z — y)(1,0).
Logo,

T(ry) = THOL)+(@-y)1,0) = ¢TI0+ (z-y)T10)=

= y(1,-2)+ (r —y)(—3,1) = (—=3z + 4y, x — 3y).

(iii) Tem-se

2oy | 3 4
M(T; Bz, B2) = { ERE
uma vez que, pela alinea (ii), 7(1,0) = (—=3,1) e 7'(0,1) = (4, —-3).

Observagao: Poderiamos ter calculado 7(1,0) e T'(0,1) sem recorrer a alinea (ii), uma vez
que

Logo, sendo T linear, tem-se (usando s6 o enunciado)

T(1,0) = (=3,1) e T(0,1) = T(1,1) — T(1,0) = (1, —2) — (=3, 1) = (4, —3).

(iv) Tem-se

0 1

(1,0) = 0(1,1) + (1,0) e (0,1) = (1,1) — (1,0).

uma vez que

Tem-se
11

_

uma vez que
(1,1) = (1,0) + (0,1) e (1,0) = (1,0) +0(0,1).

As coordenadas do vector (2,1) na base B sao dadas por:
2 0 1 2 1
swal 3= 15 AT =10)

Observagao 1: Na verdade poderiamos ter determinado as coordenadas do vector (2,1) na
base B usando a defini¢ao de coordenadas de um vector numa base:

(2,1) = (1,1) + (1,0).

bt



Logo, as coordenadas do vector (2,1) na base I3 sdo precisamente 1 e 1.

Observacao 2: Tem-se

Se-12 = (9525

e Sws=(Ss-m) -

(v) Determinemos a matriz M (T’; B; B) usando s6 a defini¢do de matriz que representa uma
transformacao linear em relacao a uma base ordenada B no espaco de partida e no espaco de
chegada. Tem-se

-2 1
M(T)BaB)_[ 3 _4:|7

uma vez que
T(1,1) = (1,-2) = —2(1,1) +3(1,0) e T(1,0) = (=3,1) = (1,1) — 4(1,0).

Determinemos agora as coordenadas do vector 7'(2,1) na base B sem usar as alineas anteriores.
Tem-se

@21 = T(1,1)+1,0) T(1,1) +7(1,0) =

N

= (1,-2)+ (-3,1) T:é(hie;,r—l) =—(1,1) — (1,0).

Logo, as coordenadas do vector T'(2,1) na base B sdo —1 e —1.

Resolugao alternativa: Determinemos a matriz M (T'; B; B) e as coordenadas do vector 7(2, 1)
na base B usando as alineas anteriores. Tem-se

@8 " @B
SBZHB J/ I I »J/ SB%—JS
(R%,B) —  (R%B)
M(T;B;B)

Logo,
M(T;B; B) = SBZ—»BM(T5 83;15’3) (583_»5)71 = SBZ—»BM(T§ 5’5; Bg)SB_)zsg =

A S LA Pl A

Além disso tem-se

coordenadas de (2,1) M(%BS) coordenadas de T'(2,1)
na base B2 T na base B2
Spzp L 1 I'| Sg.p
coordenadas de (2, 1) T coordenadas de 7(2,1)
na base B M(T;B:B) na base B.



Logo, sendo 2 e 1 as coordenadas do vector (2, 1) na base B2 entao as coordenadas do vector T'(2,1)
na base B sao dadas por

N H RN Y R R}

(vi) Determinemos a matriz M (T’; B%; B) usando s6 a defini¢ao de matriz que representa uma
transformacao linear em relagao as bases ordenadas no espago de partida e no espaco de chegada.
Tem-se

|1 -3
M(T,BC,B)—[_4 - }

uma vez que

T(1,0) = (—3,1) = (1,1) — 4(1,0)

T00,1) = T((1,1)-(1,0)=7(1,1) —T(1,0) =
(1,-2) — (=3,1) = (4,-3) = —=3(1,1) + 7(1,0).

Resolucgao alternativa: Tendo em conta o diagrama

@8 MY @B
Spzp L I I'] Spz_.p
R2, B L R2, B
( ) ) M(T—>,l’>’,B) ( ) )

tem-se

e -2 1 o 1| [ 1 -3
M(TchvB>_M(T’B?B)SBg_’B_|: 3 —4:| |:1 —1:|_|:_4 7 :|

(vii) Determinemos a matriz M (T'; B; %) usando s6 a defini¢ao de matriz que representa uma
transformacao linear em relacao as bases ordenadas no espaco de partida e no espaco de chegada.
Tem-se

M(T;B; BY) = { _12 _13 }

uma vez que T(l, 1) — (1’ —2) = (1, O) - 2(07 1)

T(1,0) = (=3,1) = —3(1,0) + (0, 1).

Resolugao alternativa: Tendo em conta o diagrama

®.B5) "2 (®.B)
SBHB% l I I l SBHB%

(R2,B2) ——  (R?,B?)
T M(TB2B2) e
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tem-se

M(T;B; B%) = M(T; B2, B%)Sp_p2 = [ _13 —43] {} (1)} - [ 21 ]

4. Tem-se

L+t+t2 = (=1)(=1+) + (=1) (—t = %) + (-1) (=1?) =
(=172 (1,-2,0) + (—1>Tz(—1,0,1) (=D T2 (0,1,-1) =
Ty ((=1)(1,-2,0) + (=1) (=1,0,1) + (=1) (0,1, 1)) =1T5(0,1,0).

T»(1,0,0) = Tp(—(1,-2,0)—2(-1,0,1) —2(0,1,-1)) =
= —T3(1,-2,0) — 273 (—1,0,1) = 273 (0,1, 1) =
= —(-14+) —2(=t =) —2(—t*) =1+ 2t + 3¢

T5(0,0,1) = Ty (—(1,-2,0) = (=1,0,1) —2(0,1,—1)) =
—T5(1,-2,0) — T (—1,0,1) — 275 (0,1, —1) =
= —(-1+8) = (—t—)—2(-*) =1+t 42

logo, a matriz da transformacao linear 75 relativamente as bases candnicas de R3 e P,

1 11
respectivamente é dada por: | 2 1 1 | e assim, tem-se
31 2
Ty (z,y,z) = (142043 a4+ (1+t+)y+ (1+t+26%) 2=

T+y+z+rty+2)t+ (3z+y+22)t%

Logo a expressao geral de T} o Ty é dada por:

(TloTQ)($7y7Z) = Tl(TQ(ajvy?z)):
= Ti(z+y+z+@u+y+2)t+@Brt+y+22)t?) =

r+y+z 6+ 3y+4z
2v+y+2z x4+y+=z

5. 25. Considere as transformacoes lineares 77, T : R? — R? definidas respectivamente por

Ti(z,y) = (z+y,x—y) e Tp(z,y) =2z +y,z—2y).

(i) Tem-se

M(Ty; B BY) = [ X _11}

8



1 -2
uma vez que 71(1,0) = (1,1), 71(0,1) = (1,—1), T5(1,0) = (2,1) e T5(0,1) = (1,—-2).

M (Ty; B%; B2) = [2 1}

(ii) A matriz M (T o T1; B?; B?) que representa Ty o T} em relagiao a base canénica (ordenada)
B? de R?, ¢ dada por

M(TyoTy; B2 B2) = M(Ty; B2 B2)M(Ty; B B2) =
2 171 1] [3 1
- 1 -2 1 -1 | -1 3|
(iii) Tem-se, para qualquer (z,y) € R?

(TyoTh)(z,y) = M(TyoTy;B%B?) { y ] —

_ {_31 H {ﬂ:(3x+y,—x+3y).

(iv) Tem-se, para qualquer (z,y) € R?,

Ty(x,y) = M(Ty; B Bﬂ[y] —

- [ 4] 3]s

To(z,y) = M(Ty; B2 B?) [ z] _

_ H _12} [ﬂ = 21ty 2).

Logo,
(TroTh)(z,y) =Ta (Th(z,y)) =To(z +y,2 —y) =
=2z+2y+zx—y,x+y—2r+2y) = Br+y,—x+ 3y).

(v) Tem-se

N(T) ={(z,y) €R*: T(z,y) = (0,0)} = {(z,9) € R*: (z +y,x —y) = (0,0)} = {(0,0)}

N(T) = {(z,y) e R*: T(z,y) = (0,0)} = {(z,y) e R*: 2z 4+ y,x — 2y) = (0,0)} = {(0,0)}.

9



Logo, T} e T5 sao injectivas e como tal sao invertiveis.

(vi) Tem-se entao

(M(Ty; B3 B2) ™ = M(T; B B2) e (M(Ty; B2 B2) ™ = M(Ty ' B% B2)
Determinemos (M (Ty; B?; 32)) e (M(Ty; B 82))
> o 1 1 |10 1 1 | 1 0
[M(TyBSB) 1] = {1 1] 0 1}"[0 —2 | -1 11_>
1 0 | 1/2 1/2 10| 1/2 1/2 ],
- {0 2 | -1 1 1_>[0 1| 1/2 —1/2}’
o o 2 1 |10 2 1 | 1 0
[M(T; B2 B2) | 1] = [1 2 | 0 1]ﬁ{o —5/2 | —1/2 1}_’

HE A

Logo,
- /2 1/2 2. 2 2/5 1/5
(M(Th; B%: B )) [ 1?2 ~1/2 ] e (M(TyB:B >) [ 1/5 —2/5 }

e como tal, para (x,y) € R?,
ik
]l

<T1_1 ° T2_1) (z,y) = Ty ! (Tz 1( T,y ))

2 1 1 2
L2y

2 2772 2

2 1.1 2
_x— J—
57557 5V )

Ty (z,y) = (M(Ty; B2 Be)) 1{5] (1w+1y,1:c—1y>

Ty ) = (M BE8) " | 7

e finalmente

(vii) Tem-se

M((TyoTh) 5 B2 B2) = M(Ty ' o Ty s B2 B2) = M(T Y B2 B2)M (T Y5 B2 B2) =

2 oovy—1 o o1 [ 1/2 1/2 2/5 1/5 3/10 —1/10
= (M(Ty; B By) — (M(T; B B7)) - {1?2 —1//2} {1?5 —2//5}:{1/10 3/10 }

10



De facto,

v oy igse = [0 W0 ([ 30 1]) = o msman)

(viii) Tendo em conta (vii) tem-se

e e = Yoo ]|y | = (60 0% 107 1)

Logo, como seria de esperar,

(T2 © Tl)_l(xv y) - (Tl_l © T2_1) (I7y)

6. Considere a transformagao linear 7 : R* — R? e a base canénica (ordenada)
B} = {v1,v,v3} de R*® com v, =(1,0,0), vy =(0,1,0), wv3=(0,0,1).
Suponha que se tem

T(v3) =301 +vg—2v3, T(va+wv3)=vy e T(vg+vs+v3)=0y+v3.

Logo,
T7(0,0,1) =T(v3) = (3,1,-2),
T(O, 1, O) = T(Ug) = T(Ug + ’Ug) — T(Ug) = —21}1 — Vg + 21}3 = (—2, —1, 2)
[$]
T(l, 0, O) = T(Ul> = T(Ul + vy + U3) — T(’UQ + U3) = —V1 + Uy + VU3 = (—1, 1, 1)
Assim:

T(2U1 — V2 + 3U3) = 2T (Ul) - T (UQ) + 3T (Ug) =
=2(-1,1,1) = (-2,-1,2) + 3(3,1,—-2) = (9,6, —6);

(ii)
-1 -2 3
M(T;B:B) =] 1 -1 1
1 2 -2

(iii) Seja B; = B2 a base canénica ordenada de R3. Determinemos uma base ordenada By =
{wy, ws, w3} de R® de modo a que a matriz M (T; By; By) que represente T em relagao a essas bases
By e B, seja a matriz identidade:

o O =
O = O
= o O



Tem-se 7'(1,0,0) = wy, T(0,1,0) =wy e T(0,0,1) = ws. Logo,
By ={(-1,1,1),(-2,-1,2),(3,1,-2)}.

7. V=1L ({{ 1 (1) ] , [ (1) 1 }}) e T : Py — V e uma transformacao linear tal que

9 -1

st e s {1010 ).

V:{{z 3} EMoy(R):a—d=0 e a—b—c:O}.

(i) Seja ag + ait € P1. Tem-se ag + ait = 3 (ap+a1) (1 +1) + 3 (ap — a1) (1 — ) e como

7
M(T;B1;B2) - [ 9

Auﬂsn&>={7'*]

Ccom

Tem-se

-1 B
_1 } entao
Tlatat) = T (l+a) 040+ lw-a)1-0) -

= %(a0+a1)T(1+t)+%(ao—aﬂT(l—t):

1 1 0 1 1 1 1 0 11
_ §mwﬂm<7{l1}+9[01])+§0m—m)(4{11]—1{01})—
B Tag +9a; 4ag + dag
N 3ag + 4ay Tag+9ay |-

(i) M (T; By; Bs) & do tipo 2 x 2 e car M (T; By; By) = 2 logo T ¢ invertivel, T~! ¢ linear e
-1
7 -1 -1
—1. . _ _
M (T ,82,81)—[9 _1] _[ %

Seja [‘2 Z} € V. Tem-se
AN EI(F R (IRT)
P e [ ) (0 3)-

0
1
=b<%(1+t)+;(1—t))+c(—%(1+t)——(1—t)) -
=4b —5c¢+ (—3b+4c) t.
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