Instituto Superior Técnico - Algebra Linear - 2° semestre 2017/2018
Resolucao da 11° ficha de exercicios

1. Sejam (z1,23), (y1,y2) € R Consideremos a aplicagao (,) : R? x R? — R, definida por

3 2
((z1,22), (Y1, 92)) = [ Ty T2 } = 311y1 + 2221 + 271Y2 + 3T2Y0.
2 3 Y2

. 3 2 . . . "
Atendendo a que a matriz [ 9 3 } é simétrica e tem os seus valores préprios (1 e 5) todos positivos,

entdo esta aplicagao define em R? um produto interno. Além disso, verifica-se ((1,0),(0,1)) = 2,

uma vez que

[3 2} _ [ ((1,0),(1,0)) ((1,0),(0,1)) ]
2 3 ((0,1),(1,0)) ((0,1),(0,1)) |
2. a)
gn| PO I A O e 1 01,0),(<1,0,0,1
- [1 11 1}_ {0 10 0}_ ({(=1,0.1,0),(=1,0,0,1)}).
Logo

U+ =L({(1,0,1,1),(0,1,0,0)}).
Como o conjunto {(1,0,1,1),(0,1,0,0)} é ortogonal é entao uma base ortogonal para U-.

b)
= 1,1,1,1)] = 2.
arimers 1GLLD

d((1,1,1,1),U) =

proj (1,1, 1, 1)’
Ul

c) Como V =L ({(1,0,1,1),(0,1,0,0)}) = U~ entdo

v (170,171) (0711070)
u v

(1,0,0,0) = Py (1,0,0,0) + Py (1,0,0,0) = u+ proj (1,0,0,0) + proj (1,0,0,0) =

((1,0,0,0),(1,0,1,1)) (
1(1,0,1, 1)1

,0,1,1
00,0

2 1 1 1 11
1,0,0,0)=( 2,0,—=,—= 20,5, =
(777) (377 37 3)+(377373>

1 11 2 1 1 1 1
~.0,=,-) eV 0,—=,—= | =—=(=1,0,1,0) — = (-1 1 .
( 73 3> E € ( 3) 3( 707 7()) 3( 70707 )EU
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<(a s Yy )a<) )y )> (O,l,0,0)—’U,—F(—g,(),— —).
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3. Como V = L ({(1,0,0),(0,1,1)}) entao V+ =N<[ (1) (1) (1) D = L({(0,-1,1)}).

Logo {(1,0,0),(0,1,1),(0,—1,1)} é uma base ortogonal para R? que inclui um vector de V.
Como os planos U e V' sao paralelos, tem-se:

d(U,V) =[Py ((0,-1,1) = (0,0,0)] = [(0,-1,1)]| = V2.
(0,—1,1)eV

4. Um produto interno em R? em relagao ao qual a base B = {(1,0,—1),(0,1,0), (—1,0,2)} ¢
ortonormada, ¢ dado por:

A
(1, m2,23), (Y1, Y2,¥3)) = [ T1 T2 I3 }BGB Y2 =
Ys |p
291 + y3
:[2$1+$3 ) 331—|-{173} Y2 =
Y1+ ys3

= 5x1y1 + 311Y3 + Taya + 3w3y1 + 273Y3

com G = I. Relativamente a ele, tem-se

5 0 3
R e I LR
G

- N ([ PR D — L({(0,0,1)}).
Logo, o conjunto {(0,0,1)} ¢ uma base para (L ({(—2,0,3),(0,1,0)}))".

5. Em P:
(p(t),q(t)) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1).

Considere também o seguinte subespaco de Ps:

U={p(t) e P,:p0)=0}.

(i) Em P, para p(t) = ag + ait + ast®> e q(t) = by + byt + bat? tem-se
{p(t),q(t)) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1) =

= ((ZO—CL1+CL2) (bg—b1+b2)+a0b0—|—(a0—|—a1+a2) (bo+b1+bg) =
= Saobo + 2a0b2 + 2&1[)1 + 2@21)0 + 2(12b2 =



3 0 2
I[CLO aq 0,1] 0 2 0 b1
2 0 2

onde

3 0 2

Como | 0 2 0 | é simétrica e os seus valores proprios (%\/ 17 + g, g — %\/17 e 2) sao todos
2 0 2

positivos, logo, a aplicagao (,) define um produto interno em Ps.

(ii) Tem-se:
Ut ={pt) € P: (p(t),t) =0 e (p(t),t*) =0}.

Logo,
(ag — a1 +as)(=1)> + a0 + ag +ay +az =0 ap = —as
<~
(ap —ay + az)(—1) + ag0 4+ ag + a3 +az =0 a; = 0.

Logo,
UJ_ = {—CLQ + a2t2 tag € R} = L({—l + t2})

Como ||—1 +#?|| = 1 entdo {—1 + ¢*} ¢ uma base ortonormada de U+*.
Observacao. Note que P, = U @ U+, tendo-se, neste caso, dimU = 2 e dim U+ = 1.

(iii) Escolhendo um ponto de U, por exemplo ¢, a distancia entre 1 + ¢ e U é dada por:

d1+t,U) = |Ppe(1+t—t)|| = [|[Pr ()] = {1, -1+ ¢*) (-1 + )| = 1.

6. Considere no espaco linear Myy»(R) o produto interno definido da seguinte forma:
(A, B) = tr(ABT).

Considere também o subespaco U de Mayo(R) constituido por todas as matrizes simétricas reais

do tipo 2 x 2:
a b
U:{|:C d}Engg(R)ib:C}.

a b
U—{[b d} .a,b,deR}:

3

(i) Tem-se:



~({[S e[ [

bal=elo ool ali ]

O conjunto { { (1) 8 } , [ (1) é } , 8 (1) } } ¢ uma base de U, uma vez que gera U, e ¢ linearmente

independente pois se tivermos:
1 0] 01 00 00
Al{o 0_+A2l1 0]7”3[0 1}:[0 0}

M A] [oo0
Ao As | |0 0]

) 10 0 1 0 0 L1 .
Logo, A\1 = Ay = A3 e como tal, o conjunto {[ 00 } , [ 10 } , [ 01 ]} é linearmente inde-

pendente. Vamos aplicar agora a este conjunto o método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

pois

entao

Sejam
1 0 01 ) 01
A1: |:0 0:|7 A2_|:1 O:|_prOJA1|:1 0:|7
0 0 } 00 ) 0 0
As = 01 — Proja, 01 — Proja, 01l
Logo,
[0 1] . 01
AQ — 1 0 —pI'OJA1|:1 O:|_
01
(0 1] <{1 0}’A1>A1
|1 0] | Ay
[0 1] ,p
_0 1— tr(-l 0-A1>A1
1.0 | Ay
0 01
o 1'_“(_1 0_)‘41_
10 s
B 0 1] 0A; 101
Sl TpE T o)




W _[oo]_ ool . foo0]_
ST olo o1 TP o TP 1| T
00 00
Crooq Slo ] ([0 V]
[0 1) ] HAlH_2 142”
. tr( - A1T>A1 tr([g (”Ag)AQ
101 1A ° 142”
0 0] 00
Cpoop (oo =([15])a
01T AP Al
_ 00_0141_0,42:{00]
O T A A 01

0 0 10 01

[ALll = V(A1 A1) = /tr (Ai1A]) = \/tr<— (1) 8 ) =1,
Al = /T A) = i (4,47) = \/tr (|sV])-v2
sl = Vs As) =/ (4343) = \/tr (|0 %])-1

Logo, o conjunto {[ L0 } , [ 01 } , { 00 ]} é uma base ortogonal de U. Como:

entao o conjunto

(o] ltal (o on=10 o) & ][00

¢ uma base ortonormada de U.

(ii) Note-se que

AR A
([ 4T)

] } ¢ uma base ortonormada de U+ uma vez que

[ _01 (1] } H = /2. A projeccio

@
—
—

|
o ©
= ofs



ortogonal da matriz [ é 1 } sobre U+ ¢ dada por:

Como se tem:

entao para todo [ Z

Logo,

(iii) A matriz simétrica mais préxima da matriz l

(|

[\V)
o v

proj 0
3
1
0

(1)

17

1
O =

—_
L
|

11 11
[) = o] (Lo
- [H][5 3]
:01 -10
-1 1]
|3 1
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iv) A distancia entre | © b e U é dada por:
c d

(1% a]2) = ([ 2] -

0

2 ]
1
2

- e[ )5

7. a) Os vectores u; = (1,1,0,0),us = (1,0,1,—1) formam uma base de V. Seja {vi,v2} a
base ortogonal de V' que se obtém aplicando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt aos
vectores u; € uy. Portanto,

vy =wu; = (1,1,0,0)

€
<u27u1> 1 1 1
= Uy — = (1,0,1,-1) — =(1,1,0,0) = ( =, —=,1, 1]
V2 U2 <U1,U1> Uy (a 5 Lo ) 2(’ s Uy ) 27 27 )
Assim,
<(27_2717_1)7U1> <(27_2717_1)7U2>
=Py(2,-2,1,—-1 = =
Y V( ’ T ) {v1,v2} base ortogonal de V' <U1,U1> vt <U2,U2> V2
0 4 1 1 4 48 8
— (1,1,0,0) 4 — (=, —=1,-1)=(=,-2,2 -2
(L L0+ 5 (2’ 2 ) (5’ 55’ 5)
¢ 6 6 33
=PFP,1(2,-2,1,-1)=(2,-2,1,-1) — P, (2,-2,1,-1) = =,—,—=, = | .
v VJ-( ) ) ) ( ) y Ly ) V( ) y Ly ) (57 57 575)
Finalmente

d(1,1,1,1),V) = ||Py.(1,1,1,1)|| = |[(1,1,1,1) — Py(1,1,1,1)|| =

_ - LB (110, )

V1 —
{v1,v2} base ortogonal de V' T <U1, Ul> <02, UQ>

||(1717171) - (17170?0)” - ||(07071?1)|| - \/5

val| =

7



b) Como
rT=y—2z—3w
(y — 2z — 3w, y, z,w) = y(1,1,0,0) + 2(—2,0,1,0) + w(—3,0,0,1)

conclui-se que
W =1L((1,1,0,0),(—2,0,1,0),(=3,0,0,1)).

Portanto,
W+ = N(A)
1 100
comA=| -2 01 0
-3 0 0 1

c) (1,1,0,0),(1,0,1,—1) € W, pelo que qualquer combinacao linear entre eles também pertence
a W (porque W é um espaco linear). Portanto V C W. Assim, W+ C V+, donde

winvt=wt
Mais, {(1,—1,2,3)} é uma base de W+ pois
Wr=£([1 -1 2 3]).

d) Nio, pois pela alinea ¢) podemos concluir que W+ C V1 e portanto

Wh+ V=Vt £RY

8. a)
VE=W([43 2 1)) =((([4 3 2 1}))L)lzﬁ([4 32 1]).
Logo {(4,3,2,1)} é uma base ortogonal para V=.
b)
d((1,2,3,4), V") =(1,2,3,4) — Py(1,2,3,4)[ = H(1,2,3,4) — g (4,3,2, 1)” = ?.

c) Os vectores (0,1,1,1) e (1,—1,1,0) geram U e sdo ortogonais. Faltard encontrar uma base
ortogonal para U+. Como

ULZN(H o (1]]):L({(—2,—1,1,0),(—1,—1,0,1)}).

Atendendo ao método de ortogonalizagao de Gram-Schmidt,

(_2)_11170)

{(—2,—1,1,0),(—1,—1,0,1)— proj (—1,—1,0,1)}:

8



1
= {(—2,—1, 1,0), (~1,-1,0,1) — 5 (—2,—1,1,0)} =

1 1
=<(-2,-1,1,0), (0, —=,—=, 1
{( ) 7 ) )7( Y 27 27 )}
¢ uma base para U+. Logo,

1 1
{(07 17 17 1)a (L _17 170)7 (_27 _17 170) ) <Oa _§a _§a 1) }

¢ uma base ortogonal de R* que inclui os vectores (0,1,1,1) e (1,—1,1,0).

d)

U:L({(0,1,1,1),(1,—1,1,0)}):<N([(1) _11 } éD)L: C _11 _01

9. W={(z,y,2) e R®: —2y—32=0}
a) Como W = L ({(2,1,0),(3,0,1)}), entao
(r—-1ly—1,z2-1)eWre
& {((z—-1Ly—1,2-1),(2,1,0)) =0 e ((z—1,y—1,2—1),(3,0,1)) =0)
S2@-1)4+w-1)=0e3@x-1)+(2-1)=0 2r4+y=3 e 3z+2=4)
pelo que, as equagoes cartesianas da recta que passa pelo ponto v = (1,1,1) e é perpendicular ao

plano W sao:
2v4+y=3 e 3x+z2=4.

b) W = {(z,y,2) € R®: {(z,y,2),(1,—2,-3)) = 0}. Logo, a equagio cartesiana do plano que
passa pelo ponto u = (1,1, 1) e é paralelo ao plano W é:

(z—1,y—1,2—1),(1,-2,-3)) =0z — 2y — 3z = —4.

0 00
10. Seja A= M(T;B%;B%). Tem-se A= | 1 1 0 |, uma vez que
0 01
1,0

T(1,0,0) = (0,1,0), T(0,1,0) = (0,1,0) e T(0,0,1) = (0,0,1).

Como
- 0 0

det(A—XN)=| 1 1-X 0 |=-x(A=1)
0 0 1-2A

entao os valores préprios de T sao: 0 e 1. Como
N(T)=N(A)=L({(-1,1,0)}), Z(T)=C(A)=L({(0,1,0),(0,0,1)})
e ((-1,1,0),(0,1,0)) =1 # 0 entao (N (T))L # T (T'), ou seja, T nao ¢ uma projeccao ortogonal.



