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7a Ficha de exercícios para as aulas de problemas

1. Diga quais das seguintes aplicações h; i : R2 � R2 ! R de�nem em R2 um produto
interno.

(i) h(x1; x2); (y1; y2)i = x21y21 + x22y22
(ii) h(x1; x2); (y1; y2)i = x1y1 � x2y1 � x1y2 + 3x2y2
(iii) h(x1; x2); (y1; y2)i = �2x1y1 + 3x2y2

2. Diga quais das seguintes aplicações h; i : R3 � R3 ! R de�nem em R3 um produto
interno.

(i) h(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)i = x1y1 + x2y2 + x3y3
(ii) h(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)i = x1y2 � x2y1
(iii) h(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)i = 2x1y1 + x1y3 + x3y1 + 2x2y2 + x3y3

3. Determine um produto interno em R2 tal que h(1; 0); (0; 1)i = 2.

4. Considere os vectores u =
�
1p
5
;� 1p

5

�
e v =

�
2p
30
; 3p

30

�
. Veri�que que o conjunto

fu; vg é ortonormado relativamente ao produto interno de�nido em R2 por:

hu; vi = 3u1v1 + 2u2v2,

onde u = (u1; u2) e v = (v1; v2). Veri�que porém que o mesmo conjunto fu; vg não é
ortonormado relativamente ao produto interno usual de�nido em R2.

5. Considere em R4 o produto interno usual. Determine o subespaço de R4 ortogonal aos
vectores (1; 0; 0; 0) e (1; 0; 0; 1).

6. Considere em R3 o produto interno de�nido por:

h(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)i = x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2 + x3y3.

(i) Calcule kuk, para qualquer vector u = (x1; x2; x3) 2 R3.
(ii) Considere os vectores u1 = (1; 0; 0), u2 = (�1; 1; 0) e u3 = (0; 0; 1). Calcule os
ângulos formados pelos vectores: u1 e u2; u1 e u3; u2 e u3.

(iii) Justi�que que o conjunto fu1; u2; u3g é uma base ortonormada de R3. Calcule as
coordenadas de um vector u 2 R3 em relação a esta base.

7. Considere R4 com o produto interno usual. Determine uma base ortonormada para o
subespaço de R4 gerado pelos vectores: (1; 0;�1; 0); (�1; 2; 0; 1) e (2; 0; 2; 1).

8. Considere R3 com o produto interno usual. Considere também os seguintes subespaços
de R3: U = L (f(0; 1; 1); (0; 0; 1)g) e V = f(x; y; z) 2 R3 : y � z = 0g.
(i) Determine uma base ortogonal para U e uma base ortonormada para V .
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(ii) Determine duas bases ortonormadas para R3: uma que inclua dois vectores de U
e outra que inclua dois vectores de V .

(iii) Determine o elemento de U mais próximo de (1; 1; 1) e a distância entre (1; 1; 1)
e V ?.

9. Considere o produto interno usual. Sejam

U =
�
(x; y; z; w) 2 R4 : x+ z + w = 0 e x+ y + z + w = 0

	
e

V =
�
(x; y; z; w) 2 R4 : x� z = 0 e x� w = 0

	
.

a) Determine, justi�cando, uma base ortogonal para U?.

b) Calcule, justi�cando, a distância entre (1; 1; 1; 1) e U .

c) Determine u 2 U e v 2 V tais que

(1; 0; 0; 0) = u+ v.

10. Considere o produto interno usual em R3 e os seguintes planos:

U = f(0;�1; 1)g+ L (f(1; 0; 0); (0; 1; 1)g) ; V = f(x; y; z) 2 R3 : y � z = 0g:

Determine, justi�cando, uma base ortogonal para R3 que inclua um vector de V ? e
calcule, justi�cando, a distância entre U e V .

11. Considere em R3 o produto interno para o qual a base ordenada de R3:

f(1; 0;�1); (0; 1; 0); (�1; 0; 2)g

é ortonormada. Veri�que que esse produto interno é de�nido pela aplicação h; i :
R3 � R3 ! R dada por:

h(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)i = 5x1y1 + 3x1y3 + x2y2 + 3x3y1 + 2x3y3

e determine, relativamente a ele, uma base para (L (f(�2; 0; 3); (0; 1; 0)g))? :

12. Seja A =

24 1 0 2
0 0 0
2 0 1

35 e considere o produto interno usual. SejamN (A), C (A) e L (A)

respectivamente o núcleo, espaço das colunas e espaço das linhas de A.

(i) Determine uma base ortonormada para R3 que inclua dois vectores de C (A).
(ii) Determine o elemento de L (A) mais próximo de (1; 1; 1) e a distância entre (1; 1; 1)
e N (A).

13. Seja A =

24 1 0 1
0 2 0
1 0 1

35 e considere o produto interno usual. SejamN (A), C (A) e L (A)

respectivamente o núcleo, espaço das colunas e espaço das linhas de A.
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(i) Determine uma base ortonormada para (N (A))? (o complemento ortogonal do
núcleo de A).

(ii) Determine uma base ortonormada para R3 que inclua dois vectores de C (A).
(iii)Determine o elemento de L (A)mais próximo de (1; 2; 3) e a distância entre (1; 2; 3)
e (L (A))?.

14. Considere em R4 o seguinte subespaço: U = L (f(1; 1; 1; 0); (0; 1; 1; 1)g). Determine
uma matriz A do tipo 2� 4 cujo núcleo seja igual a U , isto é, tal que U = N (A).

15. De�na o produto interno em R2 em relação ao qual a base f(1; 0); (1;�1)g é ortonor-
mada.

16. Considere a aplicação h; i : R3 � R3 ! R de�nida por

h(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)i = x1y1 � x1y2 � x2y1 + 4x2y2 + x3y3.

(i) Veri�que que h; i de�ne um produto interno em R3.
(ii) Seja V = L (f(3; 4; 0)g) � R3. Diga qual é o ponto de V mais próximo de (0; 1; 0).
(iii) Determine uma base ortogonal para o complemento ortogonal de V , em relação
ao produto interno h; i.

17. Considere R3 com o produto interno usual. Seja U o subespaço de R3 gerado pelos
vectores v1 = (0; 1; 0) e v2 =

�
4
5
; 0;�3

5

�
. Escreva u = (1; 2; 3) na forma u = u1 + u2,

com u1 2 U e u2 2 U?.

18. Considere R4 com o produto interno usual. Em cada alínea seguinte, determine uma
base ortogonal para o complemento ortogonal de U , isto é, para U?.

(i) U = L (f(1; 0; 0; 0); (1; 1; 0; 1)g)
(ii) U = L (f(1; 0; 1; 1)g)
(iii) U = f(x; y; z; w) 2 R4 : x+ 2y + z + 2w = 0g
(iv) U = f(x; y; z; w) 2 R4 : x� z = 0 e 2x� y + 2z � w = 0g

19. Considere R3 com o produto interno usual. Considere também o seguinte subespaço
de R3:

U = L (f(1; 1; 1); (1; 0; 0)g) .

(i) Determine uma base ortogonal para U .

(ii) Determine u 2 U e v 2 U? tais que (3; 2; 1) = u+ v.
(iii) Determine a distância entre o ponto (1; 0; 1) e o plano f(1; 1; 0)g+ U .
(iv) Determine a distância entre o ponto (x; y; z) e o plano U .

20. Considere R4 com o produto interno usual. Considere também o seguinte subespaço
de R4:

U =
�
(x; y; z; w) 2 R4 : x� y + z = 0 e y � z + w = 0

	
.
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(i) Determine uma base ortonormada para U .

(ii) Determine uma base ortonormada para U?.

(iii) Determine as projecções ortogonais de (0; 0; 1; 0) sobre U e U? respectivamente.

(iv) Determine a distância entre o ponto (0; 0; 1; 0) e o subespaço U .

(v) Determine a distância entre o ponto (x; y; z; w) e o subespaço U .

21. Considere P2 a aplicação h; i : P2 � P2 ! R de�nida por

hp(t); q(t)i = p(�1)q(�1) + p(0)q(0) + p(1)q(1).

Considere também o seguinte subespaço de P2: U = fp(t) 2 P2 : p(0) = 0g.
(i) Veri�que que h; i de�ne um produto interno em P2.

(ii) Determine uma base ortonormada para U .

(iii) Determine uma base ortonormada para U?.

(iv) Determine as projecções ortogonais do polinómio 1 + t sobre U e U? respectiva-
mente.

(v) Determine a distância entre 1 + t e U .

(vi) Determine a distância entre o polinómio a0 + a1t+ a2t2 e o subespaço U .

22. Considere a aplicação h; i :M2�2(R)�M2�2(R)! R de�nida por

hA;Bi = tr(ABT ).

Considere também o subespaço U de M2�2(R) constituído por todas as matrizes
simétricas reais do tipo 2� 2:

U =

��
a b
c d

�
2M2�2(R) : b = c

�
.

(i) Veri�que que h; i de�ne um produto interno emM2�2(R).
(ii) Determine uma base ortonormada para U .

(iii) Determine uma base ortonormada para U?.

(iv) Determine as projecções ortogonais da matriz
�
1 1
0 1

�
sobre U e U? respectiva-

mente.

(v) Qual é a matriz simétrica mais próxima da matriz
�
1 1
0 1

�
?

(vi) Determine a distância entre
�
1 1
0 1

�
e U .

(vii) Determine a distância entre
�
a b
c d

�
e U .
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23. Considere R3 com o produto interno usual. Considere também o seguinte subespaço
de R3:

U = L (f(1; 0;�1); (0;�1; 1)g) .
a) Determine uma base ortogonal para U .

b) Determine uma base ortonormada para R3 que inclua dois vectores geradores de U .
c) Determine a projecção ortogonal de (1; 0; 0) sobre U?, isto é, PU?(1; 0; 0).

d) Determine a distância do ponto (1; 0; 0) a U?.

24. Considere a aplicação h; i :P2 � P2 ! R de�nida por

a0 + a1t+ a2t

2; b0 + b1t+ b2t
2
�
= 3a0b0 + a1b1 + 2a2b2: (*)

Considere também o seguinte subespaço de P2:

W =
�
p(t) = a0 + a1t+ a2t

2 2 P2 : p(0) = p(1) e p(1) = p(�1)
	
.

a) Veri�que que a aplicação h; i de�ne em P2 um produto interno.

b) Determine uma base ortonormada para W?, relativamente ao produto interno (*).

25. Seja A =

24 1 1 0
1 0 1
1 0 1

35 e considere o produto interno usual. SejamN (A), C (A) e L (A)

respectivamente o núcleo, espaço das colunas e espaço das linhas de A.

a) Determine uma base ortogonal para L (A).
b) Determine uma base ortonormada para R3 que inclua dois vectores de C (A).
c) Determine o elemento de (N (A))? mais próximo de (�1; 1;�1) e a distância entre
(�1; 1;�1) e (L (A))?.

26. Considere R3 com o produto interno usual. Seja U o subespaço de R3 gerado pelo
conjunto f(1; 0;�1); (0; 1; 2)g.
a) Determine uma base ortogonal para U .

b) Determine u 2 U e v 2 U? tais que (2;�3; 4) = u+ v.
c) Determine a distância entre o ponto (2; 3; 7) e o plano f(1; 2; 3)g+ U .

27. Considere R3 com o produto interno usual. Seja A =

24 1 0 1
1 1 1
1 0 1

35. Sejam C (A), L (A)
e N (A), respectivamente, o espaço das colunas, o espaço das linhas e o núcleo de A.

a) Determine uma base ortogonal para R3 que inclua um vector de (C (A))? (comple-
mento ortogonal de C (A)).
b) Calcule a distância entre (1; 1; 0) e L (A).
c) Determine uma matriz B tal que (N (A))? = N (B) (o complemento ortogonal de
N (A) é igual ao núcleo de B).
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28. Considere o espaço linear R4 munido com o produto interno usual e os seguintes sube-
spaços lineares de R4:

V = L (f(1; 1; 0; 0); (1; 0; 1;�1)g) ; W = f(x; y; z; w) 2 R4 : x� y + 2z + 3w = 0g:

a) Determine u 2 V e v 2 V ? tais que (2;�2; 1;�1) = u+v e calcule a distância entre
(1; 1; 1; 1) e V .

b) Encontre uma matriz A tal que W? = N (A).
c) Veri�que que V � W e determine uma base para W? \ V ?.
d) Veri�que se V ? +W? = R4, justi�cando.

29. Considere o espaço linear R4 munido com o produto interno usual e os seguintes sube-
spaços lineares de R4:

U = L (f(0; 1; 1; 1); (1;�1; 1; 0)g) ; V = f(x; y; z; w) 2 R4 : 4x+ 3y + 2z + w = 0g:

a) Determine uma base ortogonal para V ?:

b) Determine a distância entre o ponto (1; 2; 3; 4) e o subespaço V ?.

c)Determine uma base ortogonal paraR4 que inclua os vectores (0; 1; 1; 1) e (1;�1; 1; 0).
d) Encontre uma matriz A tal que U = (C(A))?.

30. Seja
W = f(x; y; z) 2 R3 : x� 2y � 3z = 0g:

Considere o produto interno usual.

a) Determine as equações cartesianas da recta que passa pelo ponto u = (1; 1; 1) e é
ortogonal ao plano W .

b) Determine a equação cartesiana do plano que passa pelo ponto u = (1; 1; 1) e é
paralelo ao plano W .

31. Considere a recta
r = (1; 1; 1) + L (f(1;�1; 1)g) :

Considere o produto interno usual.

a) Determine as equações cartesianas da recta r.

b) Determine a equação cartesiana do plano que passa pelo ponto u = (1; 0; 0) e é
ortogonal à recta r.

32. Seja P o plano que passa pelos pontos

(1; 1; 1) ; (2; 0; 3) e (0; 2; 2) :

Considere o produto interno usual.

a) Determine a equação cartesiana de P .

b) Determine as equações paramétricas de P .

c) Determine a equação vectorial de P .
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