Resolucao da ficha de preparacao para o 3° teste de Algebra Linear
LENO - MEAer - MEAmbi - MEBiol - MEEC - MEM - MEMec - MEQ

1) Determine o coeficiente de 22 na expressao

8 3 ot &
© 8 W W
R A L
S W U

O termo de grau 3 é: (?) 623+(?) 423. Como as permutagoes correspondentes aos produtos x X z X x X 6
—_———

=623
e4d x x X x X x sdo respectivamente (1324) (impar por ter um n° impar de inversoes: (32), a das colunas
— ——

=x3 impar

pois a das linhas ¢ (1234) que é par) e (4321) (par por ter um n° par de inversoes: (43), (42), (41),(32),(31), (21),
——

par

r 3 2 4
a das colunas pois a das linhas ¢ (1234) que ¢ par).O coeficiente de 3 na expressao ? i i g é —2,
r 9 2 6
uma vez que o termo de grau 3 & (—1) 62° + (+1) 423 = —223.
2 4 0 0 4
2 -3 0 0 2
2) Seja A = V3 V5 1 1 —1|. Calcule a entrada (5,2) de A~L.
/5 2 =2 2 2
5 3 0 0 4
2 4 0 0 4 2 4 0 0 4
2 -3 0 0 2 2 -3 0 0 2 3 _43 8 ;l
\/3\/511—1:\/5\/512—1:2(—1)3“_\/32_2\/5:
/5 2 -2 2 V2 /5 2 =2 0 V2 e 3 0 4
5 3 0 0 4 5 3 0 0 4
2 4 0 0
2 4 4
1 1| V3 V6 1 1
——2(=2)(=1)*?| 2 -3 2| =224 (AY), = — (—-1)*7 =—— =
5 3 0 0
2 4 0 0
1| V3 VB o1 2 1 N
- = ——2(-1) -5 2 —2|=1
224 —/5 2 -2 0 224 £ 3 0
5 3 0 0
21 0 1 0
74 0 4 V2
3)SejaAd=|0 5 —1 2 /3 |.Calcule det ((det A) A~3).
6 3 0 4 +5
21 0 1 -2



21 0 1 0
211 0 211 0

74 0 4 V2 744 3 744 3 2 1 1

05 —1 V2 V3 |=-— = — =27 4 4|=2,
6 3 4 5 6 3 4 5

63 0 4 V5 2 1 1 -2 000 —2 634

21 0 1 =2

logo

-3\ _ 5 -3\ __ 5 1 _ 2 _
det ((det A) A™*) = (det A)” det (A™°) = (det A) ot AP (det A)" =4

’ b L 2i 69 2h
4) Sabendo que p Zé 0 f = —6 calcule | 3f —2c¢ 9d —6a 3e —2b |.
. c 3a b
g h 0 1
Z b _01 2 a b c g h 1 h g 1
=" Y =(-1)(=1)**d e fl=—|d e fl=]|e d f|=
d e 0 f h 1 a b c b a c
g h 0 i g
11 2t 29 2h 111 2i 6g 2h 21 6g 2h
c a b c 3a b 3a b
Logo
2i 6g 2h
3f —2c¢ 9d —6a 3e—2b | =108.
c 3a b
1 0 ¢
5) Sejam a, b, c € R com a # 0. Determine todos os valores de = para os quais a matriz 0 a —b
¢é invertivel.
1 0 ¢ 1 0 ¢
0 a —0b | invertivel & det| 0 a —b | #0. Como
L1z 2? —L oz 2?
1 0 ¢ 10 c
0O a —b|=]0a —b =ar’ +br+c
1z 2? 0 =z x2+§
1 0 ¢ 3
. L. ) —b+ vb? — 4ac
entao 0 a —b | éinvertivel sse x # 5 .



1 00 0 0O

6) Sejam A= [0 1 0| eB=|0 1 1 |. Determine, se existirem, matrizes diagonais Dy e D, e
010 1 00

matrizes invertivéis (Pl)fl e (Pg)il tais que D; = P A (Pl)f1 e Dy = PB (Pg)il.

1—A 0 0
|A— \| = 0 1-X 0 |=-=X(1-)) Logo os valores proprios de A sao: 0 e 1. Como
0 1 0—A

N(A)=L{(0,0,1)}) e N(A-1)=L({(1,0,0),(0,1,1)})
entao poderd ter-se a seguinte base de R? formada sé por vectores préprios de A: {(0,0,1),(1,0,0),(0,1,1)},
isto é,
RE=N(A)BNA-I).

Logo, por exemplo para
010 0 00
P)Y'=l001| e Dy=|01 0],
1 01 0 01

tem-se D; = P/ A (Pl)fl.
Observagao. Como A? = A, A ¢ idempotente e assim ¢ a matriz (relativamente a uma base) de uma
projeccao.

0—A 0 0
|B— \| = 0 1-X 1 = —A? (A —1). Logo os valores préprios de B sdo: 0 e 1. Como
1 0 0—A

N(B)=L{((0,-1,1)}) e N(B-1)=L({(0,1,0)})
entdo nao existe uma base de R? formada sé por vectores préprios de B, isto &,

R AN (B)®N (B-1

).
0 0
Logo, ndo existe (Pg)_1 tal que Dy = P,B (Pg)_l, com Dy = | 0 0
0 1

5 O O O

Observagao. Como B? # B, B nao é idempotente e assim
base) de uma projecgao.

ao é a matriz (relativamente a uma

7) Considere a matriz que admite os vectores préprios v; = (—1,0,1), vo = (0,1,0), v3 = (1,0,3),
associados respectivamente aos valores préprios 0,2 e 4. Determine essa matriz.

Como m, (0) = m, (2) = m, (4) = 1 entao my (0) + my (2) + my (4) = 3 e assim A é diagonalizdvel,
isto &,

R* =N (A) DN (A-21) BN (A—4I).

Logo
10 1 00 0 10 177" 101
A=P'DP=| 0 1 0 02 0 0 10 — 10 20
1 0 3 00 4 1 0 3 30 3



8) Considere a transformacao linear 1" : Py — Py tal que
T(1-)=-1+, T+ =1+  T@t+t)=t+¢

a) Indique os valores préprios de T, indicando as respectivas multiplicidades algébricas e geométricas.
b) Diga se 1 — t & vector préprio de T.
c¢) Determine uma base B de P, tal que a matriz M (T'; B; B) seja uma matriz diagonal.

a) Como T (1 +t*) =1+t e T (t +t*) =t +t* entdo 1 & valor préprio de T e 1 + 2 e t + t? sdo dois
vectores préprios de T, linearmente independentes e associados ao valor préprio 1. Como T (1 — t?) =
(—1) (1 — #?) entao —1 & valor préprio de T e 1 — t* ¢ um vector préprio de T associado ao valor préprio
—1. Logo m, (1) =2 e my(—1) = 1 e assim, como dim P, = 3 entao m, (1) = 2, m, (—1) = 1, sendo

assim 1 e —1 os tinicos valores proprios de 7'

b)T(1—t)=TA+t?*—t—t)=TA+*)—T({t+t*)=1+t>*—t—t*=1—1tlogo 1 —t é vector
proéprio de T associado ao valor préprio 1.

c) Pela alinea a) B = B,, = {1 —t*,1+ ¢t + ¢*} é uma base de P, de vectores préprios de T entao

T é diagonalizdvel, isto &, M (T;B; B) =

9) Considere em R* o produto interno usual e os seguintes subespacos de R*:
U=1L({(1,0,1,0),(0,0,1,1)}), V={(z,y,z,w) ER*: 2 — 2+ w =0}
a) Determine uma base ortogonal para R* que inclua o vector (1,0, 3,2).

b) Calcule d ((1, 0,1,1),U+ N VL).

a) Tem-se (1,0,3,2),(0,1,0,0) € V e ((1,0,3,2),(0,1,0,0)) = 0. Por outro lado, como
V+=L({(1,0,-1,1)})
entao {(1,0,3,2),(0,1,0,0),(1,0,—1,1)} & um conjunto ortogonal. Logo
{(1,0,3,2),(0,1,0,0),(1,0,—1,1), w}

¢ uma base ortogonal para R* com

10 3 2 10 3 2
weN||0o1 0 of|]=N[]01 0 o0 = L{(5,0,1,-4)}).
10 -1 1 00 —4 —1

Assim {(1,0,3,2),(0,1,0,0),(1,0,—1,1),(5,0,1,—4)} é uma base ortogonal para R* que inclui o vector
(1,0,3,2).



Resolugao alternativa.

((1,0,3,2),(0,1,0,0)) =0 e {(1,0,3,2),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} & uma base de R*.
Atendendo a

3 3 5 3
0,0,1,0) — proj (0,0,1,0) — proj (0,0,1,0) =(0,0,1,0) — —(1,0,3,2) = <——,0,—,——),
( ) (170,3:]2)( ) (0,1,0,‘10)< )= ) 14( ) 1477147 7

seja u = (—3,0,5,—6). Logo {(1,0,3,2),(0,1,0,0),(=3,0,5,—6),v} é uma base ortogonal para R* com

1 03 2 103 2
veN|| 0 10 0 =N[]0100]]|=L{(-2001}.
30 5 —6 0010

Assim {(1,0,3,2),(0,1,0,0),(-3,0,5,—6),(—2,0,0,1)} ¢ uma base ortogonal para R* que inclui o vector
(1,0,3,2).

b)
d ((17 07 1a 1)7 UL N VL) = HP<UJ-QVJ-)L(1’ 07 1a 1)H = ||PU+V(]-7 07 1a 1)” U?V

(1707171)_ pI‘Oj (1707171)

= |Py(1,0,1,1)]| = [|(1,0,1,1) — P+ (1,0,1,1)| =
(1,0,—-1,1)

1 2
= H(I,O, 1,1) — g(1,0,—1,1)H = g\/6.

10) Considere o produto interno usual em R*. Considere os seguintes subespacos de R*:
V={(z,y,z,w) eR*:x+y =0}, W = L({(0,0,1,1),(1,-1,0,0),(0,0,1,0)}).

a) Determine uma base ortogonal para V.

b) Determine Py (2,2,1,1).

c¢) Determine uma base ortogonal para R* que inclua 3 vectores de W.

a) Vl:({(x,y,z,w)ER4:m+y:0})l:(N[1 10 0])L=L({(171a070)})-

Logo {(1,1,0,0)} é uma base ortogonal para V*.
b) Como {(1,1,0,0)} é uma base ortogonal para V1, tem-se

Py(2,2,1,1) = (2,2,1,1) — Py (2,2,1,1) = (2,2,1,1) — proj (2,2,1,1) =
(1,1,0,0)

4
= (22.1,1) = 5(1,1,0,0)=(0,0,1,1).



c) Como R* = W+ @ W entao, aplicando o método de ortogonalizagao de Gram-Schmidt ao conjunto
{(0,0,1,1),(1,-1,0,0),(0,0,1,0)}, conclui-se que

(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,-1,0,0),(0,0,1,0) — proj (0,0,1,0) — proj (0,0,1,0)
N (0,0,1,1) (1,-1,0,0)
EWL (. ~ /
ew

1 1
= {(17 17070) ) (0707 17 1) ) (17 _17070> ) (0707 57 _5)}

¢ uma base ortogonal para R* que inclui 3 vectores de W.

e considere o produto interno usual. Diagonalize ortogonalmente A. Isto é,

11) Seja A =

N = DN

4
8
4

NGRS

determine uma matriz ortogonal P” e uma matriz diagonal D tais que D = PAPT.

|A] = 0 logo 0 é valor préprio de A. Como tr A =12 e
me (0) > my (0) =dimN (A)=nul[1 2 1]=2
entdo os valores préprios de A sdo 0 e 12 tendo-se |A — M| = (=A\)? (12— \) e
R* =N (A) & N (A —12]).
Como N (A) = L({(1,0,-1),(2,—1,0)}) e por A ser simétrica
N (A—121) = (N (4)" = L({(1,2,1)})

entao considerando a seguinte base ortogonal de N (A)

={(1,0,-1),(1,-1,1)}

(1,0,-1)

{(1,0,—1),(2,—1,0)— proj (2,—1,0)

——

¥2 B W6
00 0 5 3 G
etendose D=0 0 0 |,com P! = 0 _\/?g \/?6 tem-se D = PAPT.
0 0 12 _\/75 \/?5 \/Fé
Observagao. Podia ter-se calculado directamente N (A — 127).

2 1],ondelS’éabase

12) Considere em P; um produto interno (,) para o qual se tenha Gz = { 11

1 2

11 } e B. = {1,t}. Determine uma base ortonormada para

ordenada de P; que verifica Sp_.p5, = [

(L ({2 +3t})*.

<a0 + Cllt, bo + b1t> = ([(lo —+ alt]B)T GB [bo + blt][g =

6



= ([ao + at] )" [ - ] [bo + bif] s =

= (S, a0+ art]y )" {? ”530—13 [bo + bat] 5, =
) a0 e] el
NI

(L ({24 3t})*" = {bo + bit € Py : (24 3t,by + bit) = 0} =

:{b0+b1te731:[2 3]{_12 —52H2?}:0}=

= {bg + byt € Py : 11by — 4by = 0} = L ({11 + 4¢}) .
Logo {11 4 4t} é uma base ortogonal para (L ({2 + 3t}))". Como

||11+4t||:\/<11+4t,11+4t):\/[ 11 4] { _12 —52} [141 ] =5

1 4
entao {E + gt} ¢ uma base ortonormada para (L ({2 + 3t}))™.

13) Considere o subespago V' = {X € Mays (R) : tr X = 0} de Myy2(R). Considere em V' o produto
interno (,) : V' x V — R definido por

(A,B>:tr(A[g Z]BT>.

Considere ainda o subespaco W = {X ceV:.: X=X T} de V. Determine uma base ortonormada para
{XeV:(X,Y)=0, paratodo Y € W}.

(R R R A ERAH)
e {ls sl A1 22D

{X eV :(X,)Y)=0,paratodo Y € W} =

Tem-se

Logo



{[il}rdil]’[éip0<{i-ﬂ7{?él>} T
AR A I P R (A T IS
([0 % oo e mraemo} o ({[ %, 2]1).

Logo { [ 0 1 } } ¢ uma base ortogonal de {X € V : (X,Y) = 0, para todo Y € W}. Como

% )= (5 ][ ) ] ) -

(| o)

¢ uma base ortonormada para {X € V : (X,Y) =0, para todo Y € W}.

entao

14) Considere em R® o produto interno usual. Determine, justificando, uma matriz A € Msyz (R)
simétrica tal que det A = —5,

L(A+1)=L({(2,1,0),(-1,0,1)}) e L(A-5I)=L({(1,-1,0),(0,1,-1)}).

Como A é simétrica, entao A é ortogonalmente diagonalizdvel, e assim, como

NA+T) = (L(AH))L:N({_Zl ; (1)]):L({(1,—2,1)}),

1 -1
na-sn = ea-sny =~ ([ 700 ]) = raasoy,
e det A = —5, entao os valores préprios de A sao —1, 5 e 1, tendo-se
1 -2 1 1 01
va-n=x (11 7)) =~ ([o ) o]) - rcrom.
v2 A6 V3 V2 V2
2 & 3 1 0 0 -z 0 ¥ 2 21
LogoA=| 0 —%& B |l0 10| & _&6 ¥6|_|21 2],
V2o V6 V3 0 0 5 V3 V3 3 1 2 2
L 6 3 3 3 3 1
pe 5 ¥

15) Seja A invertivel do tipo n x n com > 2. Considere adj A = (cof A)T. Mostre que
adj (adj A) = (det A)"* A.

adj (adj A) = <cof ((cof A)T>>T — (Cof (|A\ A—l))T _

. .11 e
— det (JA] A7) (JA|AH T = 4] WmA:(detA) 2 A.



