
Resolução do 3o TESTE DE ÁLGEBRA LINEAR
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b) mg (1) = 1 pois ma (1) = 1 e mg (1) � ma (1). mg (2) = dimN (A� 2I) = nul
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Como ma (2) = 2 6= 1 = mg (2) então A não é diagonalizável.
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logo V ? = L (f(1; 0; 1; 1)g) e f(1; 0; 1; 1)g é uma base ortogonal para V ?.
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c) d ((1; 0;�1;�1) ; U + V ) = k(1; 0;�1;�1)� PU+V (1; 0;�1;�1)k =
U+V=V
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���� = (��) (2� �) (12� �). Logo os valores próprios

de A são: 0, 2 e 12. Como A é simétrica, então A é ortogonalmente diagonalizável. Como N (A) =
L (f(0; 1; 0)g), N (A� 2I) = L (f(�1; 0; 1)g) e N (A� 12I) = L (f(1; 0; 1)g) então poderá ter-se a
seguinte base ortonormada de R3 formada só por vectores próprios de A:(
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35, tem-se D = PAP T .
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logo a0 + a1t + a2t2 = 1 (2 + t) + (�1) (t+ 2t2) = 2 � 2t2. Assim
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é uma base ortonormada para U que inclui o vector
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6) Para que A e B sejam semelhantes é necessário (mas não su�ciente) que trA = trB e detA = detB,
ou seja, é necessário que a+4 = b�2 e que 3a = 24�3b. Assim, é necessário que a = 1 e b = 7. Vejamos se24 1 0 1
0 2 �1
0 �1 2

35 e
24 7 �4 0
6 �3 0
�6 4 1

35 são diagonalizáveis. Como
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������ = (3� �) (1� �)2 então ambas têm os mesmos valores próprios, comma (1) =

2 e ma (3) = 1 em ambas. Para A e para B tem-se mg (3) = 1 uma vez que ma (3) = 1. No entanto,
para A tem-se mg (1) = nul (A� I) = 1 mas para B tem-se mg (1) = nul (B � I) = 2. Logo A não é
diagonalizável mas B é. Se A e B fossem semelhantes então como B é diagonalizável, A também seria,
o que não acontece. Logo não existem a e b tais que A e B sejam semelhantes.

7) Sejam B;C 2 Mn�n (C) hermitianas e semide�nidas positivas tais que B2 = A = C2. Suponhamos
com vista a uma contradição que B 6= C. Seja � 6= 0 um valor próprio de B � C e seja u 6= 0 um vector
próprio associado, isto é, (B � C)u = �u. Tem-se
0 =
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= h(B (B � C) + (B � C)C)u; ui = hB (B � C)u; ui+h(B � C)Cu; ui =

(B�C)H=B�C

=
(B�C)H=B�C

hB (B � C)u; ui+ hCu; (B � C)ui = hB�u; ui+ hCu; �ui =
�2R

� (hBu; ui+ hCu; ui) :

Como � 6= 0 então
0 = � (hBu; ui+ hCu; ui), 0 = hBu; ui+ hCu; ui :

Por outro lado, como B e C são semide�nidas positivas então hBu; ui � 0 e hCu; ui � 0. Assim
0 = hBu; ui+ hCu; ui , hBu; ui = hCu; ui = 0:

Deste modo,
0 = 0� 0 = hBu; ui � hCu; ui = h(B � C)u; ui = h�u; ui = � kuk2 ;

ou seja, 0 = � kuk2 o que é uma contradição pois � 6= 0 e u 6= 0. Logo é única a matriz B hermitiana e
semide�nida positiva tal que B2 = A.
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