Resolucdo do 3° TESTE DE ALGEBRA LINEAR
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0 20

Como m, (2) =2 # 1 = m, (2) entdo A ndo é diagonalizével.

3)a)V=N([1 0 1 1])logoV+=L({(1,0,1,1)}) e {(1,0,1,1)} é uma base ortogonal para V.

10 0
ortogonal para U+. Logo Pyi (1,0,—1 —1) = Proju.1,1) (1,0, =1, —1) + proj 90 (1,0, —1,-1) =

(=3:0. =5, —5) -

b) Ut = N({ Lo = - D {(1,0,1,1),(0,1,0,0)}) e {(1,0,1,1),(0,1,0,0)} é uma base

C)d((l,O,—l,—l),U—l—V) = ||(1>07_17_1)_PU+V (17()’_1’_1)” = ||(1707_17_1)_PV (1a07_1a_1>” -

U+v=v

IPy2 (1,0, ~1,-1)|| = |[projo.1) (1,0, 1, —1)|| = [|5(1,0,1,1)|| = 4
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de A sdo: 0, 2 e 12. Como A é simétrica, entao A é ortogonalmente diagonalizével. Como N (A) =
L{{0,1,0)}), N(A—-2I) = L({(-1,0,1)}) e N(A—12I) = L({(1,0,1)}) entdo podera ter-se a
seguinte base ortonormada de R? formada sé por vectores préprios de A:

oo ((Feg) (F02))

T—X 5

£ w_y ' = (=A)(2—=X) (12— X). Logo os valores préprios



0 —¥2 2 00 0
2 2
Logo, por exemplo para PT = [ 1 0 0 e D=0 2 0 |,tem-se D= PAPT.
0 L2 £ 0 0 12

5) Seja B = {2+t,t+2t2}. Note-se que Gg =1 eque v2+/2t+/2t? = ‘/75 (2+ t)+\/7§ (t + 2t?). Seja
ag+ait+ast? € U tal que<\/§ + V2t + V212, ag + art + ast?) = 0. Como <\/§ + V2t + V212, ag + ait + ast?) =
+ + g Gpglag + art + ast?], = vz oy2 ap + ait + ast?], entao queremos determinar

\/5 ﬁt \/§t2 B B 2 2 B

ap + ait + ast* € U tal que [ 22 } lap + a1t + ast?]z = 0. Ora/\/’([ 2 2 ]) = L{(1,-1)}),

logo ag + ait + ast®> = 1(2+1t) + (=1) (t+2t3) = 2 — 22 Assim (V2 + V2t + 23,2 - 2?) = 0,
como |[V2+ V2t + V28| = 1e [2—26%| = /(2—22,2 —22) = \/[ 1 —1] { _11} — /2 entdo

{\/5 + V2t + V22,2 — \/§t2} ¢ uma base ortonormada para U que inclui o vector v/2 + /2 t + /2 t2.

6) Para que A e B sejam semelhantes é necessdrio (mas nao suficiente) que tr A = tr B e det A = det B,
ou seja, é necessdrio que a+4 = b—2 e que 3a = 24—3b. Assim, € necessédrio que a = 1 e b = 7. Vejamos se
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0 2 —-1|e| 6 =3 0 | sao diagonalizaveis. Como 0 2-X -1 |=B=-N1=-))7
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el 6 —-3-X 0 — (3= \) (1 — \)” entfio ambas tém os mesmos valores proprios, com m, (1) =

—6 4 1—A
2 e m,(3) = 1 em ambas. Para A e para B tem-se m, (3) = 1 uma vez que m, (3) = 1. No entanto,
para A tem-se my (1) = nul (A — 1) = 1 mas para B tem-se m, (1) = nul(B — ) = 2. Logo A nao é
diagonalizavel mas B é. Se A e B fossem semelhantes entdao como B é diagonalizavel, A também seria,
o que nao acontece. Logo nao existem a e b tais que A e B sejam semelhantes.

7) Sejam B,C € M, (C) hermitianas e semidefinidas positivas tais que B?> = A = C2. Suponhamos
com vista a uma contradigao que B # C. Seja A # 0 um valor préprio de B — C' e seja u # 0 um vector
proéprio associado, isto é, (B — C)u = Au. Tem-se

0= ((B* = C*) wu) = (BB = C)+ (B=C) C)uu) = (B(B-Quu)+{(B-C) Cu) =

= (B(B—C)u,u) + (Cu, (B —C)u) = (Blu,u) + (Cu, \u) = A ((Bu,u) + (Cu,u)) .
(B—C)'=B-C €

Como A # 0 entao
0= \((Bu,u) + (Cu,u)) < 0 = (Bu,u) + (Cu, u) .

Por outro lado, como B e C' sao semidefinidas positivas entao (Bu,u) > 0 e (Cu,u) > 0. Assim
0 = (Bu,u) + (Cu,u) < (Bu,u) = (Cu,u) = 0.

Deste modo,
ou seja, 0 = A ||ul|* o que é uma contradicao pois A # 0 e u # 0. Logo ¢ tnica a matriz B hermitiana e
semidefinida positiva tal que B% = A.



