Resolucgao do 3° TESTE DE ALGEBRA LINEAR
LEAN - LEMat - MEAer - MEAmbi - MEMec - MEEC

1) a) Vi=({(@xyzw) eR :z+y=0)"=WN[1 1 0 0]) =L({(1,1,0,0)}).

Logo {(1,1,0,0)} é uma base ortogonal para V.
b) Como {(1,1,0,0)} é uma base ortogonal para V1, tem-se

Py(2,2,1,1) = (2,2,1,1) = Py (2,2,1,1) = (2,2,1,1) — proj (2,2,1,1) =
(1,1,0,0)

4
= (22,1,1) - 5(1,1,0,0)=(0,0,1,1).

c) Como R* = W1 @ W entao, aplicando o método de ortogonalizacio de Gram-Schmidt ao conjunto
{(0,0,1,1),(1,-1,0,0),(0,0,1,0)}, conclui-se que

(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,-1,0,0),(0,0,1,0) — proj (0,0,1,0) — proj (0,0,1,0)
— (0,0,1,1) (1,-1,0,0)
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_ {(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,—1,0,0),(0,0,5,—5)}

¢ uma base ortogonal para R* que inclui 3 vectores de W.

2) Para que B seja ortonormada é necessdrio que se tenha G = I que por sua vez é simétrica e
definida positiva, pelo que a aplicacao

T
(,): Py x P, — R dada por (ag+ ayt, by + bit) = (SBCHB { ZO D I (SBCHB { 2(1) D

1

define em P; um produto interno, tendo-se

a=vaa= (RN () -

2 1 01 5 1 1
3) det A = (—2) (—1)*"* det _11 _21 (2) (1) = —2x2(=1)det | 1 -1 0 | =12#0,
1 -1 0 1| bt
logo A ¢é invertivel e (A7), = (de};A (cof A)T> 5y g (cof A) g =
50 2 10
=L (=1)*" det - = -1 (-2)(-1)*Pdet | -1 2 2| =-1
0 -2 0 0 L 1o
1 0 —-10



4) a) Como 7' (1,0,0) = (1,0,1), 7(0,1,0) = (0,1,0) e T (0,0,1) = (4,0,4) entao
1—A 0 4
Sendo A = M (T; B2, B3) tem-se det (A — A\I) = det 0 1-X 0
1 0 4— )\
= M 46X =5\ = —X(A—1)(A—5). Logo os valores préprios de T sdo: 0, 1 e 5. As respectivas
multiplicidades algébricas sao dadas por m, (0) = m, (1) = m, (5) = 1.
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b) Como N (T) = N'(4) = L({(~4,0.1)}), N'(T =) =N (A= D) =L{0.1,0)}) e

N (T —5I) ;/\/’(A— 5I) = L ({(1,0,1)}) entao B; = {( 4 0,1),(0,1,0),(1,0,1)} é base de R?

formada s6 por vectores préprios de T'.

Logo, tem-se M (T';By; By) =

o O O
o = O

0
0 | a qual é uma matriz diagonal.
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c) Como a matriz A= M (T;B8%,B%)=| 0 1 0 | nao ¢é simétrica pois A # A’ entdao A nao é or-
10 4

togonalmente diagonalizdvel, ou seja, ndo pode existir uma base ortogonal de R? formada sé por vec-
tores préprios de T'.

5) Como A é simétrica, entao A é ortogonalmente diagonalizdvel, e assim, como

Nsn = eaent=~(| 25 T]) =raa-2m.

1 -1
va-sn = st -x (|5 3 0 ]) - raaso,
e det A = —5, entao os valores préprios de A sao —1, 5 e 1, tendo-se
1 -2 1 1 01
va-n=-x (11 73] =~ (o ) o]) - rcrom.
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6) Sendo A € M,,«,, (C) uma matriz hermitiana, todos os seus valores préprios sao reais, além disso
A é unitariamente diagonalizavel tal como A% Se \ for valor préprio de A entdo Au = \u com u # 0
e A%y = Mu = Nu e assim \? é valor préprio de A%, aléem disso como A e A? sdo unitariamente
diagonalizéveis, os valores préprios de A% sdo todos os A\* com A valor préprio de A. Se A = 0 a
desigualdade fica provada. Seja A # 0. Como car A = n° de valores préprios nao nulos de A, sejam
AL, -y Acar 4 08 valores préprios niio nulos de A. Tem-se tr A = 34\, e tr (42) = 3" A2, Logo

car 4 car A car A 2 car A
tr A trA tr A
< ) Z 2 Z _5 trA
- ; ()\l C&I’A) )\ - (C&I‘A) ; )\lcarA
_ 2 tr A 2 _ trA e (trA)2
= tr(A)+carA(CarA 2trAcarA_tr(A) —

pelo que (tr A)* < (car A) tr (A2).



