Resolucao do 3° TESTE DE ALGEBRA LINEAR - LEIC-A

1) a)
) U={(v,y,z,w) ER* 12 —22=0ey—2w=0}=L({(2,0,1,0),(0,2,0,1)}).

O conjunto {(2,0,1,0),(0,2,0,1)} é uma base ortogonal para U, uma vez que é uma base de U (gera
10 -2 0 }

01 0 —2| = 2) e ¢ um conjunto ortogonal

U, é formado por dois vectores e dimU = nul {
<<(27 07 17 0)7 <07 27 07 1)> = O)

Justificagao alternativa: o conjunto {(2,0,1,0),(0,2,0,1)} é uma base ortogonal para U pois é
formado por dois vectores nao nulos e ortogonais entre si ({(2,0,1,0),(0,2,0,1)) = 0) num espago U de

. ~ . 10 -2 0
d1mensao2(d1mU—nul{0 1 0 _2}—2).

b)
V =L({(22,1,1),(0,0,2,2)}).

Pode usar-se Gram-Schmidt para construir uma base ortogonal para V' ou notar-se que
V =1L({(1,1,0,0),(0,0,1,1)})
e como ((1,1,0,0),(0,0,1,1)) = 0 ter-se entao

P, (1,1,-1,—-1) = proj (1,1,—1,—1)+ proj (1,1,—-1,-1) =
(1,1,0,0) (0,0,1,1)

_ <(1,1,0,0),(1,1,—1,—1))(1 10.0)+ ((0,0,1,1),(1,1,-1, —1))
I(1,1,0,0)| Y 1(0,0,1, 1)

=(1,1,0,0) 4 (0,0, —1,—1) = (1,1,—1, —1).

(0,0,1,1) =

Resolugao alternativa: como

1 3
(L1-1-1)=5(2211) - 7(0,0,2,2) €V

entao
Py(1,1,-1,-1)=(1,1,—-1,-1).
c)
d((1,1,-1,-1), U +V+) = HP<UL+VL)J_ (1,1,—1, —DH = | Porv (1,1, -1, =1)|.
Como
(1] (1) _02 _02 10 -2 0
Unv=nNll, 1 o o ~N[]lo1 0o —2||=L{E2211D}
00 1 -1 0ot



entao

d((1,1,-1,-1), U+ V*) = | Pyav (1,1, -1, -1)| =

2.2,1,1), (1,1, -1, -1
= pI'Oj (17]-7_17_]-) = H <( — ),< - 27 >>(2,2, ]_,1)H =
(2729171) H(27 27 ]" ]‘)H
0(2,2,1,1), (1,1, =1, 1)) 0(2,2,1,1),(1,1,—1,-1)) /2
||(27 27 17 1)|| Y ) b

2) a) Como B% = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} tem-se

N @) = rsiB) = (|1 g g |) = oo,

Como {(0,1,0)} gera N (T1) e {(0,1,0)} & linearmente independente, o conjunto {(0,1,0)} é entdo uma
base para N (T}). Logo dim N (T}) = 1 e tem-se

dimZ (T}) = dimR?® — dim N (T}) =3 — 1 =2 = dim P;.

Como dimZ (T}) = dim Py e Z (T7) C Py entao Z (Ty) = Py, isto é, Ty é sobrejectiva.

11

b) Como Sy .7 = [ 10

] entao

11 101 2 01
M(Tl;BS;BZ’I)=53ﬁ5z’1M<T1?53?B):{1 OH }:[ }

c) Como T5 é linear

1 1 1 1
T2(07 17 0) = T2 (17 17 1) - §T2 (17 Oa 2) - §T2 (27 07 1) = (L 1) - g (17 2) - g (Qa 1) - (07 0) .

Os vectores T (1,1,1) = (1,1) e T3 (1,0,2) = (1,2) sao linearmente independentes e como tal formam
uma base de R? (2 vectores independentes num espago de dimensdo 2 formam necessariamente uma base
desse espaco). Deste modo Z (T3) = R? uma vez que

R? = L ({T5(1,1,1),T5(1,0,2)}) € T (Ty) C R
Além disso, como

(1,-1)=(2,1) — (1,2) = T5(2,0,1) = 15 (1,0,2) = T5(1,0,-1),

Ty ¢é linear
o vector (1,0, —1) é uma solugao particular de Ty(z,y, z) = (1, —1). Por outro lado, como
dim N (T3) = dimR® — dimZ (Ty) =3 -2 =1
e (0,1,0) € N (Ty), tem-se N (T3) = L ({(0,1,0)}) e assim a solugao geral da equagao linear
To(z,y,2) = (1,—1)

2



é dada por

{<17 O? _1>} + L <{(07 17 O)}> :

d) Como T5(0,1,0) = (0,0) e

T5(1,0,0) = T5(2,0,1) —T»(1,1,1) +73(0,1,0) = (2,1) — (1,1) + (0,0) = (1,0),

T ¢é linear

T5(0,0,1) = = Ty(1,0,2) —T5(1,1,1) + 7(0,1,0) = (1,2) — (1,1) + (0,0) = (0,1)

T5 é linear

tem-se

w32y | 100
M(TZ,BC,BC)—{O 01
Seja M (T; B, B?) = [CCL Z] Tem-se (T o T}) (z,y,2) = Ty (z,y, 2), para todo o (z,y,2) € R® se e s6
se
M(T; Bl B2)M (Ty; BS; BIY) = M(Ty; B2 BY)
se e 80 se _ - -
a b][2 011 [10 0
cd|l1o1]7 o0 1]
ou seja, se e so se ) ) )
20+b 0 a+b] [1 0 0
[ 2c4d 0 c+d | |00 1]

1 —1 1 —1 a aog — a
- . RP1. R2) — : 0 | _ 0 1
Deste modo, tem-se M (T; B BZ) [ 1 9 } e assim { 1 9 } { X } [ 2 ; 1, pelo que

T'(ao + ait) = (ag — a1,2a; — ag) ,
para todo o ag + a1t € P;.

Ou

T oT; =1 T2 t] =
( © 1)(1‘,]4,2) 2(1‘,]4,2) ‘$+Z’+(.’13—|—Z) (I,Z)

ap al

) T (ap + art) = (ag — a1, —ap + 2a4).

2r + 2 = ap o Z = —ag + 2aq
r+z2=a T =ay— ai

3) Como
7(1,0,0) = (3,0,0), T(0,1,0)=(1,3,0) e T(0,0,1)=(0,0,2),

entao

M(T; B2 BY) =

S O W
O W =
N OO



Como os valores préprios de T sao os de M (T; B2; B2) e como M (T;B2; B2) é triangular superior, entao
os valores préprios de T sao as entradas da sua diagonal principal, neste caso 2 e 3, tendo-se m, (3) = 2
e m, (2) = 1. Por outro lado

01 0 01 0
my (3) = dimN (T — 31) = dim N 00 0 =nul |0 0 0 | =1
00 -1 00 —1
Como my (3) # m, (3) entdao 1" ndo é diagonalizével.
4) a)
3-x 1 0 N
det (A — AI) = det 1 3-X 0 :(2—)\)det[ 1 3_)\}:
0 0 2—-A

=2-N(B-N)"=-1)=2-NB-A+1D)B-2A-1)=2-N*4-)\).

Logo os valores proprios de A sao: 2 e 4. Como A é simétrica, entao A é ortogonalmente diagonalizével.
Como

N(A-2I)=L{(1,-1,0),(0,0,1)}) e N(A—4I)=L({(1,1,0)})

poder4 ter-se a seguinte base ortonormada de R3 formada sé por vectores préprios de A:

V2 V2 V2 V2
(220w (5:99)

Assim
2o 2 2 0 0
Pl=1| 2 o & e D=1]020
0 1 0 00 4
b) Tem-se
oo 27Tv2 0 012 -2 0 241 L2410
VA=P'VDP=| _¥2 o 2 0 VZ O[]0 0 1|=|-¥y1 L4110
0 1 0 0 0 2|[2 2 g 0 0 B

5) A base B ={1 +t,1+t%,1} é ortonormada se e s6 se Gz = I. Assim e atendendo a que
1117 [o 1 o0
Sgra_g=11 00 =10 0 1 |,
010 1 -1 -1
um produto interno em P, para o qual a base ordenada {1+t,1+ ¢, 1} seja ortonormada, serd dado por:

T

ao bO
(ao + art + agt? by + bit +bot?) = | Spry_ s | @ GpSyps_ g | 01 | =
)] by



:[ao aq &2]

1 -1 -1 b
1 2 1 b | =
11 2 b

Gobo — aobl — albo — Clobg + 2&11)1 — CLQbO + G,lbg + agbl -+ 2@2[)2

Relativamente a ele, tem-se
(LB +t+122+12})" =

311]_1

bo + byt + bat® € Pyt (bo, by, ba) € N [2 0 1

2
1
:{bo+b1t+b2t2€732 (bo,bl,bg)e./\/’(|: 1 0:|)} L {tQ

Como

1 -1 1770
122 = V{2, 12) = [001]{1 2 1}[0]@,

-1 1 2

entao {*/75752} ¢ uma base ortonormada para (L({3 4t + 12,2 + 2}))".

6) Seja
) 50 U={X € My, (R):tr(X)=0}.

Como tr (AX) = (AT, X') (produto interno usual em M,,,, (R)), tem-se
{A" € Myyn (R) : tr (AX) =0, paratodoo X € U} =

={A" € Mysn (R) : (AT, X) =0, paratodoo X € U} =U".

Por outro lado, como
dimU =n*-1, dimUt=1 e TeU'

tem-se
=L({I})
e assim
At e L({1}),
ou seja,
A=\,

para algum escalar \.



