Resolugao do 3° TESTE DE ALGEBRA LINEAR - LEIC
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1)a)U:/\/[O Lo }:/\/ 010 1].LogoUL:L({(1,o,1,o),(0,1,0,1)}). Como

o conjunto {(1,0,1,0),(0,1,0,1)} é ortogonal e nao contém o vector nulo, é entdo uma base ortogonal
I
para U—.

b) Base ortogonal de V' formada s6 por vectores préprios de A, utilizando o método de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt: {(1,0,0,1),(1,0,1,0) — proj; g1 (1,0,1,0)} = {(1,0,0,1),(3,0,1,—%) } ou ainda:
{(1,0,0,1),(1,0,2,—1)}. Logo Py (-—1,1,0,0) = Proj(1,0,0.1) (—=1,1,0,0) + Proj(10.2.-1) (—-1,1,0,0) =
—5(1,0,0,1) — £ (1,0,2,-1) = (—=2,0,—3, —3).

C) Como (0,1,0,0) S VJ_ :N|: 1- 8 (1] (1) :| = L({(_laOalvl)7(0717070)}) enté’Od((()?]-)OvO)?V) =
Py1(0,1,0,0 = 0,1,0,0)|| = 1.
H VJ-< y Ly )H (0,1,0,0)€V - H( y Lyt )H

-1
2) B = {(-1,1),(1,0)} ¢ uma base ordenada de R? e tem-se Sz .p = l _11 (1) } = { (1) 1 }

Para que B seja ortonormada é necessédrio que se tenha G = I que por sua vez é simétrica e definida

T
positiva, pelo que a aplicagao (,) : R? x R? — R dada por ((z1,22), (y1,%2)) = <[ o } ) I [ " } -
B B

L2 Y2

T

01 1 01 Y| define em R? um produto interno, tendo-se
11 ) 11 Yo

aomn- (2 (A2 1)(2]-

T 1 1 11
0 0 -1 01 (1) 11 (1) 1 1 11
3)det | -1 0 0 0 0 |=(—1)(—1)*"det =(=1)*'det | =1 0 1 |=1
-1 2 11
2 -1 2 11 1 0 00 2 11
4 1 0 00
4) a) Como T (1,0,0) = (1,0, —2), T'(0,1,0) = (0,0,0) e T'(0,0,1) = (0,1,1) entdo
1 00
M(T;B%:B) =] 0 0 1
-2 0 1
1—X 0 0
Sendo A = M (T; B3; B?) tem-se det (A — \I) = det 0o -x 1 = —A(A—=1)% Logo os
-2 0 1—-2AX
valores préprios de T sdo: 0 e 1. Como N (T) = N (A) = L({(0,1,0)}) e N (T —1I) = NA-I) =

L({(0,1,1)}) entao {(0,1,0)} é base do espago ;)r(’)prio N (T), e {(0,1,1)} & base do éspa(;o préprio
N (T —1). Além disso, como T nao é diagonalizavel, uma vez que dimR?® = 3 > 2 = dim N (T) +
dim N (T — I), entdao T nao é uma projecgao.

b) Como dim N (T) = N (T — I) = 1 e nao sendo os vectores de N (T') ortogonais aos de N (T — I),
entao nao poderao existir 2 vectores proprios de T' que sejam ortogonais, nao podendo assim fazer parte
de nenhuma base ortogonal de R3.



2—A 0 —2
5) det (A — \I) = det 0 4-X 0 = —\ (A —4)*. Logo os valores proprios de A sio: 0
—2 0 2—A
e 4. Como A é simétrica, entao A é ortogonalmente diagonalizdvel. Como

N(A) =L ({<170’ 1)}) ) N(A - 41) =L ({(07 170) ) (_1707 1)})

poderd, ter-se a seguinte base ortonormada de R?® formada sé por vectores préprios de A:

V2 V2 V2 V2
(202)oan (502}

20 2770 0 0 20 2 1 0 —1
Logo: B=| 0 1 0 020 0 1 0 |=]0 20

Y2 o 2 002][ - o £ -10 1

2 2 4, 2 2 4
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6) Como A é ndo invertivel entdo 0 é valor préprio de A. Como N (A —21) = L ({(1,0,1),(0,1,0)})
e o conjunto {(1,0,1),(0,1,0)} ¢ linearmente independente entdao m, (2) = dimN (A —27) = 2. Assim
0 e 2 sao os tnicos valores préprios de A. Como A é simétrica e s6 tem 2 valores préprios entao

N(A):(N(A_zz))lzfv[é ! H:L({(—Lo,n}).

Como A é simétrica, entao A ¢é ortogonalmente diagonalizdvel. Uma base ortonormada de R? formada
s6 por vectores proprios de A:

2 2 2 2
V20 V2Y oo (Y20 2 L
2 2 2 2
V2 V2 V2 V2
2o -21[200 20 ¥ 101
Assim, tem-se: A= 0 1 0 020 0 1 0 |(=]1020
V2 o) 2 0 00 _V2 g 2 1 01
L 2 . 2 2 4
PT D P

7) Como A é normal, entdo A ¢é unitariamente diagonalizdvel, isto é, existe uma matriz unitdria U*

N O - 0
tal que A =U"DU, com D = 0 e os \; eventualmente nao todos distintos.
R 0
0 -+ 0 \,
% se N #0ei=j
Considerando Q = U#CU com C = (¢;j) eci; =4 1 se \=0ei=j tem-se
0 se 1#]

Q" =1 e AHQ = A.



