Analise Complexa e Equacgoes Diferenciais
1° Semestre de 2016/17
MEAer e LEMat
Exercicios para as aulas praticas

I Numeros complexos (19-23/9/2016)

1. Escreva os seguintes nimeros complexos na forma algébrica e represente-os no plano

de Argand:

a) (2+i)(1—i)=3—1,
147

b) 5 =5

¢) T =11

d) (2 —3i)? = -5 —12i,
e) (1—2i)° = —11+2i,
£) Sl =i,

2. Determine o modulo e o argumento dos seguintes niimeros complexos e represente-os
no plano de Argand:




d) |z +w| < |z 4 [w],
e) |z —w| = 2] = |wl]].
. Calcule as raizes cubicas de —8i e assinale-as no plano complexo. Resposta: 2F (—i%),
2E(i%), 2E(iF).
. Determine para que valores de 0, pertencentes ao intervalo | — 7, 7], se tem
11+ E(if)| = V2.
Resposta: £3.

. Sejam z1, 2o € z3 trés nimeros complexos de modulo unitario satisfazendo z1+29+23 =

0. Mostre que esses complexos sao vértices de um triangulo equilatero. Sugestao:

Comece por reduzir ao caso em que z; = 1; verifique que entao 2, e z3 sao conjugados;
— 14 V3 — 13

logo zp = — 5 £ i e z3 = — 5 F 0.

. Determine as solucoes das seguintes equacoes:
(i)
(i) 1—2+2>=0. Resposta: V3,
(i) 25—2'+22—-1=0. Resposta: 1, E(+i%), E(+i®F).
)

1+ 2+42"+..4+2"=0. Resposta: —1, i, B(+iZ), E(£i2).

6 _ 6 : - i
(1 —2)%=(1+2)% Resposta: 0, +iy/3, +5

(iv



IT Ntameros complexos, fungoes complexas (26-30/9/2016)
1. Calcule e represente no plano de Argand:
a) v/i. Resposta: E(i%), E(i%’r), E(z%’r)
b) /—1. Resposta: E(i%), E(i%), E(i%F), E(iT).
¢) V1 —1i. Resposta: WE(—Z’%), WE(Z%)
2. Verifique se {(¥/z)2} = {V/22} para todo o z € C.
3. a) Determine a equagao da recta que passa por —1 e i. Resposta: (—1+4)z+ (—1—
i)z —2=0.
b) Determine a equagdo da circunferéncia que tem centro em —1 e passa por i.
Resposta: [z 4+ 1| =vV2 & 2|2 +2+Z—1=0.
¢) Determine dois pontos da recta (1 — 2i)z + (1 + 2i)Z — 2 = 0. Resposta: 1 e L.
d) Determine o centro e o raio da circunferéncia |z|> — (1 — i)z — (1 + i)z +1 = 0.

Resposta: 1+ e 1.

4. Represente a imagem das duas rectas e das duas circunferéncias por z — %:
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5. Calcule as imagens das regioes R pelas funcoes f:

a) R={z€C:|z| <2, n/d<argz <7m/2}, f(z) = 2%
b) R={z€C:|z| <2}, f(rE(i0)) = /rE(i0/3) com —1 < 0 < .

) R={zeC:|z| <1}, f(z) = 5.
Resposta: {ze@:?Rz> %}



d) R={z€C:|z| <1}, f(z) = &=
Resposta: {z € C: (1 —i)z > 0}.

) R={2€C:1<Rz<2, 0<S2<1, [z=-2]>1}, f(z) =25
Resposta: {ZGCZO<§RZ<%, }z+%}>%, }z—%}>%}

fy R={z€C:Rz> 1,82 <0}, f(z) =
Resposta: {z € C: |z —3| <3, [z+ %]

1

2}

. Sejam a e b nimeros complexos. Prove usando complexos que
z—a

R =0

representa a equacao de uma circunferéncia com diametro de extremidades em a e b.

1
z+1i
>




IIT Transformacoes conformes e diferenciabilidade de funcoes com-
plexas (3-7/10/2016)

1. Calcule as imagens das regioes R pelas fungoes f:

a) R={2¢€ C: Rz >0}, f(z2) = % (transformagao conforme de um semiplano
num disco).

b)) R={2€C:|z| <1leSz>0} f(2) = (%})2 (transformagao conforme de um
semidisco num semiplano).

¢) R=C\{z=2+i0€C:ze[-1,1]}, f(z) = /2 (transformacao conforme

do complemento de um segmento de recta num semiplano).

2. Estude a diferenciabilidade de = + iy — " E(iy).
Resposta: A fungao é diferencidvel em qualquer z = x 4 iy € C e com derivada igual
a funcao.

3. Estude a diferenciabilidade da funcao f : C — C, definida por
flz+iy) = (2* = y°) +i(2zy + cosy).
Resposta: f é diferenciavel quando y = km, com k € Z. Neste caso, f'(z) = 2z.

4. Estude a diferenciabilidade das funcoes z — 22, z +— 22z e z — |2]|Z.
Resposta: Qualquer das funcoes ¢é diferencidvel apenas em 2z = 0 e com derivada nula.

5. Estude a diferenciabilidade da funcao f : C — C, definida por
fla+iy) =Lz +1)° +y° +iy.
Resposta: f'(—=2,0) =1e f'(0,0) = 1.
6. Determine o conjunto dos pontos onde a funcao f : C — C, definida por
f@+iy) = =(z+ DEGY) + iz — 1) E(=y),

¢ diferenciavel.
Resposta: f ¢ diferencidvel quando # = 0 ou quando y = — § + k7 com k € Z.



IV Diferenciabilidade de fungoes complexas em coordenadas po-

lares, séries de poténcias complexas, exponencial, logaritmo
(10-14/10/2016)

1. Usando a equacao de Cauchy-Riemann na forma polar, prove a diferenciabilidade e
calcule a derivada de

a) z+— 1/2" com n € Ny;

b) z + {/z onde Vreil = /re?’/™ com —1 < § < m, onde n € N. Esta funcio é
diferenciavel no eixo real negativo? E em zero?

2. Estude a diferenciabilidade e calcule a derivada da funcao f : C — C, definida por
f(re®®)y =72 +i0 parar >0e —7 <0 <, e por f(0) = 0.

3. Considere a funcao f: C\ {0} — C, definida por
flre®®) = (rinr —r?)e®.

a) Estude a diferenciabilidade e calcule a derivada de f.
b) Determine se f pode ser prolongada por continuidade a origem. Em caso afir-
mativo, estude a diferenciabilidade do prolongamento na origem.

4. Determine o raio de convergéncia de

) D02, Resposta: R =1,

) 322 ,n2", Resposta: R =1,

) Y oor,e"z", Resposta: R=e!,
d) > 02 nlz", Resposta: R =0,

) Yool 272", Resposta: R =4,

f) 37 2@ (D" Resposta: R =0,
8) D ngz Resposta: R =1/2.

e

5. Esboce a imagem de {z € C: 0 < Rz < 1, 0 < Yz < 7} por z — €.
6. Obtenha o desenvolvimento em série de poténcias de sin z.

7. Estude a diferenciabilidade de z + log z, onde
log (re”) =Inr +4i0 com —7<fO<7

é o logaritmo principal.



. Esboce a imagem de {z € C: Rz < 0, |z| > 1} por z — log z onde log designa o
logaritmo principal.

. Calcule

log(—i), Resposta: —im/2,
log(1 —4), Resposta: In2/2 —in/4,

c log(% + ?z), Resposta: im/3,

Resposta: e /2,

. Estabelega as seguintes identidades (onde z € C):

a) cos?z +sinz =1,

b) cos(iz) = cosh(z),

)
)
) sin(iz) = isinh z,
)
)

o
w0

( i
d) sin(z + w) =sinz - cosw + cos z - sin w.

e sin(—i log(iz + V1 — 22)> = 2.
. Mostre que a funcao sin z é ilimitada em qualquer recta nao paralela ao eixo real.
. Resolva as seguintes equacoes:

a) e =—1, Resposta: z =1i(2k + 1),
b) log(i — z) =1, Resposta: z = —e + 1,

¢) sinz —cosz =1, Resposta: z = —%“ +2ﬁk—iln(l%§> ou
z:§+27rk—iln<f\3/;) com k € 7.



Integrais de Funcgoes Complexas, Teorema Fundamental do
Calculo, Teorema de Cauchy, Férmula Integral de Cauchy (17-
21/10/2016)

. Calcule usando a definicao
a) fﬁ{%dz onde v ¢é o segmento de recta que une 1 a 2+ 3¢. R: 6 + 3i.
b) fv 2?>dz, onde v é o arco de circunferéncia que une 3 a 1 — 2i e que passa por

. o (1—24)3 33

c) [, Zdz onde v é o trogo de pardbola {z +iy € C:y = 2%} com inicio em 0 e fim
em 1 +i. Resposta: 1+ 3. R: 1+ 3.
d) lelzr arg z |dz|, onde arg z designa o argumento principal. R: 0.
. Calcule ao longo de uma curva no primeiro quadrante:
a) 1+szz r: —2+414
b) fl (14 y/z)dz, onde \/z designa a raiz principal; 1 i — 1+ 2 (— 2y 2y 1);
c) me/z 2 dz; 1 1*—262
)

d

1 ldz o T

. Justifique que

a) z— [ e dw,

b) z fOZQ sin(w?) dw, e

)z [P e du

so fungoes bem definidas. Calcule as suas derivadas. R: e"%, 2z sin(z%), e cos z €5 2.
. Calcule

a f| =12 L dz; v 2mi;

)
)leWder
)
d)

=3

. 2me.

¢ f|| s oo 45 1 g

f|5(z2 Z+4dzr0

. Calcule

a) fll 25mdz r: 27



b) f|z|:2Wdz, ne€Z;r: 0sen#—1,2misen =1,

c) f|z|:2 % dz,ne€Z;r: 0sen <0, (ani)!Z"_le_Q se n > 0;
d) f|271|:1 ﬁ dz; i — %i;

e) f|z|:37r M2z 1 0.

. Seja A € R e considere a funcao u(z,y) = 23\* — 3zy\.

(i) Determine para que valores de A a fungao u é harmonica.
Resposta: A =0ou A = +£1

(ii) Considere A = 1. Determine uma funcao inteira f tal que f(0) = i e a parte
real de f é u.
Resposta: f(x +iy) = 23 — 3zy® +i(32%y — y> + 1)
(iii) Calcule o integral
f (f) &
lz|=1
onde a circunferéncia é percorrida uma vez no sentido directo.
Resposta: 2w

. Seja f uma funcao inteira que satisfaz |f(z)| < ¢(1+|z|?) para determinado ¢ em R*.
O que pode afirmar quanto a f? Sugestao: Prove uma generalizacao do Teorema de
Liouville.

. Sejam a € C e r > 0. Suponha f é inteira e que o seu contradominio nao intersecta
a bola aberta de raio r centrada em a. Prove que f é constante.



VI Séries de Taylor e de Laurent, Teorema dos Residuos (24-
28/10/2016)

1. Calcule o desenvolvimento em série de Taylor ou Laurent em torno do ponto zero,
indicando a maior regiao onde ¢ valido:

a

b

;I En OZ para|z|<1
1+z’ r: Y7o (—2)" para 2] < 1
¢ 1+z2’ I o ao(—1)"e® para |z < L;

d T oo nz" ! para |z| < 1;

n=1
f) 2z e* Yo7 2 para todo o z;

g) zr>sinz; Yy 2 (— 1)"(; :1), para todo o z;

)
) =
) 2
) =
e) z|—>log(1+z) DY % para |z| < 1;
)
)
h) z+cosz® >0 (= 1)"(26), para todo o z;
i) 2z es. 1 >y =i para todo o z # 0;

2. Calcule o desenvolvimento em série de Taylor ou Laurent em torno do ponto a,
indicando a maior regiao onde ¢é valido:

a) z+> L em torno de a; 11 Yo 0(—1)"(Z;f)ln para |z — a| < |al;
b) z+— % emtornode a =1;1: > o ((n+1)(=1)"(z — 1)" para |z — 1| < 1;

c m em torno de a = 2;

e ) em torno de a; 11 > _o° < (z — a)""! para |z — a| > 0;

f — — em tornode a = 1;1: 37 (1 - 2n%)(z — 1) para |z — 1| < 1;

)
)
) =
d) z— 22 em tornode a=1;1: (2 —1)3+3(2 —1)>+ 3(2 — 1) + 1 para todo o z;
) =
) =
g)

z > log(2*+2z+2) em tornodea = —1;1: ) 02 (n+)1 (2+1)?"*2 para |z+1| < 1.

3. Calcule

a) fj;o 121+4 dr = 3;

b) f+oo - 7 dr = 3

—oo (z2+1)

+o0o 1'2 .
¢) 0  (1+a?)(d+a?) dr =

™
6"

10



+oo de 27 . A 3
d) [, = T = 303 Sugestao: integre ao longo de um contorno que contenha um

terco de circunferéncia de raio R e dois segmentos de recta, de zero a R e de zero
a Rei27r/3

. Calcule o desenvolvimento em série de Laurent da funcao f : C\ {1,2} — C, definida

por f(2) = 5"

a) na regido {z € C: |z| < 1}; resposta: > oo (27D — 1)z

)

b) na regiao {z € C: 1 < |z| < 2}; resposta: ZZOZO Z— (1) 4 ST
)
)

0o 1-2n

c¢) na regiao {z € C: 2 < |2[}; resposta: >~ i1

d) Calcule f‘z‘:r f(z)dz para r = %, % e g; r: 0, 277 e 0.

. Em que regioes se pode desenvolver em série z — ﬁ em torno de 2+ 2:7 Resposta:
Em 4 regides, |z—(24+21)| < v/2, V2 < |2—(2+2i)| < V10, V10 < |2—(2421)| < 3v/2
elz— (24 2i)] > 3V2.
1
/ 22 sin = dz,
|z|=1 Z

com a circunferéncia descrita no sentido directo. Classifique as singularidades da

fungao integranda. Resposta: — %, singularidade essencial em 0.

. Calcule

. Seja f : C\ {0,1} — C definida por f(z) = log(zljz), onde log desgina o logaritmo
principal.

zn74

a) Desenvolva f em série de Laurent, em torno de 0. R: —> 7,

b) Calcule fa{ZEC:|§Rz\<%, |3z <2} f(z)
mula Integral de Cauchy. R: —

—.
dz, integrando e série de Laurent e usando a For-
2mi
3

11



VIII Esbogo de campos de direcgoes (7-11/11/2016)

1.

Esboce os campos de direcgoes e os graficos das solugoes das seguintes equacoes
diferenciais:

a) ¥ =y(y’ —1),
b) ¥ =y*+1,

¢) y' =cos(y —1),
d) y' = —ty,

e) y' =44,

f) y =25,

g) v = -5

Determine as curvas ortogonais as solugdes de 3y’ = y e esboce-as. Resposta: L =
—t+c.

Considere y' = /1 —y2. Esboce o campo de direcgoes e os graficos das solugoes.
Determine se as rectas y = —1 e y = 1 sao assimptotas dos graficos das solucoes
ou se as solucoes nao constantes atingem os valores —1 e 1. Discuta o problema da
unicidade de soluc¢ao. Resposta: y = sin(t + ¢) para t € [— 5—C5— c}. As solucoes
com condi¢ao inicial y(tg) = —1 ou com condicao inicial y(ty) = 1 ndo sdo unicas.

Esboce o campo de direcgoes de y' = 2,/y. Determine todas as solucoes com y(0) = 0.
Resposta: Seja ¢ € [0, +00]. Entao

0 set<c
y(t):{ (t —c)? seth:
é solucao do problema.
Esboce o campo de direccgoes e os graficos das solugoes da equacgao diferencial
y = siny.

Determine as curvas ortogonais aos graficos das solucoes. Resposta: cosy =1t + c.

12



IX

1.

Edo’s escalares de primeira ordem (14-18/11/2016)

Determine a solucao da equagao diferencial que satisfaz a condigao inicial y(xg) = yo.

a) y — 2y = 2ze” . Resposta: y = yoe® %0 + % (22 — 22).

b) y —tan(x)y = sinx, com xy # § + k7 (k inteiro). Resposta: g cosx = yg cos 2 +
L(sin® 2 — sin® zy).
y = eV, Solugao: y = —In(e ¥ — ¥ 4 ™).

)

) xyy’ + 1+ y? =0, com zoyo # 0. Resposta: y? = (1 + yg)i—é —

e) (223+zy®)+(x?y+2y%)y’ = 0, com yo # 0. Resposta: xt+z2y*+y* = 2i+23y2+ye.
) y; +2ye” + (y+e*)y’ =0, com yy # —e . Resposta: o factor integrante é e” e

a solugao %ex + ye¥* = %emo + ype®o,

Considere a equacao diferencial

(42°y + 3xy® + 2y°) + (22° 4 3%y + 4day?) dy _ 0

Y
dx
a) Mostre que tem um factor integrante do tipo p = pu(zy).

b) Mostre que a solu¢do com condi¢ao inicial y(—1) = 1 é dada implicitamente pela
expressao zly? + 23y + 2%yt = 1.

Determine a solugao de
1 2
—y — Sy=xrhz
x x

que satisfaz y(e) = e*. Resposta: y(x) = 2*(xlnz —x + 1).
Considere a equacao diferencial ordinaria de primeira ordem
2t +y—yy =0.

Verifique que y — 2t é factor integrante. Resolva a equagao diferencial. Resposta:
y2t — %t?’ — %y?’ =c.

13



Sistemas de edo’s lineares de primeira ordem com coeficientes
constantes (21-25/11/2016)

. Calcule a solugao de X' = AX, com X(0) = Xy, e esboce o retrato de fase dos
sistemas:

1 €3t+67t €3t—€7t

a) A= l4 1 ] Resposta: X (t) = l st 2 Btpet }Xo-

e —e 3

1 —4 4—e3t  4e73t—4

b) A= l 1 4 ] Resposta: X(t) = l TR }Xo-
3 3

HE SN 0

a) Determine a solucao que vale [ io } em t = 0.
0

T | TotY 4|1 To— Yo _= 1
[y]_ 2 e [1]+ 5 e 1 |-

b) Esboce o retrato de fase do sistema, tendo o cuidado de identificar o comporta-
mento assimptético das solucoes quando t tende para +oc.
Resposta:

. Considere o sistema

Resposta:

Y

\ //
\
N \\/

T~ s

\J/r"\\\ -
NN
/ AN \

Figura 1: Retrato de fase do sistema (1).

3. Considere o sistema

M= pojot

I[}] :

BT N[+



a) Determine a solucao que vale [ ZO } em t = 0.
0

T | To—Yo 9| 1 To+Yo g | 1
[y]_72 e [_1]+ 5 e 1|

b) Esboce o retrato de fase do sistema.
Resposta:

Resposta:

Figura 2: Retrato de fase do sistema (2).

4. Considere o sistema

a) Determine a solucao que vale [ zo } em t = 0.
0

Resposta:

b) Esboce o retrato de fase do sistema.
Resposta:

15



N\

N\

Figura 3: Retrato de fase do sistema (3).

At

5. Para cada uma das seguintes matrizes determine e e esboce o retrato de fase do

sistema X' = AX:

a) A= 0 4 } Resposta: et = [

cos(4t)  sin(4t) }
4 0 |

—sin(4t) cos(4t)

i _ At 2t 9 At 2t
b) A= o 3} Resposta: €At:l|:3664t_ o S }

11 2 e —ett 4 3e?t
(-4 12 o s [1-6t 6t
C)A—__3 8]' Resposta: et = e 3¢ 146t |
Q) A= 5 —4 R fa: oAl _ ot cos(2t) + sin(2t) —2sin(2t)
12 1 espostas e = ¢ sin(2t) cos(2t) —sin(2t) |
6. Seja
1 01
A=10 10
1 01
Mostre que

cosht 0 sinht
et = ¢t 0 1 0
sinht 0 cosht

16



X1 Edo’s escalares de primeira ordem, Sistemas de edo’s line-
ares de primeira ordem com coeficientes constantes (28/11-
02/12/2016)

1. Considere a equacao y' = t22;52, com yoto # 0. Seja v = ¥. Verifique que

e que ¢y = tv' + v. Determine v e seguidamente y.

Resposta: 1 — 3v? = = e 3 = 3ty* = ¢ (c = t§ — 3toyg).

12—y _ 1-=2?
2ty 2v

2. Considere a equacao diferencial
y = flat +by +c)
em que a, b, ¢ sao constantes reais e f : R — R é uma funcao continua.

a) Mostre que a substituicao v = at + by + ¢, transforma a equac¢ao numa equagao
separdvel. Resposta: v = bf(v) + a.

b) Resolva o problema de valor inicial

y — 62t+y—1 _ 2 ’ y(o) — 1
Resposta: y(t) =1 — 2t —In(1 —t).

3. Calcule as duas primeiras iteradas de Picard para 3’ = t* + y* com y(0) = 0.

Resposta:
yO(t) = 07
t3
y(t) = 3
A
) = —+—.
wll) = 315
4. Considere o problema de valor inicial
{y“=mn%
y(0) =7

Tomando como iterada de Picard de ordem zero yo(t) = T, calcule y; () e y»(t). Qual
o dominio de y,7

Resposta:
T
yO(t) = Z)
T
n(t) = 1t
1 3
ya(t) = g—éln2—ln[cos(%+tﬂ, para — Zﬂ <t< %

17



5. Considere a equacao diferencial

a)

dy_ v
dx 4y? + 2

Mostre que esta equagao tem um factor integrante pu = pu(y).

Resposta: pu(y) =y

b) Determine a solugao que satisfaz a condigao inicial y(1) = 1.

6. Considere a matriz A = [

a)

b)

—z+Vz2+48
2

4

Calcule e4*. Resposta: et = et [

Resposta: y(x) =

—_ =

sint cost

Calcule a solugao de {z} :A{z},com [SL’(O)}: {xo}'

cost —sint ]

y(0) Yo

Respostas { z(t) } _ At { To } _ ot [ xocost — ypsint }

y(t) Yo ZTosint + yo cost
Em termos de coordenadas polares, x = rcosf e y = rsin6, verifique que o sis-
tema da alinea b) pode ser escrito 7’ = r e #' = 1, ou seja, % = r. Resolva para

r em funcao de 6.

Resposta: Substituindo x = rcosf e y = rsinf no sistema obtém-se

r'cost —rsinf 0 =rcos —rsinf,
r'sinf —rcos@8 =rcosf -+ rsinf.

Multiplicando a primeira equacao do sistema por cosf, a segunda equagao por
sinf, e adicionando os resultados, vem ' = r. Finalmente,substituindo r’ por r
numa das equacoes do sistema, conclui-se que ¢ = 1. Logo,

dr dr/dt

do — dojdt 1

De % = r tira-se r = rye?~%.

18
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T

N0

Figura 4: Esboco da curva descrita por 7 = r9e?~% no plano (z,y).
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XII Edo’slineares escalares de ordem superior a um (5-9/12/2016)

1. Determine as solucoes de

a) y" —y = 0. Resposta: y = cie’ + cpe™!;

)
b) ¥ =3y —4y =0, y(0) = 1, y'(0) = 0. Resposta: y = +e* + 2e7;
c) y” +y = 0. Resposta: y = ¢y cos(t) + ¢ sin(t);
d) y" — 2y + 5y = 0. Resposta: y = e’(c; cos(2t) + ¢ sin(2t));
e) v' +2y +y=0. Resposta: y = cre™" + cate™.
2. Determine as solucgoes de
a) ¥ — 5y + 6y = €. Resposta: y = 1e' + c1e? + cpe™;
b) 4" — 5y’ + 6y = e*. Resposta: y = —te? + c1e? + cpe;

c) y' =5y + 6y =t+te + 1.
Resposta: y = & + £+ 1(3 + 2t)e’ + c1e* + e e 0 aniquilador do 2° membro &

D*(D — 1)
d) ¥’ — 5y + 6y = sin(t).
Resposta: y = w + c1e? 4 e’ e o aniquilador do 2° membro é D? + 1;

e) vy’ — 5y + 6y = sin*(t) = (1 — cos(21)).

Resposta: y = & + Ssin@)—cos() 4 62 4 )3 e o aniquilador do 2° membro é

104
D(D?* + 4);

f) v +y' — 6y =sint + te*.
Resposta: y = —o-te? + f-¢2e? — Tonlacost 4 ¢ 02 4 073! ¢ 0 aniquilador do 2°

membro é (D? + 1)(D — 2)?
g) y"—5y'+6y = te* sin(3t). Resposta: o aniquilador do 2° membro é ((D—2)%+9)2.
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XIII Séries de Fourier, equagao do calor, equacao das ondas,
equacao de Laplace (12-16/12/2016)

1. Determine a série de Fourier da funcao f no intervalo especificado:
a) f(x)=a; |zf <1
Resposta: f(x) = 2

s

sin(mx) sin(2mx) sin(3wx)
(e _ e o ).

b) flz) =2 [z <.

Resposta: primitivando por partes, obtém-se

2 2 2
/x2 cos(nzx) dr = % sin(nz) + T cos(nzx) — " sin(nz).

Isto conduz a

12 22 32

fe) = n {cos(x) cos(2¢) | cos(3r) } |

3
2. Seja g : [0, 7] — R, definida por g(s) = sin s. Determine a expansao de g em série de
cossenos. Nota: 2sin s cos(ns) = sin((n + 1)s) — sin((n — 1)s).

Resposta:

411 1 1 1
sins = - {5 ~mq cos(2s) — 1 cos(4s) — 1 cos(6s) + .. } :

3. Determine os valores préprios e as funcoes préprias do operador —D? definido no
espago {y € C?[0,1] : y/(0) =0 e y/(I) = 0}.

n2n?

Resposta: Os valores préprios siao A, = "7, com n € Ny, as fungoes proprias
proprias correspondentes sao y,(t) = a, cos(“™), com a, € C\ {0}.

4. Determine a solucao de

ur = u,, para (z,t) € [0, 1] x [0, +o0],
uz(0,8) =0, u,(1,t) =0 parat € [0, +o0],
u(z,0) = 3cos(2mz) — 5cos(4drx) para x € [0, 1].

Resposta: u(z,t) = 322 ™ cos(2mx) — e 94 ™ cos(4mx).
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5. Determine a solugao de

Au(x,y) = Ugy + Uy, =0 para (z,y) € [0,a] x [0, ],
u(0,y) =0 para y € [0, b],
u(a,y) =0 para y € [0, b],
u(z,0) =0 para z € [0, al,
u(z,b) = f(x) para z € [0, a.

Resposta:

u(z,y) = Z d, sinh(nzy) sin(nzx),
n=1

, mrx
d, = smh mrb / f(z sm )daz.

co1m

6. Resolva o problema

Up = Uyy + e tsine para (x,t) € [0, 7] x [0, 4+00],
u(0,t) =u(m,t) =0 parat € [0,+o0],
u(z,0) = ug(x) para z € [0, 7).
Resposta:
u(x,t) = (cre” " +te ") sinx + Z cpe " sin(nx).
com

== /0 o) sin(n) dar

™

7. Determine a solucao de

Up = Uge +u  para (z,t) € [0,10] x [0, +o0],

u(0,t) = u(10,t) =0 parat € [0, +o0],

u(z,0) = 3sin(2rx) — 7sin(4nx) para x € [0, 10].
Resposta: u(x,t) = 3sin(2rz)e =47 — 7sin(4mz)e 167,

8. Determine a solucao de

uy = *u,, para (z,t) € [0,4] x [0, +o0],
uz(0,1) = u,(¢,t) =0 parat € [0, +o0],
u(z,0) = f(z), u(x,0) =g(x) parazx € |0,].

no caso
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a) f(z) = cos(*2Z) e g(x) = cos(Z2).

Resposta: u(z,t) = 005(472“) cos(4”) + % Sm(ﬁmt) cos(ﬁﬂ).

b) feC® gel? f(0)=g(0)=f(t) =g'(t) =0.
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