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[3,0 val ] 1. Considere a funcio g : C — C definida por
gz +iy) = 2* + 3z —y* +iy(—1— 27)

a) Estude a diferenciabilidade da fungdo g e calcule o valor da derivada nos pontos onde g é diferencidvel.
b) Determine uma fungdo inteira f : C — C tal que

Re f(z +iy) = 2* + 3z — ¢? e f@) =—1.

i+ f(2)
§,§z—2 (z +1)? a2

onde a circunferéncia é percorrida uma vez no sentido directo.

c) Calcule o integral

Resolucao:

a) Para que g seja diferencidvel, no sentido complexo, num ponto z = z+iy € C deve ser R-diferenciavel
e satisfazer as equacdes de Cauchy-Riemann nesse ponto. Primeiro, g é R-diferencidvel para qualquer
z =z + iy € C porque:
g é dada por um polinémio em (z,y).
Segundo, as fungdes u(z,y) = 22 + 3z — y? e v(z,y) = y(—1 — 2x), tais que g(z +iy) = u(x,y) +
iv(x,y), verificam as equagdes de Cauchy-Riemann

ou __ Ov
g—m—a—ya o 243r=—-1—-2x - r=—1
oy = " o8 —2y=—(-2y) y=0

apenas para z = —1 +i0. Ent3o g é diferencidvel apenas no ponto z = —1 com derivada
ou v
"(-1) = =—(-1,0) +i—(-1,0) = —2+3 = 1.
g'(-1) = 5o (-1,0) +i52(=1,0) = —2 +

b) Com wu(x,y) = x® + 3x — y?, para que f = u + 10 seja inteira é necessario que sejam satisfeitas as
equagdes de Cauchy-Riemann

{ by = 9 =22+3 {5($,y)2wy+3y+0(w)
o __ ou __ / _

L=-Gr=2 2y+C'(x) =2y

Da segunda equacdo conclui-se que C’(z) = 0 pelo que C(z) = C onde C' é uma constante real.
Como f(i) = —1, tem-se ¥(0,1) = 0 < C' = —3 e portanto

flz+iy) = 2 + 3z — y* +i(22y + 3y — 3).

c) Dado que f é inteira, e o niimero zp = —i estd no interior da circunferéncia C' = {z : |z| = 2}, a
férmula integral de Cauchy leva a

55 i+ /@) dz = 2mif'(z0) = 2mif'(=1) = 27i <%(Oa 1) —i Ou
|z|=2 ay

(z — 2)2 oz (0, 1)) = 2m(1 + 3i).



[1,0 val]

[2,5 val]

2. Seja C' uma curva seccionalmente regular, contida em C \ {0}, que une —1 a i. Calcule, justificando, o

valor do integral

1 2
/ —361/2 dz.
CZ

Resolucao:

A fung3o integranda é primitivavel em C\ {0} porque,

1 2 d [ 1 .2

logo do teorema fundamental do calculo temos que o valor do integral é independente do caminho utilizado
para unir —1 a i. A regra de Barrow garante que

1 4.2 1,0 1
/ — et dz. = {— el/? ] =—=(e7!'—e') =sh(1).
. 2 2

Z z==1Il

a) Considere a fun¢3o definida por

sen z el/(z_i)2

1z) = (z+7)? z—1

Classifique todas as singularidades de f e calcule os respectivos residuos.

¢z—3 f(z)dz

onde a curva é percorrida uma vez no sentido horério.

b) Calcule

Resolucao:
a) As singularidades de f sdo em z = —m e z = i. Consideremos f = f1 + fa com fi(z) = (23“52 e
z—i)2

fa(z) = 761/2(4) . Em conta que —7 é singularidade apenas em f; e que o limite

lim (z+m) f(z) = lm (z+m) fi(e) = lim 2 _ gy ©8E _ gy -
1m = lm = lim = lim = —7) = —

z——T z T z Z——T z ) Jiz z—=—m 2+ z——T cost=m

é finito e n3o nulo conclui-se que z = —m € um pdlo simples de f. Os respectivo residuo é

Res(f, —m) = —1.

A natureza da singularidade em z = i obtém-se da expansdo de f em série de Laurent, em torno de
z = 1. A parte singular desta série coincide com aquela de

/0?1 X1 1 1 1 1
fg(z)—iz_i 7,2—17;0&(2—1)2"72—i+(z—i)3+§(z_1)5+"'

pelo que f tem uma singularidade essencial em z =i com Res(f,1) = 1.

b) Dado que f é holomorfa para qualquer z € C\ {—m, i} e apenas a singularidade em i se encontra no
interior da curva {z : |z| = 3} ent3o, resulta do teorema dos residuos

yﬁ f(z)dz = —2miRes(f,1) = —2i.
|z|=3



[1,5 val]

[1,0 val]

4. Usando o teorema dos residuos, calcule

27 1
/ ——df.
o D—3send

Justifique a resposta.

Da definicao de seno complexo temos

1 B 1
- elf —_e—if\ °
5 —3senf 5*3(7)
Ent3o
27
1 1 dz 2
/0 5 — 3send 562_15_3221 iz 562_1 —322 4+ 10iz + 3 i

2i

~ . _ 2 . . _ . _ . _
A funcdo mtegr.anda.f(z) = —5oriongs oM 5|.ngular|.dades em z = 3ie z = i/3 das quais apenas z = i/3
se encontra no interior da circunferéncia unitdria. Aplicando o teorema dos residuos escrevemos

2w
1
——— df = 27 i
/0 Ep—" miRes(f,1/3)
Dado que as singularidades sdo pdlos simples de f temos

i = lim (z —1i z) = lim Ae 18 = 2 :_i
Res(£,1/3) = lm (2 —i/8) (=) = W == =50 —/3) ~ “sa/3—3) 4

2m
/ 1 o p-T
o H—3send 2

logo conclui-se

. Determine o desenvolvimento em série de Taylor da fun¢do g(z) = log(z? + 4), com centro em z = 0,

indicando a regido de convergéncia da série. Considere que log denota o valor principal do logaritmo.

Resolugao: O dominio de holomorfia da fungdo g é
C\{2€C:22+4€R;}=C\{2=iyeC:y>20uy< -2}

O raio de convergéncia da série pedida é entdo igual a 2. Calculemos o desenvolvimento em série de
Taylor, com centro em z = 0, da derivada de g

/( ) 2z z 1 z f( 2/4)n +§ (_1)n 2n+1
Z) = = — = — —7Z = z
J 24 21-(22/4) 2 & L gt

vélido para |z| < 2. Ao longo de um qualquer caminho, contido em U = {z € C: |z| < 2}, a unir 0 e um
ponto z € U, temos

g(z)=C+ /Ozg'(u) du

onde C = ¢(0) = log4. Por integragdo termo-a-termo da série anterior obtemos o desenvolvimento em
série de Taylor, com centro em z =0, de g

+o0o +o0
(71)71 n (71)71 n
9(z):10g4+zmz2 +2=10g4+2m22 L para |z| < 2.
n=0 n=0



[1,0 val.] 6. Seja a > 0 e f uma func3o inteira tal que
|f(2)| > «, para qualquer z € C.

Mostre que f é uma fungdo constante.

Resolucao:

Com f uma fung3o inteira tal que |f(2)| > a > 0, para qualquer z € C, temos
f(z) #£0, para qualquer z € C

logo ﬁ é também uma funcdo inteira. Além disso,

1
< —, paraqualquer z € C
!

f(2)

ou seja % é uma fungdo limitada. Pelo teorema de Liouville 7 é constante e consequentemente [ é
constante.



