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INTRODUCAO

Este texto consiste numa transcricao razoavelmente fiel das apresentacoes feitas nas aulas
tedricas. Nao se destina a substituir um livro de texto. Para um tratamento coerente dos
assuntos desta cadeira recomendamos [B] e [BV] ou [G].

Cada seccao corresponde aproximadamente a uma aula tedrica.

1. REVISOES SOBRE NUMEROS COMPLEXOS

Um niimero complexo é um par de ntimeros reais (a,b) € R?. Habitualmente escrever-se
a+bi em vez de (a,b). O conjunto dos nimeros complexos C = {a+bi: a,b € R} é dotado
de duas operagoes, soma e produto, definidas pelas expressoes

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
Estas expressoes resultam formalmente da adjuncao aos niimeros reais de um novo niimero
1, cujo quadrado é o numero real —1. Nao é dificil verificar que estas operagoes satisfazem as
propriedades habituais da soma e produto dos nimeros reais (comutatividade, associativi-
dade, existéncia de elemento neutro, etc...) que se costumam abreviar dizendo que (C, +, -)
é um corpo. Consequentemente, todas as manipulagoes algébricas elementares permitidas
com numeros reais permanecem validas quando lidamos com ntumeros complexos.

Geometricamente, um nimero complexo pode ser visto como um ponto do plano, ou um
vector do plano com ponto inicial a origem. A soma de nimeros complexos corresponde
precisamente a adi¢ao de vectores.

Quando tomamos este ponto de vista geométrico, os nimeros complexos formam um
plano — o plano complexo, e os eixos dos zx e dos yy sao designados, respectivamente,
por eixo real e eixo imaginario. As func¢oes coordenadas usuais designam-se por parte real
Re: C — R e parte imaginaria Im: C — R, sendo definidas por

Re(a +bi) =a Im(a + bi) = b.
Note-se que a parte imaginaria de um nimero complexo é, por definicao, um niumero real.

1.1. Médulo e conjugado. O conjugado Z de um nimero complexo z € C ¢é definido
pela expressao
a+bi=a—"b
O moédulo |z| de um nimero complexo z € C é o nimero real nao negativo definido por
|z| = Va? + b?

Geometricamente, o conjugado de um complexo é a sua reflexao no eixo real e o médulo é
a distancia a origem.

Proposigao 1.2 (Propriedades do médulo e conjugado). Dados z,w € C tem-se
(i) ztw=ZzZ+w
(i) ZZw =% -w

(iti) z -z = |z (e portanto + = % para z #0)
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(i) |z - w| = |z] - [w]
(v) |z + w] < [2] + |w]
(vi) |z +w| = [[z] = |wl]

Dem.
(i) (a+bi)+ (c+di) = (at+c)+ (b+d)i=(a+c)— (b+d)i = (a—bi)+ (c—di) =
a+bi+c+di
(ii) (a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i = (ac—bd) — (ad+be)i = (a—bi)-(c—di) =
a+bi-c+di

(iii) Uma vez que (x—y)(x+y) = 2% —y* tem-se (a+bi)(a—bi) = a*— (bi)* = a®>— (=b?) =

a® +b* = |a + bi|>. Quando z # 0, dividindo por |z|* obtém-se a igualdade
z
z Eiin 1

(iv) Fica como exercicio obter este resultado a partir da definicdo do produto. Iremos
demonstra-lo mais abaixo usando a representacao trigonométrica.

(v) Trata-se da habitual desigualdade triangular para a soma de vectores.

(vi) Esta férmula obtém-se geometricamente notando que o comprimento do vector z+w é
minimo precisamente quando z e w tém sentidos opostos, e nesse caso o comprimento
de |z +w| é o valor absoluto de |z| — |w|. Alternativamente deduz-se da desigualdade
triangular (v) aplicando-a aos vectores (z + w) e —w:

2l = [(z + w) + (w)| <[z +w|+ |w| & [2] = |w| <[z +w]

Trocando z,w obtém-se a desigualdade |w| — |z| < |z +w| e estas duas, em conjunto,
sao equivalentes a desigualdade pretendida.

O

1 _2-3i _ 2 _ 3;
Exemplo 1.3. 775 = 75 = 5 — 130

2. REPRESENTACAO TRIGONOMETRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

2.1. Representagao trigonométrica dos complexos. Um ntimero complexo é um ponto
do plano e portanto pode ser descrito nas coordenadas polares estudadas em Caélculo 2.
Podemos escrever

(1) a+bi =rcosf +irsend = r(cosf +isend)

onde r > 0 é a distancia a origem do ponto (a,b) (isto é, o médulo |a + bi|) e 6 é o angulo
com o eixo real medido no sentido directo (que estd apenas determinado a menos de um
miltiplo inteiro de 27). Escrevemos
e = cosf +isend

por razbes que se tornarao claras mais tarde, e portanto um ndmero complexo na forma
trigonométrica escreve-se re?? com r € Rf e 6 € R.

Chamamos conjunto dos argumentos de um numero complexo a + bi, denotado por
Arg(a + bi), ao conjunto de todos os § € R que satisfazem (1). Por vezes é 1til escolher
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um argumento especifico. Chamamos argumento principal de um ntimero complexo z # 0

ao tnico elemento de Arg(z) que pertence ao intervalo | — 7, 7.
Exemplo 2.2.
(i) €™ = —1. Esta férmula chama-se a férmula de Euler. Relaciona quatro das con-

stantes matemdticas mais importantes: e,m, i, 1.
(ii) Escrever 3+3i em forma trigonométrica: [3+3i| = 3v/2 e Arg(3+3i) = {3+2km: k €
Z} logo 3+ 3i = 3v2¢'. O argumento principal de 3 + 3i é T

(111) Escrever 5¢% na forma a + bi: 5¢% =5 (cos%7r + isen %T) =5 <\/T§ + %) = %g + %

2.3. Produto de complexos na forma trigonométrica. Dados dois nimeros com-
lexos e’ e se'® na forma trigonométrica, o seu produto é
)

re® - se = r(cosa +isena) - s(cos + isen f3)
= rs((cosacosf —senasen3) + i(sen acos f + cosasen [3))
= rs(cos(a+ B) +isen(a+ f))

onde na tultima passagem usamos as férmulas trigonométricas para a adigao dos angulos.
Conclui-se que efectuar o produto na forma trigonométrica consiste em multiplicar os
mddulos (conforme a Proposicao 1.2(iv)) e somar os argumentos.

As poténcias de expoente inteiro sao faceis de calcular na forma trigonométrica. Por

inducao obtém-se a férmula
(Tezﬂ)n — rnezna‘

Exemplo 2.4. Calcular (14 i)'0: Tem-se (14 i) = /2T, donde

107s

(140)10 = (vV2)0e™ 5 = 2%% = 32.

2.5. Raizes complexas. Sendo n um natural, o conjunto das raizes de indice n de um
nimero complexo z é o conjunto

Ve={weC: uw" =2z}

As raizes de um nimero complexo podem ser facilmente calculadas expressando o complexo
em questao na forma trigonométrica.

3

Exemplo 2.6. Calcular /—1: Temos que resolver a equacgdo z° = —1. Escrevendo z =

re’ e —1 = e™ temos
3
3_ 3,30 _ _wi =1
F=lerat=c @{36:7r+2k7rpamalgumkez
ou seja

r=1
{szpamalgumkez

. . , (2k+1)7i ,
Portanto as solugoes sao os numeros complexos z = e~ 3 para k € Z. Estes numeros

dependem apenas do resto da divisao de k por 3 portanto conclui-se que

3 mi 3w 5mi mi _mi
vV—1l=4qe3,e3,e3 s =qe3,—1,e 3 ;.



Em geral, seguindo o procedimento do exemplo anterior obtém-se a seguinte expressao
para raiz de indice n de um complexo nao nulo:

Wz{{b/ﬁeiw:kEZ}

Uma vez que o valor de iR * depende apenas do resto da divisdo de k por n, o conjunto
V' Rei® é formado por exactamente n complexos distintos

V e’¢—{\/_e¢+§kﬁ: :O,l,...,n—l}

que formam os vértices de um poligono regular de n lados, inscrito numa circunferéncia de
raio v R centrada na origem.

3. NOCOES TOPOLOGICAS EM C.

3.1. Conjuntos abertos. Os conceitos topolégicos (nogoes como conjunto aberto, fechado,
fronteira, limite de sucessao, etc.) s@o importados de Calculo 2 através da identificacao
entre C e o plano R2. Vou apenas recordar rapidamente os conceitos que vao ser mais
utilizados durante o nosso estudo das fungoes complexas.

Definigao 3.2. A bola aberta de raio R > 0 centrada em zg € C € o conjunto
Br(z) ={z € C: |z — 2| < R}.
Um conjunto A C C diz-se aberto se para todo o z € A existe um R > 0 tal que Br(z) C A.

Intuitivamente um conjunto é aberto se contém todos os pontos que estejam ”suficien-
temente perto” de cada um dos seus pontos. Dado um conjunto A C C definimos o seu
interior, int A, como a uniao de todos os conjuntos abertos contidos em A; o seu exterior,
ext A, como o interior do seu complementar; a sua fronteira, A, como o complementar de
int A Uext A; e o seu fecho, A, como int AUJA = AU IA.

Exemplo 3.3.

(1) O conjunto A = {z € C: Re(z) > 0} (trata-se do semiplano aberto formado pelos
primeiro e quarto quadrante) é aberto. Para cada z = a+ bi € A, a bola de raio a
centrada em z estd contida em A.

(11) O conjunto A = {z € C: |z| < 1} (trata-se do circulo de raio 1 centrado na origem)
nao € aberto. De facto, os pontos de A que satisfazem |z| = 1 nado satisfazem a
condicao na definicao de conjunto aberto. O complementar de A € aberto: dado
z € C com |z| > 1, a bola aberta centrada em z que tem por raio a distancia de z a
circunferéncia de raio 1 estd inteiramente contida no complementar de A. Recorda-se
que um conjunto cujo complementar € aberto se diz fechado (porque coincide com o
seu fecho).

(111) O conjunto A = {z € C: 1 < Re(z) < 2} ndo € aberto e também ndo € fechado (isto
é, o seu complementar também nao é aberto).



3.4. Limites de sucessoes.

Definicao 3.5. Uma sucessao z, de numeros complexos converge para w € C se a sucessao
real |z, — w| tende para 0.

Escrevendo z, = =z, + iy, com z,,y, € R e w = a4+ bi, a nocao de convergéncia
que acabéamos de definir é equivalente & convergéncia da sucessao (z,,y,) em R? para o
vector (a,b). Por sua vez, como aprenderam em Célculo 2, esta ultima nogao equivale a
convergéncia das sucessoes reais ., € ¥, para a e b respectivamente.

Exemplo 3.6.
(i) A sucessdao i™ nao converge. De facto, a sucessao das partes reais € a sucessao
0,-1,0,1,0,—1,0,1,0,--- que claramente nao converge em R.
(i1) A sucessdo z, = ﬁ converge para 0. De facto
1 3—ni 3 n

34ni 94n®> 94n> 9+ n?
e claramente as sucessoes formadas tomando a parte real e a parte imagindria con-
vergem para 0. Alternativamente podemos observar directamente que |z,| = ﬁ
converge para 0.

3.7. Fungoes complexas de variavel complexa. O objecto principal de estudo da
primeira parte desta cadeira sao as fungoes complexas de uma variavel complexa. Trata-se
de funcgoes da forma

fiA=C

onde A C C é um subconjunto de C. Podemos escrever f na forma

[z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

As funcoes u,v: A — R designam-se por parte real e parte imagindria de f. Mediante
a identificacdo de C com R?, uma funcao complexa de varidvel complexa é simplesmente
uma funcao do subconjunto A C R? para R2. Estas funcoes foram ja objecto de estudo em
Caélculo 2. As nocgoes de limite e continuidade de fun¢oes complexas sao as ja estudadas
em Calculo 2, como iremos detalhar mais adiante.

Ao contrario do que acontece com as funcoes reais de uma varidvel real, nao é facil
visualizar uma fungao complexa através do seu grafico (que é agora uma superficie no
espaco euclidiano de dimensao 4). No entanto, uma fungao complexa pode ser visualizada
como uma transformacao do plano, isto é, como uma regra que move os pontos do plano.

Exemplo 3.8. Seja A =C\ {0} e f: A— C a fungdo complexa definida pela expressdao
f(z) =1, Entao

flatiy) = 2= ’ +i< 4 )

x2+y2:$2+y2 _332+y2

A parte real de f € portanto u(x,y) = IQ‘TTyZ, e a parte imagindria v(x,y) = —IgyTyZ,.



E’fdcil entender o efeito de f enquanto transformacgao do plano usando a representa¢ao

trigonométrica:
I
5 =—c .
re’ T
Assim, f envia cada semirecta apoiada na origem na semirecta que se obtém reflectindo
no eixo real. A interseccao de uma semi-recta com o interior da circunferéncia de raio 1

¢ enviada no exterior da circunferéncia de raio 1.

4. FUNCOES COMPLEXAS DE VARIAVEL COMPLEXA
Vamos ver alguns exemplos importantes de fun¢ées complexas.

Exemplo 4.1.
(i) Fungoes polinomiais. Trata-se de fungées f: C — C definidas por expressoes do
tipo
f(z)=ap+ar1z+...+a,2", coma; €C
Um exemplo concreto é por exemplo f(z) = (2+1)2% — 3z + (2 +14).
(i1) Fungoes racionais. Trata-se de fungoes definidas pelo quociente de duas funcoes
polinomiais. Isto € f: A — C € definida por

)= 2

= ) com p(z),q(z) polinémios.
com A =C\{z € C: q(z) = 0} o conjunto dos pontos onde o denominador q(z) nao
se anula. Um exemplo concreto ¢ a funcio z — Z— definida em C\ {0, —i}.
(i) A exponencial complexa. Trata-se da fungdo mais importante da Andlise Com-
plexa. Ea funcao f: C — C definida pela expressao

. iy d .
x + iy > "t % % cos y + ie” sen y.

Note-se que, na forma trigonométrica o complezo e*T¥ se escreve re?? = e%e, o

que permite entender facilmente a exponencial complera enquanto transformacdo do
plano: rectas horizontais de ordenada y sao enuviadas em semi-rectas a partir da
origem fazendo o angulo y com o eizo real. A semi-recta a esquerda do eixo imagindrio
¢ enviada para o interior da circunferéncia de raio 1 e a semi-recta a direita do eizo
imagindrio, para o exterior da circunferéncia. A imagem da funcao z +— e* € C\ 0 e
e*T2kmi — o2 isto € a funcdo exponencial complexa € periédica com periodo 2.

(iv) Logaritmos e poténcias de expoente complexo Paraw # 0, define-se o conjunto
dos logaritmos de w por

Log(w) ={z € C: e* = w}.
O conjunto dos logaritmos € determinado resolvendo a equagdo anterior usando a
forma trigonométrica para w. Por exemplo para achar Log(—1) temos de resolver a
equacao

Tiy _ T iy 1. 0T ewzl =0
€ Lo ete L-e (:}{ezy:e” {:){yzﬁ—i—QkﬁpamalgumkEZ



logo
Log(—1) = {(2k+ V)7i: k € Z}.

Note-se que a correspondéncia z — Log(z) nao € uma funcao pois (para z # 0) Log(z)
¢ um conjunto infinito de niumeros complezros.

A determinacdo do logaritmo de um numero complero nao nulo qualquer faz-se
ezactamente como no exemplo acima. Para achar Log(re) com r # 0, resolve-se

x =logr

T iy _ 10
ee =re @{ y = 0+ 2k7 para algum k € Z

(onde log denota a fungdo logaritmo real habitual). Uma vez que para z = re®, temos
r=|z| e{0+2kn: k € Z} = Arg(z), obtemos a sequinte férmula para o logaritmo
Log(z) = log|z| + i Arg(z)

que deve ser entendida como uma igualdade de conjuntos.
Usando os logaritmos definem-se as poténcias de expoente complexo w para qual-
quer nimero complexo z # 0 pela forma habitual

def
L ewLogz
onde o lado direito da igualdade significa o conjunto de todos os nimeros complexos

que se obtém substituindo na expressao do lado direito wm dos logaritmos de z.
Por exemplo, o conjunto 2" € por definicao o conjunto

2i _ eiLog(2) _ {ei(log(2)+i2kﬂ'): ke Z} _ {672k7r+ilog2: ke Z}

(v) FungGes trigonométricas. As fungoes trigonométricas complexas sao definidas
pelas sequintes formulas:

d@f elZ _ e—lZ d@f elZ + e—lZ

senz = ——— cosz = ————
21 2

def € — €77 def €+ €77

senh z = —5 coshz = —

e

Se z € R estas formulas produzem o resultado ji conhecido de Cadlculo 1. Isto é
evidente no caso do seno e coseno hiperbolico. Verifiguemos que isto € verdade no
caso do seno:

_ @ _e7®  (cosx+isenz)— (cosw —isenx) 2isenw
sen(z + 0i) = : = : = — =senz.
21 21 21
As restantes funcgoes trigonométricas sao definidas a partir destas pelas formulas ha-

. . def
bituais. Por exemplo tanz = =22,
Ccos z

Exemplo 4.2. Resolu¢ao da equacao senz = 2: Temos

eiz _ e—iz

- =2& e — e = 4.
21
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Escrevendo w = €, a equacao anterior é equivalente a

1
w— — =4i < w? —diw—1=0 (para w # 0)
w

As solucgoes da equacdo quadrdtica sao

it /-16+42
- 2

w

— (24 V/3)i
e portanto temos
¢ = (2 V)i & iz = log(2+ V3) + (5 +2kn) i,k € Z

ou seja

z = <g + 2k7r> —ilog(2 £+/3), para algum k € Z.

5. LIMITE E CONTINUIDADE DE FUNQ()ES COMPLEXAS

5.1. Continuidade e limite. Conforme ja menciondmos nao ha nada de novo nas nogoes
de continuidade e limite de fungoes coplexas. Uma funcao complexa é o mesmo que uma
funcao de R? para R? e as nocoes de continuidade e limite para as funcoes complexas sao
as que foram estudadas em Caélculo 2.

Definicdo 5.2. Seja A C C, f: A — C e z € A um ponto do fecho de A. Escrevendo
flz+iy) = u(z,y) +iv(x,y), 20 =a+bi e w=c+di, dizemos que
lim f(z) =w

Z—r20

Se

i (u(e,y), v(z,9)) = (¢, d).
(z,y)—(a,b)
A defini¢ao anterior admite varias formulagoes equivalentes, como aprenderam em Célculo
2. Recordamos as seguintes:

L4 hm(amy)—)(a,b) U(CL’, y) =ce lim(z,y)—)(a,b) U(ZL‘, y) =d.
e lim f(z,) = w para toda a sucessdo z, de termos em A convergindo para 2.
o lim, . |f(z2) —w|=0.

A 1ltima das formulagoes anteriores é a mais pratica quando ha que provar a existéncia de
limite. O que é necessario fazer é arranjar um candidato w e mostrar que a distancia de
f(2) a w é pequena desde que z esteja proximo de z.

A definicao de continuidade é também a de sempre:

Definicao 5.3. Seja ACC, f: A—-C ez A. A funcao f diz-se continua em z se
lim f(z) = f(z0).

Z—20
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Considerando a primeira das formulagoes equivalentes a seguir a definicao de limite,
e escrevendo f(z + iy) = u(x,y) + iv(z,y), a continuidade de f num ponto equivale a
continuidade das fungoes reais v e v no mesmo ponto.

Note-se que todas as propriedades do limite e continuidade a que estamos habituados
se mantém. Por exemplo, o limite de um produto de funcoes é o produto dos limites, a
composicao de fungoes continuas é continua, etc...

Exemplo 5.4.

(i) As fungdes polinomiais sdo continuas. Uma das maneiras de justificar esta afirmagao
¢ dizer que as partes reais e imagindrias sao polindmios em (x,y) e portanto fun¢oes
continuas.

(i) As funcoes racionais sao continuas no seu dominio (pois sdo quocientes de funcoes
continuas).

(i11) A exponencial complexa (x + iy) — e*cosy + ie”seny € continua uma vez que as
partes real e imagindria sao continuas.

(iv) As fungoes trigonométricas complezas sao continuas no seu dominio (pois sao definidas
a partir da exponencial por operagoes algébricas elementares).

Uma diferenca importante entre a andlise complexa e a real diz respeito ao comporta-
mento de logaritmos e poténcias de expoente nao inteiro. Como vimos, o logaritmo nao
¢é agora uma funcao. E possivel escolher uma funcao logaritmo, mas nao de forma a que
seja continua como iremos ver adiante . Analogamente para as poténcias.

Recorda-se finalmente, que a definicao de continuidade, e as propriedades das funcoes
continuas sao um dos principais métodos utilizados no cédlculo de limites.

Exemplo 5.5. Calcular lim,_,1; sen(z* + 3i).
Uma vez que a funcdo da qual estamos a calcular o limite é continua temos

lim sen(z? + i) = sen((2 +14)? + i) = sen(3 + 5i).

z—2+1
Exemplo 5.6. Estudar a continuidade das seguintes fungoes.
et*  sez#0
(a) f(z) = _
0 se z = 0.

A fungao é continua para z # 0 uma vez que é a composta de fungoes continuas.
Em z = 0 nao € continua porque os limites direcionais em 0 nao existem ou nao sao
finitos. Por exemplo,

. 1
lim e=+0i = +o00.

z—0t
= sez#0
b) f(z) =< P
() 1) 0 se z = 0.
A fungao € continua em C\ {0} uma vez que é o quociente de funcoes continuas.
Em z =0 nao € continua porque para z # 0, temos |f(z)| = % =1 e portanto |f(z)]

nao tende para 0 quando z tende para 0.
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Exemplo 5.7. E impossivel escolher uma funcao logaritmo continua. Recorde-se
que os logaritmos de um complexo z # 0 sao dados pela formula

Log z = log |z| + i Arg(z)

onde log designa a funcao real habitual e Arg o conjunto dos argumentos. Podemos escolher
uma fungao logaritmo escolhendo um wvalor (entre os infinitos possiveis) para o argumento
de cada nimero complexo. Consideremos por exemplo a funcao definida pela escolha do
argumento principal:

2z f(z) =log|z| +iarg(z) com arg(z) €] — m, 7]

A imagem desta fun¢ao € entao a faixa horizontal do plano complexo {x+iy: —m <y < 7}.
Cada circunferéncia no plano complexo de raio r > 0 € enviada no segmento de recta
vertical semi-aberto com abcissa logr. A parte real da funcdo € continua mas a parte
imagindria (e portanto a prépria fun¢ao logaritmo) é descontinua no semi-eizo real negativo
(onde o argumento "salta” de —m para w). Por exemplo temos

lim f(—1+yi) = lim log(] — 1 +yi|) +targ(—1+yi) =0 —mi # f(—1) = mi.

y—0~ y—0~

O dominio de continuidade da funcao logaritmo determinada pela escolha do argumento
principal € portanto C\ {z + 0i: x < 0}.

Intuitivamente € claro que € impossivel escolher de forma continua um argumento para
cada nimero em C\{0}, e isso pode de facto demonstrar-se (€ resultado de C\{0} ter "um
buraco”, isto €, de ndo ser simplesmente conexo). Consequentemente € impossivel escolher
uma fungao logaritmo que seja continua no dominio C\ {0}.

Exemplo 5.8. E impossivel escolher uma fungao poténcia de expoente complexo
(nao inteiro) de forma continua. Vamos considerar o exemplo da raiz cibica mas
exactamente o mesmo sucede para qualquer tentativa de definir uma funcao da forma z —
z% quando o & 7.

Dado z = re? # 0, o conjunto das raizes ciibicas de z ¢

Yz = Vret = {%6i0+§kﬂ kel =\ ]z|e"A%(Z).

Podemos escolher uma funcdo raiz cibica escolhendo um valor para o argumento de cada
nimero complexo. Tomemos por exemplo o argumento no intervalo [0,27[. Obtemos entdo
a funcao f: C — C definida por

¥ ]z|eiarg3(z> se z#0 (com arg(z) € [0,27])
f(z) =
0 se z = 0.

A imagem desta funcdo € o conjunto de todos os nimeros complexos com argumentos no
intervalo |0, %”[ guntamente com a origem. A funcao f é descontinua no semi-eixo real
positivo (onde a escolha de argumento “salta” de 0 para 27). Fica como exercicio verificar
a continuidade da fungdo f(z) em 0.

O dominio de continuidade de f € portanto C\ {x + 0i: = > 0}.
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6. DERIVADA COMPLEXA

Definigao 6.1. Seja U C C um conjunto aberto e f: U — C uma funcao. A funcao f
diz-se diferencidvel (no sentido complexo) em zy € U se existe o limite
f(z) = f(20)

lim ——————=~.
Z—r20 Z — ZO

Nesse caso, o limite chama-se a derivada (complexa) de f em zg, que se denota por f'(z)

daf
ou L(zp).
dz
Se f € diferencidvel em todos os pontos zy € U, diz-se analitica ou holomorfa em U.

Uma fungao que é holomorfa em todo o plano complexo diz-se inteira.

Note-se que f ¢é diferenciavel em 2y com derivada ¢ € C significa que

hmM:“:> lim f(z) = f(z0) — (2 — )

z—r20 Z— 2 Z—20 Z— 20

=0.

ou seja que a quantidade

(2) £ (2) = (f(20) + £(z — =) |

¢ um infinitésimo de ordem superior a |z — zy| (isto é, vai para zero ainda mais depressa
que |z — zg|). Uma vez que (2) significa o erro cometido ao aproximar a fungao f(z)
pela fungao afim f(zp) + £(z — zp), o conceito de diferenciabilidade pode ser entendido da
seguinte forma: uma funcao é diferenciavel em z; se pode ser "muito bem aproximada”
por uma funcao particularmente simples (afim) préximo de zp. A derivada ¢ é o nimero
complexo que determina essa fungao afim (o valor da fungao afim em z, tem de ser f(z)
pois, como recordaremos em breve, uma funcao diferenciavel é continua e portanto esta
necessariamente préxima de f(zp) junto a zp).

Exemplo 6.2.
(1) Seja f(z) = z. Entdo

Flzg) = tim L& =S _p

z—20 Z— 2 z—z20 2 — 2

zZ— 20
=1

para todo o zy € C.
(2) Seja f(z) = 2. Entdo

f,(20> = lim M — lim (Z B ZO)(Z + Zo)

zZ—20 z — ZO Z—20 z — ZO

=20+t 2= 220
para todo o zg € C.

Como é bem sabido do Célculo de funcoes reais, a definicao nao é um método pratico
para o cédlculo de derivadas. As derivadas sao calculadas aplicando regras de derivacao que,
como iremos agora ver, continuam a aplicar-se ao cdlculo de derivadas complexas.

Proposicao 6.3. Propriedades da derivada complexa. Seja U C C um conjunto
aberto, f,g: U — C fungoes e zg € U.

(i) Se f € diferencidvel em zy entao f € continua em 2.
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(i) Se f,g sdo diferencidveis em zy entao, f - g, g e af + Bg (com a,8 € C) sao

diferencidveis em zy e as regras de deriwacao habituais aplicam-se.
(i1i) Se h € diferencidvel em f(zy) entdo a fungdo composta ho f é diferencidvel em zy e

(ho f),(zo) = h/(f(zo)) ) f/(zo)-
Dem.

(i) Por definigao de derivada temos que
L 1) = ()
Z—20 Z — ZO
existe, e portanto a expressao

Z — 20

‘f(Z) — f(20)

é limitada numa vizinhanga de zy (na realidade até converge para |f'(zo)|). Uma vez
que o denominador tende para 0 quando z — 2y, conclui-se que o numerador também
tem que tender para 0 quando z — 2. Isto é,

lim £(2) = f(z0)] = 0

ou seja, f é continua em zj.

(ii) A demonstragao desta afirmacao e da seguinte é uma cépia exacta da demonstragao
vista em Calculo 1 e no liceu uma vez que estas usam apenas propriedades dos niimeros
reais que permanecem validas nos complexos. A titulo de exemplo recordemos a
deducao da regra de derivacao de % quando f é diferencidvel (e nao se anula):

1 1 f(z0)=f(2)
i 7@ T _ o Teie) o f(20) = f(2) )
=20 2 — 2 ) =z z—2z0  f(2)f(20) f(20)?

onde, na tltima passagem se usou a defini¢ao da derivada f’(zg) e o facto de f(z)
convergir para f(zy) porque (por (i)) a diferenciabilidade implica continuidade.
A demonstragao das restantes afirmacoes fica como exercicio.

0

6.4. Relacao da derivada complexa com a derivada de uma funcao de R? em
R2. Comecamos por uma revisio rapida da diferenciabilidade de funcoes de R? para R?
estudada em Calculo 2. Seja f: U — R? uma funcao com U C R? aberto.

(1) f é diferencidvel em (xg, o) € U, se existe uma matriz 2 x 2, L tal que

. Y—"Y
lim =
(2,5)—(z0,y0) l(z — xo, y — y0o)||

IV@w%<ﬂ%w®—L{x_%]H_o
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Ou seja, f ¢ diferencidvel se pode ser "muito bem aproximada” pela funcao afim
r — T
o, Yo)+ L
Fanm)+r | 570
Jacobiana e denota-se por D f(xg, yo).
(2) Se f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) é diferencidvel em (zo,yy) entao

ou ou
—xl",?/ Ty \ L0, Y
Dt = | Florm) B

52 (0, Yo) S—Z(xo,yo)

} numa vizinhanca de (¢, o). A matriz L chama-se a matriz

(3) Se f é de classe C' em (g, 10), isto é, se as derivadas parciais de f existem e sao
continuas em (g, yo), entdao f é diferencidvel em (xg, yo).

O seguinte Teorema é o primeiro resultado fundamental da Anélise Complexa e explica
a relacao entre a nocao de derivada complexa e a nogao de derivada estudada em Célculo
2.

Teorema 6.5 (Teorema de Cauchy-Riemann). Seja U C C um aberto e f: U — C uma
fungao. Seja zg = xo+iyo € U e f(x +1iy) = (u(z,y),v(x,y)). A funcdo f é diferencidvel
(no sentido complexo) em zy se e sd se
(1) A funcgaio (x,y) — ((u(z,y),v(z,y)) € diferencidvel (no sentido de Cdlculo 2).
(2) Verificam-se as equagoes de Cauchy-Riemann:
{g—;ﬁ(xo,yo) - %Z(xo,yo)

v

g—Z(iUO,yo) - —%(ﬂfo,yo)
Se f € diferencidvel em zy entdo
Ju Ov
f'(20) = %(ZL‘Oa Yo) + @%(Io,yo)-
Dem. Comparemos as definicoes de diferenciabilidade real e complexa:

e f é diferencidvel no sentido real (isto é no sentido de Céalculo 2) se existe uma matriz
2 X 2 com entradas reais L tal que

r—z
I£0) = oo~ L] 2700 |
. Y—%
lim =0
(2,49)—(0,0) [(z,y) — (20, y0)l
e f é diferenciavel no sentido complexo se existe £ = a + bi € C tal que

@) = o) = £ (2 = 20)

Z—20 |Z — Zo|

(3)

=0

(4)

Recordemos que |z + iy| = ||(z,y)|| e que a soma (e portanto a diferenga) de complexos é
a soma dos vectores do plano correspondentes. Conclui-se que a unica diferenca entre as
expressoes (3) e (4) reside na diferenga entre

L{x_mo} em (3)

Y—1%Yo
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l-(z—2p) em (4).

Para comparar estas expressoes escrevemos esta ultima como um vector de R?: fazendo
¢ =a+ bi temos

- (z=20) = (a+bi)- ((x—z0) +i(y —y0)) = alz —z0) —b(y —yo) +1 (a(y — yo) + b(z — z0))
que corresponde ao vector de R?
[a(w—xo)—b(y—yo) } _ {a —b} {x—ajo }
a(y — yo) + b(z — o) b a Y=Y
Conclui-se portanto que (4) é exactamente equivalente a existéncia de uma derivada real
L da forma especial Z _ab } , isto é, satisfazendo as equacoes de Cauchy-Riemann.

Daqui conclui-se ainda que

/ . 3u ,31}
f(20) ={=a+bi= %(anyD) + 2%(330,?/0)-

g

Exemplo 6.6. A exponencial complexa é diferenciavel. Consideremos a exponencial
compleza f(z) = e*. Entao u(x,y) = e*cosy e v(z,y) = e”cosy. Como u,v sao fungoes
de classe C, a funcao (z,y) — (e®cosy,e®seny) € diferencidvel no sentido de Cdlculo 2.
Verifiguemos que as equacoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas:

0
— (e®cosy) =e cosy= — (e"seny)

ox dy

— (e®cosy) = —e"seny = —— (e"seny)

dy ox

Conclui-se que a exponencial complera € uma fungao inteira (isto €, que € diferencidvel
em todos os pontos de C). Além disso

U ov .
f(wo +iyo) = 7= (20, Y0) + 17~ (0, Yo) = €™ cosyo + ie” senyy = ™0
ox ox
ou seja, permanece valida a regra habitual para a derivada da exponencial:
d z z
—(e*) = ¢€°.
- ()

7. DERIVADA DO LOGARITMO

Exemplo 7.1. Determinar o conjunto dos pontos onde a func¢ao f: C — C definida por
[z +iy) = (xy — y?) + i(x + y3) € diferencidvel e calcular a derivada nesses pontos.
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As funcoes u(x,y) = vy — y* e v(z,y) = ¢ +y° sdo de classe C* logo f € diferencidvel
precisamente nos pontos onde sao satisfeitas as equacoes de Cauchy-Riemann:

8_’!1,:(?_’0 = 2 = :l
{gi_dyav @{y Sy_ ) @{yofuyz 3
9 = " om T —2y=— r=—-14+2y

Conclui-se que os unicos pontos de C onde f € diferenciavel sao —140i e —% + %z Nestes
pontos a derivada complexa é dada por % + i% =y +1i. Ou seja

f(-1)=i ef(-:+3i)= % + .

7.2. Mais regras de derivagao. As fungoes trigonométricas sao diferenciaveis no seu
dominio e as regras de derivagao sao as usuais:

(senz) =cosz, (cosz) =—senz, (senhz) =coshz, (coshz) = senhz.

Verifiquemos por exemplo o caso de z — sen z:

i(senz) _ 4 M
dz  dz 21

i — (—i)e
21
eiz + e—iz

= ———— = Co8z.
2

(onde, na passagem da primeira para a segunda linha, aplicaAmos as regras da derivagao de
uma combinagao linear, da exponencial e da fungao composta).

Quanto aos logaritmos e poténcias de expoente complexo, vimos ja nos Exemplos 5.7 e
5.8 que nao podem ser definidas enquanto fungées continuas em todo o dominio C \ {0}.
Como as funcoes diferenciaveis sao necessariamente continuas, resulta que uma fupgéo

logaritmo ou uma poténcia complexa nao pode ser diferenciavel no seu dominio. E no
entanto verdade que estas funcoes sao diferencidveis no seu dominio de continuidade e que,
nesses pontos, as regras de derivacao habituais se aplicam:

d

— (logz) = = mno dominio de continuidade da fun¢ao logaritmo escolhida,
z

dz

como iremos ver de seguida.
A partir da regra anterior é facil verificar a regra habitual para as poténcias de expoente
complexo:

i (Za) — i (ealogz) — gealogz — gza — azoe—l
dz dz z z
sendo esta expressao valida no dominio de continuidade do logaritmo utilizado para definir
a poténcia de expoente «.
A regra de derivacao de uma exponencial de base complexa é também a usual. A unica

subtileza é que a funcao exponencial s6 fica definida quando escolhemos um dos logaritmos
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da base. Para a € C\ {0} temos

d .. d
=)=

(e“oga) = log(oz)ezIOgOZ = log(a)a”®

z

expressao que € valida para todo o z € C. Convém enfatizar uma vez mais que a definicao
da funcao (e o resultado da derivada) dependem de uma escolha de logaritmo complexo

para a base a da exponencial.

7.3. A regra de derivacao do logaritmo. Recorde-se que a escolha de uma funcao
logaritmo

f(z) = log |z| + i arg(z)
corresponde a escolha de um argumento para cada nimero complexo. Uma tal funcao é
necessariamente descontinua em alguns pontos do seu dominio, nomeadamente ”aqueles em
que o argumento salta”. Uma vez que diferenciabilidade num ponto implica continuidade
no mesmo, conclui-se que ha certos pontos do dominio onde a funcao logaritmo nao é
diferenciavel. Verifica-se no entanto que uma funcao logaritmo f ¢é diferenciavel em todos
os pontos onde é continua e que nesses pontos vale a regra de derivacao habitual

1

!/
z)=—.
1) = -

Que a regra de derivagao é a indicada, é uma consequéncia da regra de derivagao da
funcao composta: por definicdo de logaritmo temos e/(¥) = 8% = » Derivando esta
expressao obtemos em qualquer ponto onde f seja diferencidvel:

d d
— (ef(Z)) = —(2)
dz dz
& fl2)ef® = 1
s fl2)z = 1
1
s ff = -
) = -

Resta perceber porque é que f é de facto diferenciavel nos pontos onde é continua. Iremos
ver isto em seguida no caso em que f(z) é a fungao determinada pela escolha do argumento
principal, mas antes vejamos como aplicar a regra num exemplo.

Exemplo 7.4. Determinar o conjunto dos pontos onde a funcgao g(z) = (2* + 1)* deter-
minada pela escolha do argumento principal é diferencidavel e calcular a derivada nesses
pontos.

Por defini¢ao de poténcia de expoente complexo temos g(z) = ezlos(=*+1)  Pelq regra
de derivacao da fun¢ao composta, esta funcao é diferencidvel no conjunto dos pontos
onde log(z% + 1) € diferencidvel. Uma vez que, de acordo com a regra indicada acima,
a fungdo logaritmo escolhida € diferencidvel excepto em |—o00,0] C C, conclui-se da regra
de derivagao da fungdo composta que log(z* + 1) € diferencidvel em

C\{z€C: 22 +1¢€]-00,0[}.
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Temos
z2+1§0<:>z2§—1<:>z:iy comy>1ouy < —1
portanto o dominio de diferenciabilidade de g ét
C\ {iy: y e R, [y[ > 1}.

Nesse conjunto, a derivada € dada por

2
§(2) = (log(s* + 1)) e? 5"+ = (log<z2 1) 1) (=2 + 1)

Vejamos agora que a funcao logaritmo definida por
f(z) =log|z| +iarg(z) com arg(z) €] — m, 7]

é diferenciavel no seu dominio de continuidade, isto é, em U = C\ {z + 0i: x < 0}. A
restricao da fungao f a U tem imagem V = {z € C: — 7 <Im(2) < 7} e f(z) é a funcao
inversa da restricao da exponencial complexa a V', que iremos denotar por

g:V — U definida por g(z) = €.

Uma vez que a funcao g, definida por g(z,y) = (e“cosy,e®seny) é de classe Ct, o
Teorema da Fungao Inversa (de Céalculo 2) garante a diferenciabilidade de f = ¢g~' (no
sentido real) desde que o Jacobiano de g, det Dg, nao se anule. Ora

_ | €fcosy —eseny | o 2 2.\ _ 2z
det Dg(z,y) = e"seny  ecosy | ° (cos®y + sen” y) = e*¥ # 0,

logo podemos concluir que f é diferencidvel no sentido real.

Resta-nos ver que a matriz jacobiana Df(x,y) tem as propriedades de simetria cod-
ificadas nas equagoes de Cauchy-Riemann: A regra de derivacao da fungao inversa (de
Calculo 2) diz que

(5) Df((z,y)) = (Dg(f(x,9) " -

Como g é diferencidvel no sentido complexo, sabemos que Dg tem (em qualquer ponto) a
forma

b a

Pela férmula para a inversa de uma matriz 2 x 2, segue-se que D f(z,y) tem a forma

a —b]" 1 a b

b a Az b2| b a
pelo que as derivadas parciais de f satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann. Conclui-se
que f é diferenciavel no sentido complexo em U.

[a _b} com a,b € R.

IMais precisamente, mostramos que o dominio de diferenciabilidade contém este conjunto. E no entanto
facil de verificar que nos restantes pontos do dominio de g a funcao nao é continua e portanto nao é
diferenciavel.
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Alternativamente, para verificar a diferenciabilidade de f, é possivel escrever f(z+iy) =
u(z,y)+iv(x,y) e verificar directamente que u, v sao C! e satisfazem as equagoes de Cauchy-
Riemann. No entanto a expressdo para v(x,y), isto é, para o argumento em termos das
coordenadas cartesianas no dominio U nao é simples (exercicio), o que torna a verificagao
algo trabalhosa. No dominio {x + iy: x > 0} C V tem-se u(x,y) = log+/x%2+y? e
v(z,y) = arctan ¥ e é entao facil verificar directamente a diferenciabilidade de f no dominio.

8. FUNCOES HARMONICAS

A pergunta natural que vamos agora considerar é a seguinte: Que funcgoes reais da forma
u(z,y) podem ocorrer como partes reais de fungoes holomorfas?

Definicao 8.1. Seja V' C R? um aberto. Uma funcio u: V — R diz-se harménica se u
¢ de classe C? (isto é tem sequndas derivadas parciais continuas) e satisfaz a equacio de
Laplace

Pu O%u

=+ =5=0emV.

ox?  Oy?

A equacao de Laplace desempenha um papel muito importante em Fisica e Engenharia
pelo que é importante ter métodos praticos para achar solucoes da equagao. O proximo
resultado mostra como a Analise Complexa pode ajudar a resolver este problema: podem
obter-se solucoes para a equacao de Laplace num dominio tomando a parte real de fungoes
holomorfas nesse dominio.

Proposicao 8.2. Seja VC C um aberto e f: V. — C uma funcao holomorfa, de classe
C?. Escrevendo f(x +iy) = u(z,y) +iv(z,y), tem-se que a parte real u(x,y) é harmdnica

em V.
Dem. Temos
Pu P _ 0 (du) 0 (00)_ 0 (00\ 0 ( ov)_ v v
ox2 oy Ox \Ox oy \ oy /) 0z \ Oy dy ox )  Oxdy Oydr
onde na segunda igualdade usdmos as equagoes de Cauchy-Riemann (validas porque f é

holomorfa) e na terceira passagem o Lema de Schwarz que dé a igualdade das derivadas
cruzadas (que se pode aplicar porque f (e portanto v) é C?). O

Nota 8.3. Veremos mais tarde que uma funcao holomorfa num aberto V-.C C ¢é automati-
camente de classe C* nesse aberto pelo que, no resultado anterior, a hipétese de f ser C*
¢ desnecessdria.

Nota 8.4. Se f = u+1wv € holomorfa entao —if = v—1u € também holomorfa. Conclui-se
que as condi¢coes “ser parte real de uma func¢ao holomorfa” e ”ser parte imagindria de uma
funcao holomorfa” sdo equivalentes. Em particular, a parte imagindria de uma fun¢ao
holomorfa € também uma funcdo harmonica.

Definigao 8.5. Se [ = u + iv € holomorfa e de classe C? (ver no entanto a Nota 8.3), v
diz-se uma harmoénica conjugada de u.
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Exemplo 8.6. Vamos verificar que u(x,y) = 2xy € harmonica e determinar uma harmdnica
conjugada: Claramente u € de classe C?. Tem-se

0u  0%u 0 0
— 4+ —=—Q2y)+=—22)=040=0
ox?  0y*> Ox (2y) dy (22)
logo u € harmonica. Uma harmonica conjugada tem que satisfazer as equacgoes de Cauchy-
Riemann:

{%(2:@):3—2 {3—5=2y {v(x,y>:y2+o<x>
g And v
= & = —2x 3 = —2%
Substituindo a primeira equagdo na seqgunda obtém-se uma equagdo para a fungao C(x) a
determinar:

8%: (y*+C(z)) =22 C'(x) =-20< Cz) = -2+ K com K €R.

Obtém-se assim a sequinte expressao para uma harmonica conjugada
v(z,y) =y* — 2 + K, com K € R.

Note-se que v € de facto uma harménica conjugada pois v é C? e o par u,v satisfaz as
equagoes de Cauchy-Riemann (porque v foi achada precisamente de forma a que as satis-

fizesse!).

Embora nao seja verdade que toda a funcao harménica é parte real de uma funcao
holomorfa, essa afirmacao é valida quando o dominio em questao é simplesmente conexo
(recorde-se de Céalculo 2 que um subconjunto aberto U C R? é simplesmente conexo se
"nao tem buracos”).

Proposicao 8.7. Seja U C C um aberto simplesmente conexo e u: U — R uma funcgado
harmoénica. Entdo existe uma fungdo holomorfa f: U — C tal que u = Re(f).

Dem. Para achar uma funcao holomorfa f: U — C da forma f = u + iv basta achar uma
solucao do sistema dado pelas equagoes de Cauchy-Riemann tomando para u a funcgao
dada. De facto, uma solugao v serd automaticamente de classe C? (pelas equacoes de
Cauchy-Riemann, uma vez que as derivadas parciais de u sao de classe C') e o Teorema
de Cauchy-Riemann garantira portanto que f é holomorfa.

Podemos escrever o sistema para v na forma

o _ _ou
ox Oy
v __ Ou

e nesta forma reconhecemos de Célculo 2 que se trata de um sistema para determinar o

potencial escalar v(x,y) do campo vectorial ﬁ(w, y) = <_g_Z’ %) no dominio U. Uma vez

que U é simplesmente conexo, sabemos de Célculo 2 que o potencial escalar existe (isto é,
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F (x,y) é conservativo, ou um gradiente) desde que ﬁ(a:, y) seja um campo fechado?. Mas

OF, 0 (6u> _ Q%u OF, 0 ( 8u)  Pu

Dr Oz \ Oz Coy) oy

T2 Y oy oy

sao iguais porque u é harmonica. Conclui-se que F (x,y) é um gradiente e portanto existe
a solugao v pretendida. U

Exemplo 8.8. Uma funcao harménica que nao é a parte real de uma funcao
holomorfa. Seja u: R?\ {(0,0)} = R a funcdo definida pela expressao

u(z,y) =log (V2 + )

Entao u é claramente de classe C? no seu dominio. Como

9 _ 9 2, .2\1 1 2, 2y-1 _ x
g (Vi H2) = 5 (@ +9)1) =520 @ 4 97) RV

temos

Pu 9 (ou) 0 22 |0 T @) -2 -
0x?2  Ox \ox) Ox V2 + 2 S oz \22+y?2) (22492 (22422
Por simetria, 32712‘ obtém-se substituindo x por y na expressao acima, logo

*u  O%*u _ (y* — 22) + (2% — %) 0
ox2  oy? (22 4 y?)? B

e u € portanto harmonica no seu dominio.

Note-se agora que u(zx,y) = Re(log(z+iy)) (ondelog é um qualquer logaritmo complexo).
Suponhamos que eziste uma fun¢ao holomorfa f(z) com Re(f) = u e seja logz a funcgao
logaritmo definida pela escolha do argumento principal. Entao f(z)—log(z) tem parte real
nula e € diferencidvel em C\ R, . Seque entio das equagoes de Cauchy-Riemann que a
parte imagindria de f(z) — log(z) tem derivadas parciais nulas em C\ Ry e € portanto
constante. Ou seja, existe K € R tal que

f(z) —logz=iK < f(2) =logz+iK para z € C\ Ry

Como log z descontinua em R~ C C, a funcgdo f(z) é também descontinua nesse conjunto
0 que contraria a hipdtese de f(z) ser diferencidvel em C\ {0}. Conclui-se que nao existe
uma fungao holomorfa com Re(f) =wu em C\ {0}.

No aberto mais pequeno C\ Ry, que é simplesmente conezo, a funcao u(x,y) € a parte
real da fungao holomorfa log(z).

2Recorde-se que F= (F1, F3) se diz fechado se 88% = 6851 .
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9. CAMINHOS E CURVAS NO PLANO COMPLEXO

Vamos agora iniciar o estudo da integracao de fungoes complexas. Como veremos, o
integral em questao é inteiramente analogo ao integral de caminho de um campo vectorial
em R? estudado em Calculo 2. Comecamos por rever algumas nocoes sobre curvas e
caminhos estudadas em Calculo 2.

Definigao 9.1. Um caminho em C € uma fun¢ao continua g: [ty,t;] — C onde ty,t; € R e
to < ty. g(ty) diz-se o ponto inicial de g e g(t1) diz-se o ponto final de g. Se g(to) = g(t1),
g diz-se um caminho fechado.

A imagem de um caminho (que é um subconjunto de C) diz-se uma curva e dada uma
curva C C C, um caminho g com imagem C diz-se uma parametrizacao ou representacao
paramétrica de C'.

E ttil representar mentalmente um caminho como descrevendo a posicao de uma particula
que se move no plano em funcao do tempo. E importante distinguir entre curva e caminho.
Se um caminho descreve a evolucao de uma particula em funcao do tempo, a curva que
ele parametriza é a trajectoria da particula. Um caminho contém mais informacao do que
a curva que parametriza: diz-nos como é que a curva ¢é percorrida em funcao do tempo.
Uma curva que contenha mais do que um ponto admite sempre infinitas parametrizagoes
distintas.

Exemplo 9.2.
(i) Segmentos de recta. Se zy,z; € C, o caminho g: [0,1] — C definido pela expressao
g(t) =2y + t(Zl — Zo)
¢ uma parametriza¢ao do segmento de recta que une zy a z1. O ponto inicial € zy e o
ponto final € z.
(i1) Arcos de circunferéncia. Seja zyp € C er > 0. O caminho g: [0,27] — C definido
por
g(t) = 2z +re”
parametriza uma circunferéncia de raio r centrada em zy. g € um caminho fechado.
(111) Graficos de fungoes. Seja f: [a,b] — R uma fun¢do continua. O caminho g: [a,b] —
C definido pela expressao
g(t) =t+if(t)
parametriza o grdfico de f. Por exemplo,

g(t) =t +it?, t€10,1]
parametriza o arco da pardbola y = x* que une os pontos (0,0) a (1,1).

Recorda-se que se um caminho g: [a,b] — C, é diferencidvel em ¢y € [a,b], a derivada
g'(to) é um vector tangente a curva parametrizada por g. Se pensarmos em g como de-
screvendo a evolugao de uma particula, ¢'(ty) é a velocidade instantanea da particula no
instante t,.



24

Definigao 9.3. Um caminho g: [a,b] — C diz-se regular se g € de classe Ct. Um caminho
diz-se seccionalmente regular se [a, b] pode ser escrito como uma uniao finita de intervalos
I; tais que a restricao de g a cada I; € regular.

Intuitivamente, um caminho é seccionalmente regular se a sua imagem tem tangente em
”praticamente” todos os pontos (isto é, todos excepto um nimero finito)®. O integral de
caminho de uma fungao complexa sera definido apenas ao longo de caminhos seccionalmente
regulares.

Exemplo 9.4.
(i) Consideremos o caminho g: [0,1] — C definido por g(t) = t + it*>. Trata-se de um
caminho regular. Para achar a recta tangente ao arco de pardbola parametrizado por
g no ponto % + 1), podemos achar o pardmetro que correspondea este ponto

+i<:>t—1
1 =

g(t) = ! 5

2
e calcular

1
g'(t):1+2it:>g’(§):1+i

A recta tangente a curva descrita por g(t) em %—I—i tem entao a descrigao paramétrica

1 ) 1 1
§+%+3(1+i):(§+8)+i(1+3)a s €R.

(i1) Sendo
g(t) =€" com0<t<2n
tem-se
g/(t) — Z-eit

(note-se que podemos aplicar as regras de deriva¢ao habituais para calcular ¢'(t): por
defini¢ao de derivada, se g(t) € a restrigao de uma fungao holomorfa a um intervalo
do eizo real, ¢'(t) € a restricao da derivada complexa a esse intervalo). O vector ¢'(t)
obtém-se do ponto g(t) = e rodando 90° no sentido directo e é portanto tangente a
circunferéncia (e aponta na dire¢do em que esta estd a ser percorrida).

(111) O caminho g: [—1,1] — C definido por g(t) = t + i|t| é seccionalmente regular. O
inico ponto de [—1,1] onde g ndo € diferencidvel é t = 0, e nesse ponto a curva
parametrizada por g nao admite tangente.

10. INTEGRAL DE CAMINHO DE UMA FUNGAO COMPLEXA

Sejam a,b € R com a < b, e f: [a,b] = C uma fungao continua excepto possivelmente
num numero finito de pontos de [a, b]. Podemos escrever

f(t) =u(t) +iv(t), com u,v: [a,b] — R.

3Para que isto seja estritamente verdade deviamos ainda assumir que a derivada de g nao se anula nos
pontos onde estéd definida.
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Define-se o integral de f no intervalo [a, b] pela expressao

(6) /abf(t) dt <! (/abu(t)dt> i (/abv(t)dt) |

Exemplo 10.1. Seja f: [0, 7] — C definida por f(t) = e'. Entdo

/eitdt:/(cost—i—isent)dt:(/ costdt)—f—i(/ sentdt>:0+i2:2i.
0 0 0 0

Definicao 10.2. Seja U C C um aberto e f: U — C uma funcao continua. Dado um
caminho 7: [to,t1] — U, define-se o integral de caminho de f ao longo do caminho sec-
ctonalmente reqular v como

/ f(2)dz / P ().

Note-se que o integral que aparece do lado direito na definicao anterior é da forma (6)
e estd portanto definido. O facto de o caminho v ser seccionalmente regular garante que
o integral da direita existe (a fungao integranda é descontinua quando muito num niimero
finito de pontos).

Note-se também que esta definicao é muito parecida com a de integral de caminho de
um campo vectorial. De facto f(z) pode ser visto como um campo vectorial no aberto U e
a unica diferenca entre a expressao acima e a estudada em Calculo 2 para o integral de f
ao longo de 7 é que o produto interno de vectores na definicao de Calculo 2 foi substituido
pelo produto de niimeros complexos.

Exemplo 10.3. Sejay: [0,27] — C\{0} o caminho definido por v(t) = €' e f: C\{0} —
C a fungao definida por f(z) = 1. Entdo

V() = ie”

27 ' ' 2 it 2
/f(z)dz = f(eMietdt = / dt = / i dt = 2mi.
Y 0 0 0

e portanto

eit

10.4. Propriedades do integral de caminho. Como iremos ver nesta e nas préximas
aulas, o integral de caminho de uma funcao complexa tem propriedades analogas ao integral
de caminho de um campo vectorial estudado em Calculo 2. Comecemos primeiro por notar
algumas propriedades elementares do integral de uma fungao complexa de variavel real
definido em (6).

Proposicao 10.5. Propriedades do integral de uma funcao complexa de varidvel real.
1. Linearidade. Dados o, € C e f,g: |[a,b] — C tem-se

[ s+ o) de=a [ g0 a5 [ g a
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2. Aditividade. Dados a,b,c € R coma <c<be f:[a,b] = C tem-se

/ fdtl/f ﬁ+/f

3. Regra de Barrow. Seja f: [a,b] — C uma funcio de classe C'. Entao

[ o =50 - 500,
1. Deixa-se como exercicio.
2. E imediato da defini¢ao (6) e da propriedade andloga do integral de Célculo 1. Note-se
que esta propriedade exprime a ”associatividade da soma”.
3. Escrevendo f(t) = A(t) + iB(t) com A, B: [a,b] — R, temos f'(t) = A'(t) +iB'(t) e

portanto

/ f(t) dt = / A'(t) dt+z‘/ B'(t) dt = A(b) — A(a) + i (B(b) — B(a)) = f(b) — f(a)

onde na segunda igualdade usamos a regra de Barrow de Calculo 1.

Dem.

g

Proposicao 10.6. Propriedades do integral de caminho de uma funcao complexa. Seja U
um aberto de C

1. Linearidade. Dados o, € C, ~: [a,b] — U um caminho seccionalmente regular e
frg: U — C tem-se

Amﬂ)+ﬂg z—a/j (m+ﬁ/

2. Aditividade. Dados f: U — C, 7: [a,b] — U um caminho seccionalmente reqular e
c € R tal que a < ¢ < b, sejay1 a restrigao de v ao intervalo [a,c| e 2 a restrigao de ~y
ao intervalo [c,b] (v diz-se a concatenagao de vy, e de y2). Entao

/vf(z)dz:/m f(z)dz+L2f(z)dz

3. Regra de Barrow. Seja f: U — C uma funcdo holomorfa de classe* C* ey: [a,b] — U
um caminho seccionalmente regular. Entao

/ F(2)dz = f(r(b)) — F(3(a).

4. Desigualdade triangular. Seja v um caminho seccionalmente reqular em U. Entao

Lﬂ@Wngvwnw

4Veremos mais tarde que uma funcio holomorfa é necessariamente de classe C.
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onde o integral do lado direito na expressao anterior € o integral de caminho do campo
escalar | f(2)| estudado em Cdlculo 2.

5. Invariancia por reparametrizagao. Sejam vi: [to,t1] — U € va: [ug,u1] — U dois
caminhos seccionalmente regqulares e ¢: [to, t1] — [uo, u1] uma funcao bijectiva de classe
Cl com ¢/'(t) # 0, tal que 11(t) = Y2(¢(t)) (diz-se que 1 é uma reparametrizagao de
v2). Entao

/ f(z)dz==x [ f(2)dz

onde o sinal € + se ¢'(t) > 0 (isto € se os caminhos v; e o percorrem a sua imagem
comum no mesmo sentido) e o sinal é — se ¢'(t) < 0 (isto é, se os caminhos v; e Yo
tém sentidos opostos).

Dem.

1. Segue imediatamente da definigao e da Proposi¢ao 10.5(i).
2. Segue imediatamente da defini¢ao e da Proposigao 10.5(ii).
3. Pela definicao de integral temos

[ reas= [ rowy o= [ 506N d=560) - fo)

onde na tultima passagem usdamos a Proposicao 10.5(iii). A aplicagdo da regra da
derivacao da fungao composta na segunda igualdade exige alguma explicagao uma vez
que estamos a compor uma funcao complexa de varidavel complexa com uma funcao
complexa de varidvel real: interpretando f como uma funcao de U para R?, a regra da
derivacao da funcao composta de Célculo 2 diz que

C(F60)) = DFGN (1)

Mas, conforme explicado na demonstracao do Teorema de Cauchy-Riemann, sendo f

uma fun¢ao holomorfa, o vector D f(y(t))~'(t) identifica-se com o complexo f'(y(t))~'(t).
4. Seja v: [a,b] — U um caminho seccionalmente regular. Por defini¢do do integral de

caminho temos ,
[0 f(v(t))v’(t)dt‘

A desigualdade triangular para integrais de fungoes complexas de variavel real é uma
consequéncia da definicao do integral de Célculo 1 (do integral como um limite de
certas somas finitas) e da desigualdade triangular para a soma de nimeros complexos
(exercicio). Aplicando esta desigualdade obtém-se

/ f<v<t>>w’<t>dt]s / F )Y (@)ldt = / FO@) Y ©)dt = / £ (2)lds

onde na tultima igualdade se aplicou a definicao de integral de campo escalar de Célculo
2.
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5. Por defini¢ao tem-se
[ 1@dz= [ statusudu
V2 ug

e fazendo a mudanga de varidvel u = ¢(t) no integral do lado direito obtém-se

6~ (ua) 6~ (ua) d
[ tealenmewe i = [ o) (a0 d
¢~ (uo) ¢~ (uo)

¢~ (u1)
= [ reaomo
¢~ (uo)
Se ¢'(t) > 0 entao ¢~ (uy) = t1 e ¢~ (ug) = ty e o ultimo integral é igual a fw f(2)dz.
Caso contrario, tem-se ¢~!(u;) = to e ¢ '(up) = t; e portanto o ultimo integral é
), f()d
!
U

Observe-se que a regra de Barrow implica que o integral de caminho de uma fungao
complexa continua f(z) que seja primitivdavel depende apenas das extremidades do cam-
inho. Outra consequéncia é que se f(z) é primitivdvel num aberto U, entao o integral de
f ao longo de qualquer caminho fechado em U ¢é 0. O Exemplo 10.3 mostra portanto que
f(z) = L nao ¢ primitivdvel em C\ {0}.

Exemplo 10.7. Seja v um caminho seccionalmente reqular em C com ponto inicial 0 e
ponto final 1. Pela regra de Barrow temos

2z 3|

21 :

9 9 e z e —1 1

z d:— — e —_—
/W(e +2°) dz 2+30 5 3

Um exemplo simples da invariancia por reparametrizagao é o seguinte: Tome-se
1) =e* com0<t<2n e 'yg(u):e%i“ com 0 <u<l1

Ambos estes caminhos parametrizam a circunferéncia de raio 1 centrada na origem e
percorrem-na no sentido directo (mas fazem-no a velocidades diferentes). Considerando a
mudanca de variavel
t
u=9¢t) = o

tem-se v1(t) = 72(¢(t)) e a proposi¢ao diz que o célculo de um integral ao longo dos
caminhos v, e v, produz sempre o mesmo resultado.

Informalmente, a invariancia por reparametrizagao diz que o integral de caminho depende
apenas da curva parametrizada e do sentido em que é percorrida. Por esta razao é frequente
escrever, por exemplo,

f(2)dz

para o integral ao longo de um qualquer caminho (regular, cuja derivada nunca se anula)
que percorre a circunferéncia de raio 1 centrada na origem no sentido directo (uma vez).

|2=1



29

Uma vez que "o integral é uma soma”, a desigualdade triangular exprime a ideia que
70 médulo da soma é menor ou igual a soma dos modulos”. Mais tarde sera importante
estimar o valor de integrais complexos que nao sabemos calcular e para isso iremos usar
a desigualdade triangular. Tipicamente, aplica-se a desigualdade triangular majorando a
fungao que se estd a integrar sobre o caminho por uma constante: se |f(z)] < M para z

na imagem do caminho 7 entao
/|f \ds</MdS—M€ v)

/f )dz

onde /() denota o comprimento do caminho v (recorde-se de Célculo 2, que o integral do
campo escalar constante igual a 1 calcula o comprimento do camlnho). Vejamos alguns
exemplos.

Exemplo 10.8.

(1) Majorar ‘j; ez2dz‘ onde y(t) = e com =5 <t < Z. Tem-se
‘6(56—1—@'21)2 _ ‘€<x2—y2)+i(2xy) _ o
Na circunferéncia |z| = 1 tem-se 22 < 1 e y* > 0 logo z* — y*> < 1. Conclui-se
portanto que
2] =1

e portanto, pela desigualdade triangular

/BZde S/e ds =e l(y) = em.
gl o

(2) Magjorar Mz|:2 ZZQfS dz|. Para |z| = 2 temos

lz—2|<|z|+2<2+2=4 e [22+3]>]*-3=2"-3=4-3=1

(onde usamos as propriedades do médulo da Proposi¢ao 1.2 (v) e (vi)). Portanto

-2 4
;——1—3 <—-=4 para|z| =2

-1
56 z—2
|z|2Z +3

11. TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

e logo

z| < 4(y) =447 = 16m7.

A regra de Barrow (Proposi¢ao 10.6 3.) dé-nos um método para calcular o integral de
uma funcao primitivavel. Por esta razao é importante saber quando uma funcao com-
plexa é primitivavel. A resposta é substancialmente mais complicada que em Célculo 1.
Comecamos por estabelecer um critério importante a que chamamos o Teorema Funda-
mental do Calculo.
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Recorde-se primeiro de Célculo 2, que um subconjunto aberto U C C se diz conexo (por
arcos) se dados dois pontos quaiquer zg,z; € U existe um caminho v: [a,b] — U com

v(a) = zg e y(b) = 2.

Exemplo 11.1. C ¢ conexo (podemos ligar quaisquer dois pontos de C por um segmento
de recta). O conjunto U = {z € C: Re(z) # 0} ndo € conexo: por exemplo, 0s pontos
zo =141 ez, = —24 3t nao podem ser unidos por um caminho em U. O conjunto U
¢ no entanto uma unido de dois abertos conexos, nomeadamente {z € C: Re(z) > 0} e

{z € C: Re(z) < 0}.

A situagao exemplificada pelo conjunto U do exemplo anterior é completamente geral:
qualquer aberto V' C C pode ser escrito como uma uniao de conjuntos abertos e conexos,
disjuntos dois a dois, que se chamam as componentes conexas de V.

Exemplo 11.2. U = C\ R, € também conexo. Embora o segmento de recta que une um
ponto zy do sequndo quadrante a um ponto zy do terceiro quadrante nao esteja contido em
U, € possivel unir esses pontos por um caminho em U. Podemos fazé-lo, por exemplo, com
dois segmentos de recta.

Teorema 11.3 (Teorema Fundamental do Célculo). Seja U C C um aberto e f: U — C
uma funcdo continua. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) f tem uma primitiva compleza, isto €, existe F': U — C holomorfa tal que F'(z) =

f(2).

(2) 957 f(2)dz = 0 para todo o caminho seccionalmente reqular fechado v em U.

(3) Sendo v um caminho seccionalmente reqular em U, o integral fv f(2)dz depende
apenas dos extremos de vy. Isto €, dados dois caminhos seccionalmente requlares v,
e vy em U com os mesmos ponto inicial e final, tem-se f"fl f(z)dz = fw f(2)dz,

Quando uma das (e portanto todas as) condi¢des anteriores se verifica e U é conexo, uma
primitiva de f(z) é dada pelo integral indefinido

P = [ fw)de
20
onde zy € um ponto qualquer de U fizado.

Nota 11.4. O Teorema 11.3 € inteiramente andlogo ao Teorema Fundamental do Cdlculo
para integrais de campos vectoriais estudado em Calculo 2, que da condigoes necessdrias e
suficientes para que um campo vectorial seja um gradiente.

Recorde-se de Célculo 1 que uma funcgao real de variavel real é primitivavel desde que
seja continua. Isto ja nao se verifica para fungoes complexas de variavel complexa como
mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 11.5. Seja f: C\ {0} — C a funcao definida por f(z) = % Uma vez que

2w 1 )
(7) f(z)dz = / — e =2mi £ 0
|2|=1 o €
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conclui-se que f nao € primitivivel em C\ {0}.

Note-se no entanto que a funcao g: C\ Ry — C definida pela mesma expressao, isto é
g(z) = i ¢é primitivdvel (uma primitiva €, como sabemos, a fun¢ao logaritmo determinada
pelo argumento principal). Nao hd qualquer contradigao com o Teorema 11.3 porque o
caminho de integra¢ao usado em (7) intersecta o eizo real e portanto nao tem imagem
contida no dominio de g. Fste exemplo mostra-nos que a existéncia de uma primitiva
¢ fortemente dependente do dominio em questdo (e ndo apenas da expressao pela qual a

fungdo em causa é definida).

Demonstracao do Teorema 11.3. Vamos mostrar que se tem a seguinte cadeia de implicagoes:
(1) = (2) = (3) = (1). Na demonstracao da ultima implicagao sera também demonstrada
a férmula para a primitiva em termos do integral indefinido.

(1) =(2): E uma consequéncia imediata da regra de Barrow: Sendo zy o ponto inicial e final
de v e F(z) uma primitiva tem-se

§I§f(z)dz = F(z)) — F(z) =0.

(2) = (3): Sejam v, e 72 dois caminhos seccionalmente regulares em U com ponto inicial zj e
ponto final z;. Escrevendo —v5 para um caminho que percorre a imagem de 7, no
sentido oposto, consideramos o caminho fechado v obtido por concatenacao de v,
e —, (informalmente v = 3 U —75). Entéo

O—/f dz-/f dz+/ f(z dz-/f dz—/f

onde a primeira igualdade é a hipétese (2), a segunda é uma consequéncia da
aditividade do integral, e a terceira da invariancia do integral por reparametrizacgao.

Conclui-se que
dz = d
/71 f(2)dz [YQ f(z)dz

(3) = (1): Suponhamos primeiro que o aberto U é conexo e seja zg um ponto qualquer de U.
Uma vez que o integral de f s6 depende dos extremos do caminho, a expressao

~ [ s

define uma funcao F': U — C. Resta-nos ver que F' é holomorfa em U e que
F'(z) = f(2). Por definigao de derivada temos

z+h B
) F(2) = lim F(z+ h})L —F(z) _ ti [ fw ; S5 fw

Se v for um caminho em U unindo zy a 2z, podemos tomar para caminho que une
zp & z + h a concatenagdo do caminho v com o caminho 0(t) = z +th,0 <t < 1
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(como U é aberto, o caminho § terd imagem em U desde que h seja suficientemente
pequeno). Pela aditividade do integral temos entao

/Z:wf(w)dw = / f(w)dw + /éf(w)dw - / flw)dw + /Olf(2+th)hdt

onde na ultima igualdade aplicamos a definicao de integral ao longo de 9. Substi-
tuindo na expressao (8) obtem-se

Lo [ f(z + th)hdt
F(z)_ilzl—m h h—>0/fz+th

Uma vez que f é continua em z, quando ”h estd muito proximo de 07, a funcao
t — f(z+1th) ¢’ praticamente constante” igual a f(z) no intervalo [0,1], e o
limite em questao ¢ igual a fo z)dt = f(z). Fica como exercicio para os alunos
interessados, a justificagao rigorosa deste 1ltimo passo.

Vimos assim que o integral indefinido fornece uma primitiva num aberto conexo.
O caso de um aberto U qualquer segue deste caso particular pois uma primitiva em
U é determinada por uma primitiva em cada componente conexa de U.

g

12. TEOREMA DE CAUCHY

Recordemos de Calculo 2 o conceito de conjunto simplesmente conexo. Um conjunto
aberto U C C diz-se simplesmente conexo se dados dois caminhos

Y1, V2 [aa b] —U

com os mesmos pontos inicial e final (isto é, com v, (a) = Ya(a) e 71(b) = 72(b)), o caminho
7 pode ser deformado continuamente em -, dentro de U (mantendo os pontos inicial e
final fixos). °

Num conjunto simplesmente conexo U hé ”essencialmente” uma tinica maneira de ligar
por meio de um caminho dois pontos de U (que possam de facto ser unidos por um caminho)
no sentido em que dois quaisquer destes caminhos sao equivalentes por deformacao. E esta
a justificagao da terminologia ”simplesmente conexo”.

Intuitivamente, um subconjunto aberto do plano é simplesmente conexo se "nao tem
buracos”.

Exemplo 12.1.

(1) U =C\{0,1+ i} ndo é simplesmente conexo. Um caminho v, unindo —1 a 2+
que passe entre os pontos 0 e 1 + 1 nao pode ser deformado continuamente em U
num caminho vo em U que una —1 a 2 41 passando por baizo de 0 e 1 + 1.

Esta ideia de deformacéo continua em U pode ser formalizada da seguinte forma: Existe uma funcio
continua H: [a,b] x [0,1] — U tal que H(¢,0) = v1(¢), H(t,1) = v2(t), H(a,s) = v1(a) e H(b, s) = v1(b).
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(2) U = {z € C: Imz > 0} € simplesmente conexo. E fdcil dar uma deformagio
continua entre dois caminhos v, e o com os mesmos pontos inicial e final, basta
unir os pontos 1 (t) e y2(t) pelo segmento de recta que os une (isto € tomar H(t,s) =

(1= s)m(t) + 572(t)).
O seguinte resultado é o teorema fundamental da Analise Complexa e dd um critério
para que uma funcao complexa seja primitivavel que é facil de verificar.

Teorema 12.2 (Teorema de Cauchy). Seja U C C um aberto simplesmente conexo. Se
f: U — C ¢ uma funcao holomorfa entao f € primitivavel em U.

Nota 12.3. Pelo Teorema Fundamental do Calculo, uma formulagao equivalente do Teo-
rema de Cauchy é: Se f: U — C é holomorfa e U € simplesmente conexo, entao gSC f(z)dz =
0 para toda a curva fechada seccionalmente reqular C' C U.

Exemplo 12.4.

1. Toda a fungdo inteira (ou seja, holomorfa em C) € primitivivel, uma vez que C €
simplesmente conexo. Por exemplo a fun¢do e” 6 primitivivel em C (apesar de nao ser
posstvel dar uma expressao para a primitiva em termos de fungoes elementares).

2. Tem-se ﬁz_2i|:1 % dz = 0. De facto, a curva de integracdo estd contida na reqido
simplesmente conexa U = {z € C: Imz > 0} onde a fung¢ao % ¢ holomorfa. O teorema
de Cauchy garante portanto que o integral € 0.

3. O Teorema de Cauchy ndao permite (directamente) formar qualquer conclusao relativa-
mente & ezisténcia de primitiva para uma fun¢ao holomorfa f: C\{0} — C uma vez que
o dominio C\ {0} ndo é simplesmente conezxo. Jd vimos que z — % nao € primitivdvel

1

neste dominio mas, por exemplo, z = = € primitivavel com primitiva z — —%.

A principal utilidade do Teorema de Cauchy é que nos permite deformar os caminhos de
integracao de fungoes holomorfas dentro do seu dominio de diferenciabilidade, sem alterar
o valor do integral. Podemos assim substituir um caminho de integragao por outro que dé
mais jeito.

Exemplo 12.5.

1. Calcular o integral fC %dz onde C € a elipse parametrizada por (t) = 3cost + 2isent

com 0 <t <2m.

Nao € facil calcular este integral directamente pela defini¢cao. Vamos no entanto ver
que o Teorema de Cauchy garante que este integral é igual a 9%4:1 %dz = 27i:

O conjunto U = C\ R é simplesmente conexo. Dado € > 0 pequeno, considere-se a
curva fechada

Be=C. U6 U U—a,
onde
C.=C\{z€C: Rez>0,|Imz| <€} no sentido directo,
—ae={2€C: |z|=1}\{z € C: Rez > 0,|Imz| < €} no sentido hordrio,

sao as curvas que se obtém da elipse e da circunferéncia respectivamente retirando um
pequeno segmento onde intersectam o semi-eizo real positivo, e 61,07 sao segmentos de

€ )Y€



34

recta horizontais contidos nas rectas Imz = € e Im z = —e respectivamente, que unem
C. e a.. O segmento 0F € percorrido da esquerda para a direita e o segmento 6. €
percorrido no sentido contrdrio.

A curva fechada B estd contida no conjunto simplesmente conexo U onde f(z) =
€ holomortfa, logo, pelo Teorema de Cauchy temos

1 1 1 1 1
(9) 0:/—dz:/—dz+/—dz+/ —dz—l—/—dz
BEZ Cez 6;'2 _aez (5;2:

para todo o € > 0.
Tomando o limite quando € tende para 0, temos

1 1
lim —dz:yg—dz
e—0 CEZ c <

1 1
lim —dz = —}ﬁ —dz
e—0 ) __ Z l2|=1 z

Qe

N =

onde o sinal — se deve ao facto de —a, ser percorrida no sentido hordrio,
1 1
lim —dz= [ —dz
e—0 [¢+ 2 z
5 5

lim le:—/ldz
5

e—0 6 z z

onde § € o segmento [1,3] contido no eixo real e percorrido da esquerda para a direita.
As parcelas na soma (9) relativas aos segmentos 0= cancelam no limite quando € — 0 e

portanto
1 1 1
O:yg—dz—yg —dz = — dz = 2mi.
c? |z|=1 c

2. Calcular 9%4:2 —— dz. Podemos escrever

11 1 1
221 2\z—-1 2z2+1

logo, pela linearidade do integral, temos

1 1 1 1 1
dz = - dz — - dz.
§I§Z|_2z2—1 : 2§£zl_2z—1 : 2§é|_22+1 :

Pelo Teorema de Cauchy, podemos deformar os caminhos de integracao como no exemplo
anterior para concluir que

1 1 1 1
§I§ dz = §I§ dz e §I§ dz = §1§ dz
o=z 2 — 1 lo—1)=1 2 — 1 zl=2 2+ 1 z+1=1 2 + 1

Os integrais ao longo das circunferéncias sao muito faceis de calcular, quer usando as
parametrizagoes y(t) = £1 + €, 0 < ¢t < 27, quer fazendo a mudancga de varidvel
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w=z=+1. Em qualquer caso, os dois téem como resultado

1
§1§ — dw = —2mi.
lwj=1 W

1 1 . .
7? dz = 5 (—2mi — (—2mi)) = 0.

2
z|=2 % -1

Conclui-se finalmente que

12.6. Dedugao do Teorema de Cauchy no caso em que f é de classe C'. Seja
U C C um aberto simplesmente conexo e f: U — C uma funcao holomorfa de classe C*.
Vamos mostrar que se C' C U é uma curva fechada seccionalmente regular que limita uma
regiao A do plano (C' diz-se uma curva de Jordan) entao ¢, f(z)dz = 0. Daqui se pode
concluir que ﬁc f(2)dz = 0 para toda a curva fechada seccionalmente regular C' C U, que
¢ a conclusao do Teorema 12.2 (conforme a Nota 12.3).

Recorde-se primeiro o enunciado do Teorema de Green de Calculo 2: Sendo A uma
regiao do plano limitada por uma curva seccionalmente regular C' = JA e (P,Q) um
campo vectorial de classe C! no fecho de A, tem-se

épdaﬁ + Qdy = //A <g—§ — ?3_1;> dzdy.

Escrevendo f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) podemos escrever o integral de caminho de f ao
longo da curva C' em termos de integrais de campos vectoriais: se y(t) = v1(t) +iv2(t) com
to <t < t; é uma parametrizacao de C, entao ' (t) = v (t) + iv4(t) logo

$ s = " F ) (1)

to

= [ o) + i) + i)

=) ) — v O)0) + i (w(O)35(0) + ()i (0) de

= %udw—vdy—ki&lgvdm’—%udy
c c

Aplicando o Teorema de Green a estes tltimos integrais de linha (o que é possivel porque
estamos a assumir que f é de classe C''), obtemos

//A (a(a;”) —2—5) da:derz'//A (Z—Z—g—Z) ddy

As funcoes integrandas destes integrais duplos sao identicamente nulas pelas equacoes de
Cauchy-Riemann. Conclui-se que 560 f(2)dz = 0 conforme pretendido.
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13. FORMULAS INTEGRAIS DE CAUCHY

Uma curva diz-se simples se nao tem auto-intersecgoes.

Definicao 13.1. Uma curva de Jordan € uma curva seccionalmente reqular, fechada e
simples no plano.

Exemplo 13.2. Uma circunferéncia ou uma elipse sao curvas de Jordan. Uma curva em
forma de 8 € fechada e seccionalmente regular mas nao é uma curva de Jordan porque tem
uma auto-intersecgao.

Intuitivamente, uma curva de Jordan é uma curva ”parecida com uma circunferéncia”.
Uma curva de Jordan separa o plano em duas regioes que se chamam o interior e o exterior
da curva. Qualquer curva fechada seccionalmente regular no plano se pode escrever como
uma concatenacao de curvas de Jordan. Sugere-se que o leitor faga o exercicio de decompor
uma curva fechada com varias auto-interseccoes a sua escolha em curvas de Jordan. Os
integrais de uma fungao complexa ao longo de curvas fechadas seccionalmente regulares
ficam assim determinados pelo valores assumidos pelo integral da fungao sobre as curvas
de Jordan.

Proposicao 13.3 (Férmula integral de Cauchy). Seja U um aberto, f: U — C uma
fungao holomorfa, C C U uma curva de Jordan com interior contido em U e zy um ponto
no interior de C'. Entao
flz0) = QL EIOR dz.
T Jo 2 — 20

Note-se a seguinte consequénca surpreendente do enunciado acima: o valor de f sobre
pontos no interior da curva de Jordan C' é inteiramente determinado pelo valor de f sobre
a curva C'!

Dem. Uma vez que f(z) é diferencidvel no interior de C, a fungao 2{(2 é diferenciavel no

interior de C' excepto em zy. O Teorema de Cauchy garante entao que podemos deformar
o caminho de integracao C' numa pequena circunferéncia centrada em zg:

o ),
|z—z0|=¢€

c R — R0 Z— 20

sendo o integral da direita independente de ¢ > 0 suficientemente pequeno (basta que o
disco {z: |z — 29| < €} esteja contido em U). Uma parametrizacao para a circunferéncia é
Y(t) =29 +ee, 0<t<2m
e substituindo na definicao do integral obtém-se

2m it 2
z zo +ee™) . . ) -
§I§ S dz = ﬂo—.t)@ee” dt = / if (20 + ee™)dt.
|z—z0|=¢€ 2= 20 0 ee’ 0
Por hipétese f é diferenciavel em zj e portanto é continua em zy. Quando € é muito pequeno,
a fungao integranda f(zo + ee') é ”praticamente constante” igual a f(zg) e conclui-se que
2

lim if(20 + ee)dt = /27T if(z0)dt = 2mif(z0)
0

e—0 0
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o que conclui a demonstracao. Fica como exercicio para as alunas interessadas a justificacao
rigorosa deste tltimo passo da demonstracao. O

Exemplo 13.4. Calcular o integral g%z|:1 %dz. A fungao f(z) = €* € inteira e zyp = 0
pertence ao interior da circunferéncia de raio 1. Podemos portanto aplicar directamente a
férmula integral de Cauchy com f(z) = e* e zg = 0 obtendo

z

§1§  dz = 2mie® = 2.
|z

=1 2

Proposicao 13.5 (Férmulas integrais de Cauchy). Seja U um aberto, f: U — C uma
fungao holomorfa, C C U uma curva de Jordan com interior contido em U e zy um ponto
no interior de C'. Entao f tem derivadas de todas as ordens em zy e, paran > 1,

(10) Pe) = g L

2mi z — zg)"H!
Nota 13.6. A Formula Integral de Cauchy 13.3 é a expressao (10) para n = 0.

Nota 13.7. A Proposicio 13.5 diz em particular que uma fung¢do holomorfa f: U — C
tem necessariamente derivadas de todas as ordens em U, em contraste com o que se passa
na andlise de fungoes reais de varidvel real.

Exemplo 13.8.

1. Calcular 5%22 (Ze_“i')zg. Podemos aplicar a formula de Cauchy com f(z) =senz, zp =1 e

n = 2 para concluir que

yg sen z __@ i 2( nz)
2|=2 (z—4)3 2! \dz SO E) =i

onde o sinal se deve ao facto da circunferéncia ser percorrida no sentido hordrio. Uma
vez que (sen z)” = —sen z conclui-se que

% sen z . .
——— = —7risent.
=2 (2 —1)?

2. Calcular 560 Z(S;ff)zdz onde C' € a uma curva fechada em forma de 8 contendo z = 0 e
z =1 em cada uma das circunferéncias do 8, percorrendo a circunferéncia da direita
no sentido hordrio e a esquerda no sentido directo.

A fungao integranda € diferencidvel em C \ {0,1} pelo que o Teorema de Cauchy

permite deformar a curva de integragao C' em duas circunferéncias centradas em 0 e 1:

yg sen z J yg sen z s+ 7{ sen z J
—az = —_—QAaz —=az
C Z(Z — 1)2 |z|=l Z(Z — 1)2 |Z,1|:l Z(Z — 1)2

2 2

Aplicando a formula integral de Cauchy com f(z) = (j‘inl‘§2 (que € diferencidvel no

1
2

Sen z Sen z
_PE g — o [ = 0.
7%; e ((z - 1>2>z20

interior da circunferéncia de raio 5 centrada em 0) e zg = 0 obtemos
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Aplicando a formula integral de Cauchy para a derivada de primeira ordem com f(z) =

sen z

22, 29 = 1, obtemos

sen z .d /senz
—de = 21— < )
- 1]=1 z2(z—1) dz \ z /J.=1

onde o sinal se deve ao facto da circunferéncia ser percorrida no sentido hordrio. Uma
vez que

(Senz>’ ZCO0Sz —senz
z 22

tem-se

1 2(z —1)2

§1§ i - —2mi(cos1 —sen 1)
lz—1]=

2
e portanto
sen z
————dz = —2mi(cos1 —sen 1).
= ( )
Dem. da Proposicao 13.5. As expressoes para as derivadas f (")(zo) obtém-se derivando a
expressao

f(z0) = = f(z) dz.

2m Jo 2 — 2o

De facto, tem-se por definicao

f'(20) = lim

=1l
h—0

f(zo+h) — f(20)
h

e, uma vez que para h suficientemente pequeno, o ponto zg + h pertence também ao
interior da curva C, aplicando a férmula de Cauchy para calcular o valor da fungao em
Zo + h obtemos

flz0) = 1im1( ! é#dz—i /(z) dz)

h—0 h \ 2mi (20 + h) 21 Jo 2 — 2o

) 1 1
IR z—(zo0+h) z—20
- %%%iﬁéf(z)( h )dz

S R
A razao incremental W converge (por definicdo de derivada) para

d 1\ 1
doo \z — 2 ) (2 —20)?

Pode demonstrar-se que o limite troca com o sinal de integral (exercicio para os alunos
interessados) e portanto conclui-se que

f(z0) = L &é &dz.

211 Jo (2 — 20)?
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As férmulas para as derivadas de ordem superior obtém-se da mesma forma derivando
sucessivamente. Por exemplo

re = (e )

1 d 1

= b0z (o) e
1 2

= 5 P IO

A,
B 27?2'?%(2—20)3d'

Da préxima vez que se deriva, o expoente 3 do denominador aumenta 1 e o 3 passa para
fora a multiplicar, justificando o 3! na férmula para a terceira derivada, etc... U

14. APLICACOES DAS FORMULAS INTEGRAIS DE CAUCHY

Exemplo 14.1. Calcular 560 %dz para toda a curva de Jordan C' contida no dominio de
diferenciabilidade.
Pelo Teorema de Cauchy, podemos deformar C' dentro do dominio de diferenciabilidade

27iz . . P .
de S5—, que é C\ {£1}, sem alterar o valor do integral. Hd apenas quatro casos a consid-
2217 ’
erar:

(i) C nao contém 1 nem —1 no seu interior: Entdo C' pode ser deformada num ponto
(isto é num caminho constante) e portanto

eQm’z
dz = 0.
}éz? %

(i1) C' contém —1 no interior mas nao 1: Entdo C' pode ser deformada na circunferéncia

|z 4+ 1] =1 e portanto
2miz 2miz
e e
% 5 1dz = yg 5 1dz
c? lz+1]=1

2miz

— % z—1 dZ
41=1 2 T 1

2miz
= 2m (6 >
z—=1),_,

= —7m.

onde na peniltima igualdade aplicdmos a formula integral de Cauchy. Se C' for per-
corrida no sentido hordrio, o valor do integral € mi.
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(i1i) C' contém 1 mas ndo —1 no seu interior: Entdao C pode ser deformada na circun-
feréncia |z — 1| = 1 e portanto

627mz

e27rz'z
% 2_ dz = §1§ %dz
cz—1 leo1j=1 2 — 1

21wz
= 2m ¢ = 1.
z+1),,

Se C' for percorrida no sentido hordrio, o valor do integral é —i.
(iv) C contém 1 e —1 no interior: Entio C pode ser deformada na unigo das circun-
feréncias dos pontos (ii) e (iii). Isto é

2Tz 2Tz 2miz
yg ¢ dz:§£ ¢ dz+y§ ¢ dz = —mi+mi = 0.
cz?—1 z1l=1 2% — 1 1= 22— 1

2miz

Conclui-se que os valores possiveis para o integral @C S—dz sao 0 e £mi.

Uma vez que podemos escrever qualquer curva seccionalmente reqular fechada como uma
concatenagao de curvas de Jordan, conclui-se que os integrais ao longo das circunferéncias
|z+1| =1 calculados em (i) e (iii) determinam completamente os integrais ¢, %dz para
qualquer curva fechada C em C\ {£1}. Os wvalores possiveis sao kmi com k € Z.

Como consequimos calcular o integral ao longo de qualquer curva fechada, podemos usar
o Teorema Fundamental do Cdlculo 11.5 para decidir se a fungdo é primitivdvel. Por
exemplo, a func¢do % ¢ primitivavel em U = C \ [—1,1]. De facto, o integral ao longo
de qualquer curva de Jordan (e portanto ao longo de qualquer curva fechada) em U € nula
pelos cdlculos efectuados anteriormente, pois uma tal curva ou contém ambos os pontos —1
e 1 no seu interior, ou nao contém nenhum deles.

I\

O método ilustrado no exemplo anterior permite calcular fﬁc £ 8 dz quando f: U — C
é holomorfa com U simplesmente conexo, p(z) é um polinémio e C' é uma curva fechada
seccionalmente regular contida em U.

Concluimos a discussao do Teorema e férmulas integrais de Cauchy com a apresentagao
de algumas consequéncias importantes. A primeira é uma caracterizacao das fung¢oes holo-
morfas em termos do integral de caminho complexo.

Teorema 14.2 (Teorema de Morera). Seja U C C um aberto e f: U — C uma fungdo
continua. Se 560 f(2)dz = 0 para toda a curva fechada seccionalmente reqular contida em
U, entao f € holomorfa em U.

Dem. O Teorema Fundamental do Célculo 11.3 diz-nos que f é primitivavel. Se F'(z) é uma
primitiva, F' é holomorfa em U e portanto, pelas férmulas integrais de Cauchy (Proposigao
13.5) F' tem derivadas de todas as ordens em U. Mas entdo o mesmo ¢ verdade para a sua
derivada f. Em particular, f é holomorfa. O

Segue-se uma propriedade surpreendente das fungdes inteiras (fungoes holomorfas em
todo o plano complexo). Uma funcao f: U — C diz-se limitada se existe M > 0 tal que
|f(2)| < M para todo o z € U.
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Teorema 14.3 (Teorema de Liouville). Uma fungdo inteira limitada € constante

O Teorema anterior é uma consequéncia imediata da formula integral de Cauchy para a
primeira derivada. A demonstracao fica como exercicio.

O seguinte Teorema tem muitas aplicagoes em Algebra. Foi usado em Algebra Linear
para garantir a existéncia de valores e vectores préprios para uma matriz quadrada (os
valores préprios sdo as raizes do polindémio caracteristico).

Teorema 14.4 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo o polinomio complexo nao con-
stante tem uma raiz complexa.

Dem. Suponhamos que p(z) é um polinémio nao constante mas que p(z) # 0 para todo o

z € C. Entao a funcdo f(z) = ]ﬁ ¢ inteira (e em particular é continua). Uma vez que
1
lim |f(z)| = lim =0

conclui-se do Teorema de Weierstrass (de Calculo 2) que |f(z)| tem méximo em C. Mas
entao f é limitada e portanto, pelo Teorema de Liouville, é constante. Isto contradiz a
hipétese de p(z) nao ser constante e conclui a demonstragao. U

Nota 14.5. Por indugao prova-se facilmente a partir do Teorema 14.4 que um polinomio
complexo de grau n tem eractamente n raizes compleras (quando contadas com as suas
multiplicidades).

15. SERIES NUMERICAS

Uma série ¢ uma sucessao da forma
N
(11) E 2z, com gz uma sucessao de numeros complexos.
k=1

E costume denotar uma série pela expressao

[o¢]

>

k=1
e dizer que esta converge se o limite de (11) existe, o que se abrevia por Y -, z < co. A
sucessao 2y diz-se o termo geral da série. Escrevendo

Zr = ag +1b,  com ag, by € R

e tendo em conta a seccao 3.4, vemos que

sz<oo<:>2ak<ooe Zbk<oo.

Recorda-se que a convergéncia de uma série ¢ determinada pelo comportamento do termo

geral quando k tende para infinito (isto é, nao depende do comportamento inicial da
~ . /. o0 o0 7

sucessao zx). Em particular a natureza das séries D ;" 2k € Y p- 0000 2k € & mesma e,

consequentemente, quando se pretende apenas analisar a convergéncia ou nao de uma série



42

nao é necessario especificar o termo inicial (isto é qual é o valor de k onde se comega a
somar).

Proposigcao 15.1 (Propriedades das séries). Seja (zx) uma sucessao de nimeros com-
plexos.

1. Se Yz, < 0o entao zx — 0 (mas nao reciprocamente! Por exemplo Y 02 | =

2. Se > |z < oo entdo Yz, < oo (diz-se que Yz, converge absolutamente ).

3. Critério da comparacgao. Se |z;| < ai e > a; < 00, entao Y z converge absoluta-
mente.

4. Para o € R, tem-se Zk;%a <oco&s a> 1.

5. Parar € C, tem-se Y, ¥ < 0o < |r] < 1.

= +00).

Dem.

1. Se S, = Zzzl zr € a sucessao das somas parciais entao zp = Sp — Sip_1. Por hipotese,
a sucessao S é convergente. Mas entao a sucessao Sip_; € também convergente com o
mesmo limite, e portanto z; converge sendo o limite 0.

2. E uma consequéncia da desigualdade triangular. Se 3 |z| < oo, a sucessio das somas
parciais da série ) z; é uma sucessao de Cauchy e portanto converge. Alternativamente,
escrevendo z = a + iy, tem-se |ag| < |zk| e |bi] < |2k| logo > |ax] < 00 e D |by| < 0.
Como as séries Y ay e > b, convergem, o mesmo sucede com »  z.

3. De facto a sucessao das somas parciais y ,_, |zx| ¢ crescente e limitada por Y .- ax,
logo é convergente.

4. Isto foi provado em Célculo 1 por comparacao das séries com os integrais das funcoes x%
em [1, 00[. Para se lembrarem deste resultado, basta que se lembrem que o expoente que
separa a convergéncia da nao convergéencia é o = 1, pois quanto maior o mais pequeno
é n% Se a série ) n% converge para um valor de o tem necessariamente que convergir
para valores de o maiores pelo critério da comparacao.

5. Para qualquer r € Ce N > 1 tem-se

A+r+.. +rV M1 =) = Q+r+. +rV 2N 2+ Y eV
= 1— N

logo, para r # 1 tem-se

N
1—

g rk = r
1—7r

k=0

Para r # 1, a sucessao das somas parciais converge sse |[r| < 1 (e nesse caso o limite é

1 _ o~
). Para r =1, claramente ) r™ nao converge.

0

Nota 15.2. Note-se que o critério da comparacao pode também ser utilizado para provar a
divergéncia de uma série de termos positivos. De facto, se 0 < by < ay e Y by = +00 entao
claramente Y a, = +00 ou entrariamos em contradicdo com o critério da compara¢ao.
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Exemplo 15.3. 1. A série ), ‘;L—; converge absolutamente. De facto,
en 1
n2|  n?

que converge pela Proposicao 15.1(4).

2. Dado z € C, a série Y -, 23 converge sse |z| < 1. De facto, se |z| > 1, tem-se

lim ﬁ = 400

n—oo n4

e portanto seque da Proposicio 15.1(1) que a série nao converge. Por outro lado, se
|z| <1 tem-se
z" 1

nt

v =
Como Y n—14 < oo pela Proposicao 15.1(4), conclui-se do critério da comparagao que a
série Y Z—Z converge absolutamente.

Como recorddmos na Proposicao 15.1(1), nao é suficiente para que uma série Y z,
convirja que o seu termo geral z, tenda para 0. A série harménica - | % é um exemplo
de uma série que diverge apesar de o termo geral tender para 0. O que é verdade, para
séries de termos positivos é que uma série converge se o termo geral "tende para zero
suficientemente depressa”.

Esta tultima afirmacgao nao vale no entanto para séries cujos termos nao sao necessaria-
mente positivos. Recorde-se que a série harmonica alternada

o0
3 (=D"
n
n=1
converge apesar de tender para zero devagar. E o exemplo bdsico de uma série que é
_ .. N (=D
convergente mas nao absolutamente convergente. As somas parciais Sy = ), “—

vao-se deslocando alternadamente para a esquerda e direita, movendo-se cada vez menos
e temos assim

) 7 1
(512—1)S(53:—6)§55§"'§S6§(S4Z—E)§(52=—§)

Devido a alternancia do sinal, e ao facto de o termo geral decrescer em mdédulo temos que,
para todo o n > k, a soma parcial S,, pertence ao intervalo com extremos S e Sx_1. Uma
vez que o comprimento deste intervalo tende para 0 com k, a sucessao das somas parciais
¢ uma sucessao de Cauchy e portanto converge.

Proposicao 15.4 (Mais propriedades das séries).

6. Seja x, uma sucessio decrescente de termos positivos. Entdo ) (—1)"x, converge
sse limx,, = 0.

7. Critério da razao. Seja z, uma sucessio de numeros complexos tal que ‘Z|"Z—“‘
n
3 |Zn41] 5
converge. Se lim =252 <1, entao > [2n| < 00,
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Dem.
(1) O argumento é exactamente o mesmo que para a série harmonica alternada.
(2) Suponhamos que o limite de |Z|’;:|1| ¢ r < 1. Entao para n grande tem-se |z,41| ~
Tznl, |Zng2] ~ 7|Zng1] ~ 7%|za| e, mais geralmente, |z,,x| ~ r¥|z,| para todo o
k. Mas entdo, para n grande, |z,| é aproximadamente uma progressao geométrica
de razao r < 1 e portanto a série converge. Fica como exercicio para os alunos

interessados a formalizagao deste argumento usando o critério da comparagao.
O

Exemplo 15.5. Determinar a natureza das sequintes séries:
(1) >>° WAVR  ma vez que

n=1 (2+44)"
(n+1)34v/n+1
lim BCEEDRERN lim n’ 4 ! = ! _ <1
G (1) + 1|24 [2+4i 20

logo a série converge absolutamente pelo critério da razao.
(2) 3>, m. FEsta sucessao tem termos positivos e claramente tende para 0 de-

vagar pelo que nao ird convergir. Por exemplo, temos

1

log(n?+n) ~— n
para n grande (basta n > 2 na realidade). Uma vez que Z% = 400, conclui-se do
critério da comparacao que a série diverge.

16. SERIES DE POTENCIAS

Definicao 16.1. Uma série de poténcias é uma expressao da forma
oo
Zan(z—zo)" =ag+a1(z — 2) +as(z — 20)° + ... coma, € CezeC
n=0

O raio de convergéncia da série de poténcias é

" lim sup {/ |an

Recorde-se de Calculo 1, que se x,, ¢ uma sucessao de ntimeros reais, lim sup z,, denota
o maior dos limites de subsucessoes convergentes de x,,.

Exemplo 16.2.
(1) Se x,, converge, entdo limsup z,, = lim z,,.
(2) A sucessio x, = (—1)" nao converge. Tem no entanto subsucessoes convergentes
para —1 e 1, pelo que limsup(—1)" = 1.

€ [0, +o0].

A férmula que define o raio de convergéncia nao é muito pratica. Sempre que possivel é
melhor calcular o raio de convergéncia usando a férmula seguinte.
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lan|

Proposigao 16.3. Seja Y a,(z — )" wma série de poténcias. Se a sucessao ]
— n
converge, o seu limite coincide com o raio de convergéncia da série de poténcias.

oo 1 n

Exemplo 16.4. Determinar o raio de convergéncia da série ) 7 | —=nz

Uma vez que
, n3 + in?
lim : =
n—oo (n 4 1)3 +i(n + 1)2
conclui-se que o raio de convergéncia € 1.

1

Para calcular raios de convergéncia de séries de poténcias é por vezes necessario calcular

limites de sucessoes da forma {/x,. Para o fazer é conveniente escrever essa expressao em
1 1

forma de exponencial: {/Z, = (z,)» = en'°8@) Por exemplo

: . log3
lim V3= lim e n =¢e=1.
n—oo n—oo
. . logn
lim /n = lime » =€’ =1.
n—oo n—oo
1 2
lim v2"n2 = lim 2¢ n = 2¢° = 2.
n—00 n—00
Ideia da dem. da Prop. 16.3. Se lim |a|:7+1|1| = R entdao para n grande, |ani1| ~ %la,| e

portanto |a,| tem a natureza de uma progressao geométrica de razao %. Mais precisamente

|aptk| ~ (%)k la,| para todo o k > 0. Uma vez que

conclui-se que lim,, o, ¥/|a,| = % pelo que o raio de convergéncia da série de poténcias em
questao ¢é R. [l

Exemplo 16.5. Determinar o raio de convergéncia das sequintes séries de poténcias.
(1) >, UL)" (> — 3)n. Tem-se

vn+1
a+y"
’ v+l I 1 Vn+2 1 1
_— 11m = = —
n—oo | (147)7+1 n—00 |1—f—l|\/n—|—1 |]_—|—2| \/§
vn+2

logo o raio de convergéncia € %
(2) 32, 2"(z —1)*". A série em questio é
1+2(z—i)* +2%(z—i)* +2°(z =)0 + - -

Na Defini¢ao 16.1, a, € o coeficiente da poténcia de (z — z) de expoente n, logo
para esta série temos

S

CL():]., CL1:O, CL2:2, (13:0, (14:22,...
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ou seja

n ’
22 sen € par
an = ;.
0 sen € impar.

A sucessao % nao estd definida (os termos pares seriam uma divisao por 0) pelo
n

que nao podemos aplicar o critério da Proposicao 16.3. Temos portanto que aplicar
a formula que define o raio de convergéncia na Defini¢cao 16.1:

W_ V25 =+/2 sen € par
" 0 sen € impar.

e portanto

limsup /|an| = V2

Conclui-se que o raio de convergéncia da série €

o

17. SERIES DE TAYLOR

A razao porque falamos de séries de poténcias é que estas dao uma nova caracterizagao
das fungoes holomorfas que segue dos seguintes dois resultados.

Proposigao 17.1. A expressao f(z) = >~ an(z—2p)" define uma fun¢ao holomorfa em
{z € C: |z — 2| < R}, onde R denota o raio de convergéncia da série de poténcias.

Ideia da demonstragdo. A partir da definigdo de raio de convergéncia vé-se que, para |z —
20| < R, a série é dominada por uma série geométrica de razao < 1 e portanto converge.

Um pouco mais detalhadamente, seja |z — zg| = r < R. Como limsup /a, = %, se T
for um nimero qualquer maior que l, para n suﬁmentemente grande temos {/|a,| < T.
Escolhendo R’ tal que r < R’ < R e tomando T = }—% " temos entdo

ool < e = loule =201 < (F5)'

para n suficientemente grande. Uma vez que % < 1, do critério da comparagao segue que
a série Y a,(z — z)" converge absolutamente.

Para ver que a fun¢do f(z) definida pela série em {z € C: |z — 25| < R} é holomorfa,
pelo Teorema de Morera 14.2 basta ver que f é continua e que §C f(2) dz = 0 para toda a
curva fechada seccionalmente regular contida no disco em questao. Mas

§1§f dz—yﬁ(Zan(z—zo )dz—Zan§£z—20 dz—Zano—O

A continuidade de f(z) e a troca da série com o integral requer Justlﬁca(;ao, que envolve a
nocao de convergéncia uniforme. [l

Nota 17.2. Quando |z — zy| = R, a série de poténcias pode convergir ou nao, dependendo
dos coeficientes a,,. Para |z — zo| > R, € facil ver que o termo geral da série nao converge
para O e portanto a série diverge.
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Reciprocamente, toda a funcao holomorfa pode ser desenvolvida em série de poténcias
em torno de cada ponto do seu dominio.

Teorema 17.3 (Teorema de Taylor). Se f é uma fungdo holomorfa no disco {z € C: |z —
20| <1}, entdo existem coeficientes a,, € C unicos tais que

(12)

o0

flz) = Zan(z —29)", para |z — z| <.

n=0

Além disso, os coeficientes sao dados pela expressao

B f(”)(zo)

"o n!

O desenvolvimento (12) chama-se o desenvolvimento em série de Taylor de f(z) em
torno de z = z;. Quando zy = 0 chama-rse também o desenvolvimento de MacLaurin de
f(2). A unicidade dos coeficientes é importante e é frequentemente utilizada para calcular
expansoes em série de Taylor como iremos ver nos exemplos que se seguem.

Exemplo 17.4.
(1) Seja f(z) = €* a exponencial complexa. Esta fungdo é inteira, logo podemos tomar

r = 400 no enunciado do Teorema de Taylor. Claramente f™(z) = €* para todo
0z € C. Aplicando o Teorema em z = 0, temos f(0) = ¢ = 1 e obtemos o
desenvolvimento

o n
z
z _
ef = E o para todo o z € C.
n=0

(2) Seja f(z) = . A funcio f € holomorfa em C\ {1} e portanto é holomorfa

(13)

(14)

1-2
em {z € C: |z| < 1}. O Teorema de Taylor diz que existe uma unica escolha de

coeficientes a, € C tais que
1 o
f(z) = T~ nEZO a,z"  para |z| < 1.

O Teorema dd também uma formula para calcular a,, mas em geral ndo € prdtico
utilizd-la. Recordando que

1 oo
. = g 2" para |z| < 1,
-z
n=0

pela formula para a soma de uma série geométrica, e comparando (13) e (14), a
unicidade dos coeficientes a,, no desenvolvimento de Taylor garante-nos que a,, = 1.

A formula de Taylor pode agora ser usada para calcular as derivadas de f(z) em
z=0. De facto

1= @ & f™(0) = n!

Por exzemplo f1°0(0) = 1000!.
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Nota 17.5. O Teorema de Taylor 17.3 permite achar o raio de convergéncia do desenvolvi-
mento de Taylor de uma func¢dao f(z) em zo sem fazer qualquer cdlculo: € o raio do maior
disco centrado em zy ao qual f(z) pode ser prolongada como uma fun¢do holomorfa. De
facto, seja S(z) => 7 jan(z — 20)" a série de Taylor de f em zy e R o respectivo raio de
convergéncia. Se f(z) pode ser prolongada como fungdo holomorfa a {z € C: |z — z| <}
entao o Teorema de Taylor diz que S(z) converge nesse disco e portanto R > r. Recipro-
camente, a Proposicio 17.1 garante que S(z) é holomorfa no disco {z € C: |z — z| < R}.
Como S(z) coincide com f(z) perto de zy, a fung¢ao f(z) pode ser prolongada a fungao
holomorfa S(z) no disco de raio R centrado em 2.

Exemplo 17.6. Achar os desenvolvimentos de Taylor em torno do ponto zy indicado:

(1) e” em 29 = 0. Substituindo z por 2% na expansio do Exemplo 17./ (1) temos

o0

9 <Z2)n
e = Z para todo o z € C

n!
n=0

0 ZQn
= Z—'pamtodoozec
n!

n=0

A unicidade do desenvolvimento de Taylor garante que este é o desenvolvimento
pretendido.

(2) ﬁ em zg = 0. Podemos obter este desenvolvimento por substitui¢ao no do Fxem-
plo 17.4(2) (isto €, usando a formula para a soma de uma série geométrica,):
11 1
2+ 28

o _1'”,
= Z( >z3”pam|z|<\3/§.

2n+1
n=0
(8) Os desenvolvimentos de MacLaurin das fungdes trigonométricas sen z, cos z, senh z
e cosh z sao os ja familiares de Cdlculo 1. Podem ser obtidos aplicando a formula
de Taylor para os coeficientes da série (uma vez que a formula para a derivada de
ordem n de uma fungdo trigonométrica € facil de achar) ou entao a partir do desen-

volvimento da exponencial e das formulas que definem as funcoes trigonométricas
complexas. O resultado é

x (_1)n22n+1

senzzzm, zeC
n=0

> (_1)712271
cos z = Z W, z2eC
n=0
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o z2n+1
senh z = nzo m, z € C
0 Z2n
(15) coshz:nzzom, zeC
Vejamos por exemplo a dedugao do desenvolvimento de cosh z a partir do de e*:
2
L= 2" 1m (=12
— X ataX o #EC

Na dltima expressao os termos correspondentes as poténcias de z com expoente
impar cancelam, obtendo-se a expressao (15). E um bom exercicio fazer o cdlculo
andlogo para sen z ou cos z.

1 1

(4) 45 em torno de zy = i. Pretende-se uma expressao para a fungao 1 da forma

ap+ay(z — i) +ag(z —i)* + - -

Podemos escrever a fungao em termos de (z — i) fazendo 1qle = m e aplicar
a formula para a soma de uma série geométrica:
1 B 1 1
142 1+ 1+

1 i z=i\"Jzoil

B A SV A N

= ii(z—i)” |z —i| < |1+ = V2

n=0 (1 + i)n+1 ’

Além de manipulagoes algébricas simples e substitui¢oes nos desenvolvimentos conheci-
dos para a funcao exponencial, funcoes trigonométricas e a soma da série geométrica, um
outro método para obter desenvolvimentos de Taylor é a derivacao e integracao de séries
termo a termo.

Proposicao 17.7. As séries de poténcias podem ser derivadas e integradas termo a termo.
Dem. Requer o recurso a nocao de convergéncia uniforme. U

A proposigao anterior diz (no caso da operagao de derivagao) que

dz %an(z—zo) 22%(%@—20) ) =§ann(z—zo) para |z — zo| < R

onde R é o raio de convergéncia da série de poténcias que estamos a derivar. Recomenda-se
o exercicio de verificar directamente que o raio de convergéncia de uma série de poténcias
e da série das derivadas coincide.
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Exemplo 17.8. Desenvolver as sequintes funcoes em série de MacLaurin.

(1) ﬁ Tem-se

d [~ .
= £<Zz) para |z| < 1
= an"’l, |z] <1
= 2 n
= nz"", |z < 1.

n=1

(2) log(1 + z), onde log denota a funcao logaritmo definida pela escolha do argumento
principal. A fungao log(1l + z) € diferencidvel em C\] — oo, —1] e nesse dominio é
0 integral indefinido de 31
=1

log(1 = —d
og(l+ z) i o

(para fizar ideias pode tomar-se para caminho de integracio o segmento de recta
que une 0 a z). Concluimos que

=1
log(1 - [
og(1+ z) CTtw
= / Z(—l)"w” dw para |z| <1
0 n=0
= Z(—l)”/ w'dw, |z| <1
n=0 0
> P
= -1)" , < 1.
S

Demonstracao do Teorema de Taylor 17.3. Seja f uma fungao holomorfa na regiao {z €
C: |z — 20| < r}. Dado z nesta regiao podemos escolher s tal que |z — zg| < s < r e
aplicando a férmula de Cauchy a circunferéncia de raio s e ao ponto z (que pertence ao
seu interior) temos

(16) =5 I

- omi

dw.

|z—z0|=s
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A funcao ﬁ pode ser desenvolvida em série de poténcias de (z — zy) como fizemos nos
exemplos acima

1 1 1 (z — 2zo)"
w—z (w—z)—(2—2) w—z 1 —;ZZ‘; nz: — zo)"
onde usdmos que |Z==2 (16) temos
1 . (z — z)™
S ETA) )y
16 = aa b (g g

- sz?% W( )%) e
_ Zf <ZO)(2—ZO).

n!
n=0

onde na ultima passagem usamos as formulas integrais de Cauchy. A troca da série com o
sinal de integral na segunda passagem do calculo anterior requer justificacao, que envolve
a nocao de convergeéncia uniforme. O

18. SERIES DE LAURENT E CLASSIFICAGAO DE SINGULARIDADES ISOLADAS

Definicao 18.1. Uma série de Laurent é uma série da forma

e}

Z an(z — 29)"

n=—oo

onde ay, zo € C.

Uma série de Laurent é portanto uma expressao do tipo
a_o a_q 2
.+ + +ag+ai(z—2) tas(z—2)" +...
ot o Tt e ) bl =)

que deve ser encarada como a soma de duas séries de poténcias:

Uma série de poténcias de (z — zp): ag + ay(z — z9) + az(z — 20)° + . ..
a_q a_9

Uma série de poténcias de + ...

z2— 2z z—20 (22— 2)?
A primeira converge numa regiao da forma |z —zg| < R (onde R é o raio de convergéncia) e

a segunda converge numa regiao da forma <1’ & |z—2z| > L =r (onde novamente

r’ é dado pela férmula para o raio de convergéncia de uma série de poténcias). A série de
poténcias com expoente negativo chama-se a parte singular da série de Laurent.
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Conclui-se que uma série de Laurent converge absolutamente numa regiao da forma
{zeC:r<|z— 2| <R}
(que se chama um dnulo) e nessa regiao define uma fungao holomorfa (pela Proposigao
17.1). Reciprocamente temos o seguinte andlogo do Teorema de Taylor.
Teorema 18.2 (Teorema de Laurent). Seja f uma fun¢ao holomorfa no conjunto {z €

C:r<|z—2z| <R} onde 0 <r < R < +oo. Entao existem coeficientes a,, € C unicos

tais que
o0

f(z) = Z an(z —20)", parar < |z—z| < R.

n=—oo

Além disso

" i (z — zp)"t!

Os desenvolvimentos em série de Laurent sao achados da mesma forma que os desen-
volvimentos de Taylor, usando a unicidade dos desenvolvimentos e a comparagao com
desenvolvimentos em séries de poténcias conhecidos.

1
a 515 Ldz para todo o n € 7.
|z—z0|=s

Exemplo 18.3. Determinar os desenvolvimentos de Laurent nas regioes indicadas.
(1) i na regiao 1 < |z| < +o00. Vamos deduzir a expansdo a partir da formula para
a soma de uma série geométrica, notando que |z| > 1 < |%‘ < 1:

1 B 1 1
11—z  z %—1
B 1 1
N z 1—%
=1 1'
= —= —, para |—| <1
Z: n
i 1 1 1 1 L1
= — = — - — — ... ara |z .
o zntl z 22 23 » P

(2) Wl(z—Q) na regigo 1 < |z| < 2. Podemos decompor esta fun¢do em fraccoes

simples:
1 1 1

(z—1D(z—-2) 2-2 z-1
e basta agora achar um desenvolvimento em série de poténcias de z para cada uma
das parcelas que seja valido na regiao pretendida. Para a primeira parcela serve o
desenvolvimento de MacLaurin que € vdlido para |z| < 2:

1 1 1 .
T3 TaioE s X <2
n=0

z
2
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enquanto que um desenvolvimento de —ﬁ = ﬁ vdlido para |z| > 1 foi achado no
exemplo anterior. Conclui-se que
1 " = 1
—_— = —— ———, para 1 < |z| < 2.
GC-1(-2) ; on i +; o P g

(3) sen% em 0 < |z| < +00. Este desenvolvimento pode ser obtido directamente substi-

tuindo no desenvolvimento de MacLaurin de sen z:

1 (=) 1\
sen;:§m<;) , para z # 0.

As séries de Laurent sao utilizadas na andlise de certos pontos de nao diferenciabilidade
de uma funcao complexa, que é necessaria para o calculo de alguns integrais de caminho
(como veremos nas préximas aulas).

Definigao 18.4. Uma fun¢ao compleza f(z) tem uma singularidade isolada em 2, se existe
€ >0 tal que f € holomorfa em {z € C: 0 < |z — 2| < €}.

Assim, uma fungao tem uma singularidade isolada em z; se é diferenciavel em todos os
pontos préoximos de zg, exceptuando o proprio ponto. As fungoes do Exemplo 18.3 tém,
respectivamente, singularidades isoladas em 1, em 1 e 2, e em 0.

Definigao 18.5. Seja zy uma singularidade isolada de f e f(z) = >0 an(z — 20)" a
expansdo de Laurent vdlida em 0 < |z — 2| < €. Entao zy diz-se
e uma singularidade removivel se a, = 0 para n < 0, isto € se a expansao de Laurent
¢ da forma
ag + ai(z — z) + ag(z — 20)* + - - -
e um poélo de ordem k (para k > 1) se a, =0 paran < —k e a_y # 0, isto €, se a
expansao de Laurent € da forma
a_f A k41
(z=20)" (2 —20)""

e uma singularidade essencial caso contrdrio, isto é se ha infinitos valores de n < 0
para 08 quais a, # 0.

+--Fap+ta(z—2z)+- coma_y#D0.

O residuo de f em zy € o coeficiente a_y de ﬁ na expansao de Laurent:

Res(f(z),20) = a_;.

Se zy é uma singularidade removivel, a série de Laurent é na realidade uma série de
Taylor e, portanto, define uma fungao holomorfa num disco centrado em zy. A fungao f(z)
pode assim ser prolongada a zo como uma fungao holomorfa, o que justifica a terminologia
para este tipo de singularidade.

A definicao anterior estabelece uma hierarquia entre as singularidades isoladas. Do mel-
hor caso para o pior temos: as singularidades removiveis nao sao verdadeiras singularidades
- a funcao so6 aparentemente nao é holomorfa no ponto; num pélo, a parte singular da série
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de Laurent tem apenas um nimero finito de termos; finalmente, numa singularidade essen-
cial, a série de Laurent contém infinitos termos que tendem para oo quando z tende para
20-

Exemplo 18.6. Classificar as singularidades das sequintes funcgoes e calcular os respectivos
residuos.

(1) A fungao sen% tem uma singularidade isolada em 0. Tendo em conta o desenvolvi-
mento de Laurent do Ezemplo 18.3(3)

n 11 11 n 1 40
sen— = +++4+ —— — —— 4+ = para z
z 5lzb 3123 2z b
conclui-se que 0 € uma singularidade essencial e que Res(sen%7 0)=1.
(2) A fungio 5= tem também uma singularidade isolada em 0. Tem-se

23
senz 1o~ (=1)" 0~ (D" L., 1 1 1
23 _23;:0(2n+1)!z _nzz(](Qn+1)!Z 22 3!+5!22

Conclui-se que 0 é um pdlo de ordem 2 (também se diz um pdlo duplo) e que

Res(252,0) = 0 (uma vez que o coeficiente de + na expansio de Laurent € 0).

(3) A fungao e:—_l tem uma singularidade isolada em z = 0. Tem-se

ee—1 1 . 22 28 Do ? 22
. —Z +Z+§+§+"'— = +§+§+"'

pelo que 0 € uma singularidade removivel (e portanto Res(ezz_l, 0)=0.)

Esboco da demonstragao do Teorema de Laurent 18.2. Seja f uma fungao holomorfa na
regiao definida por r < |z — 29| < R. Dado z satisfazendo esta condigao, podemos achar
s,S tais que r < s < |z — z9] < S < R. Vamos aplicar a férmula integral de Cauchy ao
seguinte caminho fechado (que é deformavel num ponto dentro da regidao onde a fungao é
holomorfa):

C={2€C:|z—2|=S}UJU—{2z€C:|z—2z|=s}U—-J

onde J é um segmento de recta que une as duas circunferéncias, que lhes é perpendicular,
e que nao contém o ponto z. A curva C' é percorrida da seguinte forma: a circunferéncia
exterior é percorrida no sentido directo, depois J no sentido que aponta para zy, depois a
circunferéncia interior no sentido horario, e finalmente J no sentido contrario. A férmula
integral de Cauchy garante-nos que

1 fw) 1 fw) 1 f(w)

= dw = — d —
/) 2m Jow — 2 Y o lw—zo|=5 W — % w+2m’ w—z

dw
|w—z0|=s
(uma vez que os termos relativos ao intervalo J percorrido em ambos os sentidos cancelam).
O desenvolvimento em série de Laurent de f(z) segue agora do desenvolvimento de ﬁ em
série de poténcias de (z — zg), com expoente positivo para o integral sobre a circunferéncia
de raio S, e com expoente negativo para o integral sobre a circunferéncia de raio s, e da



55

troca da série com o sinal de integral, exactamente como na demonstracao do Teorema de
Taylor 17.3. Os detalhes deixam-se como exercicio aos alunos interessados. O

19. TEOREMA DOS RESIDUOS

Chegamos finalmente ao Teorema fundamental sobre o calculo de integrais de funcoes
complexas ao longo de caminhos fechados.

Teorema 19.1 (Teorema dos Residuos). Seja U um aberto de C, f: U — C uma fungdo
holomorfa e C C U wuma curva de Jordan. Se f tem apenas singularidades isoladas
21y ..., 2 no interior de C, entao

ygcf(z)dz = 20 Y Res(f(2), 2),

Nota 19.2. O numero de singularidades isoladas de uma fung¢ao holomorfa no interior de
uma curva de Jordan € necessariamente finito (caso contrdrio as singularidades teriam um
ponto de acumulagdo que seria uma singularidade, mas nao seria isolada).

Nota 19.3. Se ndo hd singularidades no interior de C' a soma € 0 por convencdao e recu-
peramos uma consequéncia do Teorema de Cauchy.
Exemplo 19.4. Vamos calcular

yg (ei + - ) dz.
2]=2 z =

Hd duas singularidades isoladas no interior da curva: 0 e 1. O Teorema dos residuos
diz-nos que

% (ei+ & ,)dz:2m‘(Res<ei+L,,0)+Res(ei+ : ,z))
2|=2 z—1 z—1 zZ—1

Uma vez que = € diferencidvel em z = 0, o desenvolvimento desta fungao em série de
poténcias de z tem apenas termos com poténcias de z de expoente positivo (€ a série de
MacLaurin) e portanto nao contribui para o cdlculo do residuo. Assim

Res(ef + L,, 0)= Res(eé, 0)
zZ—1

€, UMa vez que,
[e.e]

i "1 7 1 i
ez = E _._:1_|____2__3_|_...
nl zn z oz z
n=0
. a . , .o~ . 1 ~ .
concluimos que Res(e=,0) =i (€, por defini¢do, o coeficiente de - na expansdo acima,).
Da mesma maneira, temos
i z . z .
Res(e= + -, 1) = Res( -, 1)

Z—1 zZ—1

€ uma vez que
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(a expansao de Laurent € finita) conclui-se que Res(*,1) = i. Conclui-se finalmente que

yg (ei T ) dz = 2mi(i + 1) = —dn
21=2 2=

Note-se que o cdlculo do integral da parcela = podia também fazer-se usando a férmula
de Cauchy.

Nem sempre é pratico determinar os residuos a partir da expansao de Laurent. Por
exemplo, seria muito dificil achar a expansao de Laurent junto a 0 da funcao @ Vamos
ver agora como, em certas situagoes, é possivel classificar singularidades e determinar
residuos sem calcular a expansao de Laurent.

Proposicao 19.5. Seja f uma fungdo holomorfa em {z € C: 0 < |z — 29| < €}. Entao
o lim, . f(z) existe e é finito < zy € uma singularidade removivel.
o lim, ,, f(z) =00< 2y € um pdlo.
o lim, ., f(z) ndo existe < zy € uma singularidade essencial.

Justificacao incompleta. Note-se primeiro que, uma vez que as condi¢oes a esquerda e a
direita das equivaléncias sao mutuamente exclusivas e exaustivas, é suficiente mostrar as
implicagoes da direita para a esquerda. Por exemplo, assumindo que se verificam as im-
plicacoes da direita para a esquerda vejamos que se o limite existe e é finito entao a
singularidade é removivel: S6 temos que considerar as trés possibilidades para a singular-
idade e as implicagoes da direita para a esquerda mostram que os casos em que zy € um
polo ou uma singularidade essencial nao sao compativeis com a finitude do limite.

Vejamos agora as duas primeiras implicagoes da direita para a esquerda: Se zg é uma
singularidade removivel entao, perto de zy temos

f(2) =ag+ay(z — 2) +as(z — 20)* + . ..
Mas a série define uma funcao diferenciavel e portanto continua em zy logo

lim f(z) = ap é finito.
Z—r20

Se zp é um pdélo de ordem k temos

a- a_
f(z) = (z_zo)k-F(Z_Z;k1—|—---+a0+a1(z—zo)—|—... com a_r # 0

Claramente o termo ——= domina todos os restantes quando z tende para zy pelo que
(z—20)

lim f(z) = oo.
Z—rZ0
Resta perceber porque é que o limite numa singularidade essencial nao existe. Il

O resultado anterior ajuda-nos a calcular residuos quando a singularidade em causa é
removivel ou um polo (se a singularidade for essencial nao temos outro remédio sendo
usar a série de Laurent). Se a singularidade é removivel o residuo é obviamente 0. Se a
singularidade é um podlo podemos calcular o residuo da maneira indicada na proposi¢ao
seguinte.
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Proposicao 19.6. Se f(z) tem um pdlo em zy entdao

e a ordem do pélo € o tinico k > 1 tal que lim,_,. (2 — 20)¥ f(2) € finito e nao nulo.
e Se f tem um pdolo de ordem k em zy entao

| 1 NG )
Res(f () = im o (1) (G = 20t 762).

Exemplo 19.7. Vamos determinar as singularidades e calcular os residuos da funcao
f(2) = o= As singularidades sao as solugdes da equagao

senz =0&< z=Fkmw com k € Z.

Temos
. 1 1
lim = - =00
z—km Sen z 0

logo, pela Proposicao 19.5 todas estas singularidades sao polos. Como
1 1

lim (z — k7 = lim = = (=1)F
z—>k7r( >senz z—km COS 2 coskm (=1)

(onde na primeira igualdade aplicimos a Regra de Cauchy para resolver a indetermina¢ao),
conclui-se da Proposicao 19.6 que as singularidades sao todas polos de ordem 1. Mas
entdo, novamente pela Proposicao 19.6, os limites que acabdmos de calcular dao também

0s residuos, isto €,
1
Res ( ,lm) = (-1

sen z

Demonstracao do Teorema dos Residuos 19.1. Pelo Teorema de Cauchy podemos defor-
mar a curva de integracao C' numa uniao de pequenas circunferéncias em torno de cada
uma das singularidades no interior da curva. Isto é

g§f yél e

onde ¢ > 0 é suficientemente pequeno para que as circunferéncias estejam contidas no
interior de C' e contenham apenas uma singularidade de f. Basta agora mostrar que

yg f(2)dz =2miRes(f,z) paracadai=1,...,n.
|z—z;|=€

Mas se 2y uma singularidade isolada de uma funcao f e
+oo

f(2)= D an(z—2)"

n=—oo

é o desenvolvimento de Laurent valido em {z € C: 0 < |z — 29| < 7} entdo dado € < r
temos

%gz_zolzef(z)dz = 51%_2[)':6 ( +2’° an(z — zp) ) dz = Z an?% " (z — z0)"dz

n=—oo n=—oo
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(onde a troca da série com o integral é justificada pela convergéncia uniforme da série sobre
a circunferéncia). Uma vez que

7§ ( yd 0 se n # —1 (porque a fungao (z — 2p)" é primitivavel),
z—2)"dz =
|2—z0|=¢ ’ 2mi se n = —1 (por um cdlculo directo)

conclui-se que

Z anyg (z — 20)"dz = 2mia_y = 2mi Res(f, 29)

o que conclui a demonstracao. Il

Demonstracao da Proposicao 19.6. Se zy é um polo de ordem k de f entao para z préximo
de zy temos

a_p A_f41
O R P T o R CICEE OB

(com a_j # 0) e portanto

j a_f A_f+1 . .
=2l f&) = T T et Tt el ) ez )T

Conclui-se que o limite

0 se k —j7 <0< j > k pois entao todos os expoentes sao positivos
lim(z—2) f(z) =S a_p sek=j

Z—r 2 .
’ o0  sek—j>0% j<kpois (z — 2) f(2) tem entdao um pélo em z.

Isto justifica a primeira afirmacao na Proposicao 19.6. Para ver a segunda note-se que
(z—20)"f(2) =a_k +a_ps1(z—20) + - +a_1(z — 2)" 4+ agz — 20)F + ...

A férmula para o residuo a_; obtém-se derivando a expressao acima (k—1) vezes e tomando
o limite quando z — zg:

(%) 7 ((z—zo)kf(z)) = (diz) 7 (a—k+"'+a_1(2—20)k_1—f-ao(z—zo)k—i—,,,)
= 0+ -+ (k—Dlay+aolk(k—1)---2)(z — 2) + - --

(onde usamos a Proposigao 17.7 para derivar a série termo a termo). Tomando o limite de
ambos os lados da igualdade obtemos

lim (i) (2= 20)f(2) = (k- Dla_y = (k — 1) Res(f, z)

Z—r20 dZ

conforme pretendido. [l
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Para aplicar as Proposicoes 19.5 e 19.6 ¢ 1til notar que podemos aplicar a regra de
Cauchy para resolver indeterminacoes do tipo 8 em limites de fungoes complexas. A razao
é a seguinte: sejam f(z) e g(z) fungoes holomorfas num aberto contendo zg e que se anulam
em zy de maneira que o limite lim,_, % produz uma indeterminacao do tipo 8. Podemos
determinar o limite do quociente a partir das expansoes de Taylor de f e g em torno de z

da seguinte forma. Escrevemos
f(2) = ap(z — 20)F + apsr(z — 20)"™ 4+ com k> 1,a, #0
9(2) = bz — 20)"™ + byy1(z — 20)™ ™ 4+ -+ comm >1,b, #0

(os expoentes k e m dos primeiros termos nao nulos da expansao de Taylor de f e g dizem-se
as ordens do zero zy de f e g respectivamente). Portanto

f(2) ~ap(z—2)F e g(2) ~bp(z— %)™ para z préximo de z

e portanto
z a
% ~ b—k(z — 2)F™™  para z préximo de z
g\z m
Da expressao anterior conclui-se que
£(2) 0 se k>m
z
lim —~ =< % gsek=m
=0 g(z) | o

oo sek<m

Dado que se podem derivar as expansoes de Taylor termo a termo é agora imediato concluir

que
!/
lim _f(z) = lim / (z)
w0 g(2) om0 g(2)
Deixa-se a justificacao detalhada aos alunos interessados.
Exemplo 19.8.

(1) Classificar as singularidades e calcular os residuos da funcio f(z) = Zs;nz. As
singularidades de f(z) sao as solugoes da equagao

zsenz =0 z2=0o0u senz=0<z2=0o0u 2 =kmw com k € Z.

Claramente

lim =0

z—km Z Sen z
pelo que todas estas singularidades sao polos. Vamos analisar separadamente O e
km com k # 0. Em 0 temos

1 1 1

~ =
zsen z z(z—g—?+) 22

pelo que z = 0 € um pdlo de ordem 2. Podemos verificar isto recorrendo a Proposi¢do

19.6: )
) z ) z ) 1
lim = lim = lim
z—0zsenz 2—0senz  2—0COS 2

=1
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(onde aplicdimos a regra de Cauchy na penultima passagem). O residuo pode ser
calculado recorrendo a Proposicao 19.6:

1 o d 22 . senz — zcos 2
Res ,0) =lim — = lim —
zsen z z—0 dz \ zsen z 2—0 sen® z

Aplicando a regra de Cauchy este limite é

. COSz—cCosz+ zsenz . sen z

lim = lim =0

2—20 2sen z cos 2 z2—20 2.COS 2
logo

1
Res ( ,0) =0.
zsen z
Nas restantes singularidades, km com k # 0, temos
senz = sen((z — km) + km)
1
= (=1)"sen(z — k7) = (=1)*(z — k7) — (—1)k§(z — k) -

~ (=1)*(z — kn) para z ~ kn
e portanto

1 1
zsenz km(—1)k(z — kn)

para z ~ krn(k # 0).

Para k # 0, o ponto km € portanto um pdlo de ordem 1. Podemos verificd-lo (e
calcular o residuo) calculando o limite
z—km 1 1

lim = lim = -
zokr zsenz  z—krsenz 4+ zcosz  kmw(—1)

Portanto

1 1
R k)| = ————.
es (zsenz7 7r) km(—1)k

(2) C’alcularg% _—— dz. As singularidades no interior da curva de integrac¢io sio
z|=4 zsenz
—m,0 e w. Pelo Teorema dos Residuos e os cdlculos da alinea anterior temos

1 1 1 1
yﬁ dz —27i (Res < ,—7T> + Res (—, O> + Res < ,7?))
2= 7 S€N 2 zsen z zsen z zsen z

= —27Ti(l+0—l>:0
T T

(onde o sinal — se deve ao facto de a circunferéncia ser percorrida no sentido
hordrio).
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20. APLICACOES DO TEOREMA DOS RESIDUOS

O Teorema dos Residuos pode ser aplicado ao calculo de integrais reais como veremos
agora em alguns exemplos.
Exemplo 20.1. Calcular fj;o o d.
Por definicdo, o integral anterior (a que se chama um integral imprdprio) é igual ao
limate
S|

dx.

lim
R—too | _p 1+ 2t
Os integrais dentro do limite podem ser vistos como o integral de caminho da fun¢ao com-
plexa ﬁ ao longo do segmento de recta no plano complexo que une —R + 0i a R + 01
(basta aplicar a defini¢ao de integral a parametrizacio z = v com —R < x < R). Vamos
chamar Ir a este segmento de recta. Para aplicar o Teorema dos Residuos precisamos de
um caminho de integracao fechado e vamos “fechar” Ir concatenando-o com a semicircun-
feréncia
Cr={2€C: |z| =R, Im(z) > 0}

percorrida no sentido directo, obtendo o contorno fechado I'r = I UCg.

As singularidades de Hﬁ sio os elementos de /—1 = {e%,e%ﬂ,e%ﬂ,e%}. e apenas
as primeiras duas estio no interior de I'r (para R > 1) logo, pelo Teorema dos Residuos
temos (para R > 1),

1 . 1 in 1 isn
nglez‘* dz = 2w (Res(1+z4,e4) +Res(1+z4,e4 ))

As singularidades de ﬁ sao todas polos simples e podemos (pela Proposi¢ao 19.6)
calcular os residuos através dos limites

1 —e 1 1 i
Res( €4>:limz+e4:1im—:—6_i

1+ 2% o 1424 x4z 4
€ 13
1 i —e'r I 01 o 1 i
Res ,eBT — lim 2% = fim = e = e T
1424 - L - 4
Conclui-se que
1 1 in i3 v s
dz = 2mi— (e‘T + e_T> = —(—V2)=— ara R > 1.
§éR 1+ 24 4 2 ( ) V2 P
Tomando o limite quando R tende para oo na igualdade
R
1 1 1
/ 4 dl’ +/ 1 dZ = / 1 dz — i
_rl+x cp 1+2 rp 142 V2
obtemos

oo 1 ™
d Ii dz = —
/OO 1+ a4 S o 1+ 24 : V2
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e o calculo estard terminado se consequirmos ver que o integral sobre a semi-circunferéncia
Cg tende para 0 quando R — oo. Para z in Cr temos

1
~R*—1

1
1+ >z -1>R' - 1=
1+ 24

e portanto, pela desigualdade triangular,

1
/ 4dz
T'r ].+Z

Concluimos entao que

1 TR
S/CRR4_1ds:R4_1—>O quando R — oo.

/’+OO 1 T

L
Ceo 12t V2
Exemplo 20.2. Calcular fo% L _df

2-+sen 6 :
O integral anterior pode ser wvisto como o integral de uma funcao holomorfa sobre a

circunferéncia de raio 1. De facto, usando a parametrizacio v(0) = €*,0 < § < 27, temos

2
(17) f(2) dz = / f(e®Yie?ds.
|z|=1 0
e podemos usar a formula para sen em termos da exponencial complexa para escrever
2 2
1 1
(18) /0 2+ senf /0 2+ —619—21?‘“"
Para que (17) e (18) coincidam precisamos que
) ) 1
AR 1]
e¥)ie” = : :
f( ) 2 + 87‘9—2:,719
; 1 1
f(e 9) - 9 _ 1 - 10
2+ € 10 1€
2
1 1 2

=liz 224 4iz—1
A funcgao f(z) tem dois polos simples nos pontos z que satisfazem a equagdo

—4i++/—16+4
5 -

P 4diz—1=0s 2=

(—2 + V3)i.

Destes apenas (—2 + /3)i pertence ao interior da circunferéncia de raio 1. O Residuo
nesta singularidade é (de acordo com a Proposicdo 19.6)

. . 2(z+ (2 = V3)i) . 2 1
Res(f(2), (=24 V3)i) = lim _ = lim g
(). )9) (243 22+ 4diz—1 as(—2+vE)i 22 + 4 \/3i

o 1 21
—— dl =2 — = —.
/0 2+ send V3i V3

e portanto
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Nota 20.3. O método usado no exemplo anterior pode ser usado, pelo menos em principio,
para calcular o integral de qualquer fungdo racional de senf e cos® no intervalo [0,2mw]:
Dada uma tal fungdo R(sen@,cos®), usando as formulas

ol _ =it eif 4 =it
senf = T; cosf =
7
temos que a func¢ao racional
1 1
z—= z+2\ 1
2)=R = —
1) ( 2 2 ) iz

satisfaz

2
(2) dz:/ R(cos 8, sen 6)db
0

|z]=1

e o integral da esquerda pode ser calculado usando o Teorema dos Residuos.

Exemplo 20.4. Calcular f+oo LSNL ],

—oo  x2+1
Vamos usar o método do Exemplo 20.1. Consideramos o contorno de integra¢ao
I'r = IR U CR
onde Ir = [-R,R] C C e Cr = {2z € C: |z| = R, Imz > 0}. Vamos escrever o inte-

gral do enunciado como integral de uma funcao holomorfa ao longo do caminho Ig. Se
consequirmos ver que o integral sobre a semicircunferéncia Cg tende para zero quando
R — o0, vamos consequir calcular o integral do enunciado pelo Teorema dos Residuos tal
como no Exemplo 20.1.

A escolha dbvia de fungio f(2) a integrar sobre Ir € f(2) = 2. No entanto, se
fizermos esta escolha o limite do integral sobre a semi-circunferéncia nao sera 0, uma
vez que sen z tende exponencialmente para oo ao longo do eixo imagindrio positivo. Para

resolver este problema podemos notamos que

senx = Im (em)

+oo +o0o ix
/ Tsenzx dr — Im / ze dr
e X241 e X241

bastando portanto calcular o integral que aparece no termo direito da equac¢ao anterior.
Note-se que ao longo do eizo imagindrio ¥ tende para O exponencialmente pelo que hd
alguma hipdtese que o integral na semi-circunferéncia tenda para 0.

A fungao f(z) = szfl tem apenas as singularidades isoladas z = +i que sao ambas polos
simples. O contorno de integragao C'r contém unicamente a singularidade +i para R > 1.

Pela Proposicao 19.6 temos

zet? ze? ze?  je ! 1
Res | ——,i | =1i —1)———— =1i = —— = —.
es (22 +1 Z) ZIEE(Z i) (z —1)(z +1) izt 2i 2e

e portanto
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Tomando o limite quando R — oo na igualdade

R . ‘
T 1z 1

/ fe dx—l—/ e dz = 2mi— = Zz’

_px?+1 op 221 2¢e e

+0o0 xeiw ) Zeiz T
/ + lim / dz = —1i
oo 2H1 0 Roo fo 2241 e

e basta-nos agora mostrar que o limite do integral sobre a circunferéncia tende para 0.

Temos |e"*| = |'@tW)| = |e™*~v| = e7¥. Sobre a circunferéncia Cg temos y > 0, logo
|eiz\ < 1 mas esta majoracao nao € suficientemente boa para mostrar que o integral sobre
Cg tende para 0. Em vez disso podemos parametrizar Cr da maneira habitual com o
caminho

obtem-se

Y(t) = Re, com0<t<m

iz T RetteiRe” ‘
/ =¢ 5 dz| = / Lz’Re”dt
Cr 1 +z

e usar

R2e2it 1 1
T | ReiteiRe’
e'te o
< |\ iRe|dt
o |Rfet 41
s R —Rsent
e
= | TRt
0 |R et 4 1|
. . it _ . _
onde usdmos que || = |~ RsentFiltcost] — g=Rsent " [Img yez que

|R?e* +1] > |R?™| — 1= R* -1

T RefRsent R2 s
- Rdt< —— —HRsent gy
/0 |RZe2t 4 1| —32—1/0 €

e resta-nos perceber porque € que fow e Bsentdt 5 0 quando R — oo. Ndo se pode calcular

directamente o integral, mas tendo em conta que a funcdao sent é simétrica em relacdo a
_ 5 s - T _
t =17 (isto ésen (3 + o) =sen (3 — ) ) temos

" z
/ efRsentdt -9 / efRsentdt
0 0

2 T
sent > —t  para 0 <t < —
T 2

temos

Por outro lado

(a equagdo a direita da desigualdade € a equagdo da recta que passa pela origem e pelo
ponto (§7 1) = (%,sen (%)) pelo que a desigualdade € clara se desenharmos o grdfico de
sent), logo

6—Rsent S e—R%t para O S t S

NN
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e portanto
t=2 T
’ —(1—6’R)—>Oquand0R—>oo

% —Rsent /g —R2¢ ™ —R2¢
e dt < e tridt = ———e 'r =
/0 —Jo 2R =0 2R

como pretendiamos. Conclui-se assim finalmente que

/+°° Tsen I /+°° xe'® d I <7r ) T
= 1lm | =11m/\|—71| = —.
oo T2 H1 e | e e

O argumento usado no exemplo anterior mostra mais geralmente o seguinte resultado:

Lema 20.5 (Lema de Jordan). Seja a > 0 e Cp = {# € C: |z] = R,Imz > 0} a
semicircunferéncia de raio R. Dado L € R, seja f: {z € C: Im(z) > 0,|z] > L} — C
uma fungao continua tal que

A =0

Entao
li 2y = 0.
[ s
Dem. Basta copiar a majoragao feita no Exemplo 20.4 (exercicio). O

Podem usar este resultado na resolucao de exercicios sem refazer a majoracao do Exemplo

20.4.

Exemplo 20.6. No Exemplo 20.4, poderiamos ter mostrado que limpg_, s fCR 2 1y — ()

2241
tomando a =1 e f(2) = 75

z < R o
22417 R2-1

no lema de Jordan, uma vez que

max 0 quando R — +o0.

zeCRr

21. INTRODUGAO AS EQUAGOES DIFERENCIAIS

Uma equacao diferencial é uma equagao cuja incégnita é uma funcao e que envolve
derivadas da incégnita. Quando a incégnita é uma funcao de uma sé variavel, a equagao
diz-se uma equacao diferencial ordindria. Um exemplo é a equacao

dy

dt
onde a incégnita é uma fungao y = y(t). Frequentemente a func¢do y(t) modela a evolugao
com o tempo de uma certa quantidade (dai usarmos ¢ para a variavel independente).
Quando a incognita é uma funcao de varias varidveis, a equagao diferencial diz-se uma
equagao diferencial parcial. Um exemplo é a equacgao de Laplace
u  0%u
0x? + oy?
que tem por incégnita uma fungao u(x,y) de duas varidveis.
Neste curso vamos estudar principalmente equagoes diferenciais ordinarias (que sdo muito
mais simples do que as equagoes diferenciais parciais). No final do semestre falaremos

0
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brevemente de algumas das equagoes diferenciais parciais mais simples (e importantes) -
as equagoes de Laplace, das ondas e do calor.

21.1. Equacoes diferenciais ordinarias. Vamos agora iniciar o estudo das equacoes
diferenciais ordinarias aprendendo alguns métodos elementares de resolugao, que nos vao
permitir também ganhar alguma familiariedade com estas equagoes.

A equagao diferencial mais simples é

dy
E_f(t)

onde f(t) é uma funcdo continua. Aprenderam ja a resolver esta equagao em Calculo 1. A
solucao é

(19)

y(t) = F(t)+ K com F uma primitiva de f, e K € R.

Por exemplo,
dy t2
— =t ylt) =—+K, KeR.

Mesmo uma equagao tao simples como (19) exemplifica ja duas propriedades gerais das
equacoes diferenciais ordinarias:

(1) Uma equacao diferencial tem tipicamente infinitas solugoes. Para especificar uma
solugao pode fixar-se o valor que y(t) toma para um dado valor de ¢. O problema
resultante, constituido pela equagao juntamente com a condicao y(tg) = 4o, chama-
se um problema de valor inicial.

(2) Tipicamente, é impossivel resolver explicitamente uma equacao diferencial. Nao é
possivel, por exemplo, dar uma expressao explicita para a solucao de

dy +2
— =¢
dt

em termos de funcoes elementares.

Vamos agora iniciar o estudo de alguns métodos elementares de resolucao de equacoes
diferenciais ordinarias. Vale a pena notar que todos eles consistem na reducao da equacgao
diferencial dada a uma equagao equivalente a (19) por meio de manipulagoes algébricas da
equacao inicial. Em particular, é preciso saber primitivar para resolver equacoes diferenci-
ais.

21.2. Equacoes lineares homogéneas. As equacoes mais simples a seguir as da forma
(19) sao as equagoes lineares homogéneas. Um exemplo é a equagao

dy
dt
Para y # 0, a equagao é equivalente a

= sen(t)y

dy

At — gent
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que estd ja na forma (19). De facto, é equivalente a

d
5 logly(®)]) = sent

logly(t)] = —cost+ K, KeR
ly(t)| = efe ! KeR
y(t) = Fefe ' KcR

Uma vez que K ¢é arbitrdrio, &e® é um elemento qualquer de R \ {0}. Conclui-se assim
que as solugoes que nunca se anulam sao

y(t) = Ce ' C eR\ {0}
Notando que y(t) = 0 é também uma solugao da equagao inicial obtemos entao as solugoes
y(t) = Ce ! CeR.

Nao ¢é totalmente claro da explicacao anterior que tenhamos obtido todas as solugoes.
Podera haver solugoes que se anulem nalguns instantes mas nao sempre? Falaremos destas
questoes daqui a algumas aulas (e veremos entao que as solugoes obtidas sao de facto as
unicas solugoes).

O procedimento seguido no exemplo anterior resolve qualquer equacao da forma

dy
20 =7 — alt
(20) o = )y
que se designa por equagao linear homogénea (escalar e de primeira ordem):
d
—logly(®)] = a(?)

log [y(t)] = / alt)dt
y(t) = Cela®d  CeR.

Nota 21.3. A equagdo (20) diz-se linear homogénea porque pode de facto ser encarada
como uma das equacoes com este nome estudadas em A/lgebm Linear. Se V' for o espaco
vectorial real formado pelas fungoes diferencidveis e W for o espago vectorial de todas as
fungoes, podemos definir uma transformacao linear T: 'V — W que associa a um elemento
y €V o elemento
dy
Tly) = —
(onde a = a(t) € o coeficiente de y em (20)). E imediato verificar que para o, 5 € R se
tem T(oyy + Bya) = aT'(y1) + BT (y2), ou seja, que T € uma transformagao linear. Assim,
a equagao diferencial (20) pode ser escrita na forma T(y) = 0 e € portanto um exemplo
das equagoes lineares homogéneas estudadas em Algebm Linear.
Uma consequéncia desta observagao € que o conjunto das solugées da equagao (20) forma
um espago vectorial real, o que € consistente com a forma das solugoes que obtivemos acima.

—ayeW
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21.4. Um exemplo simples de modelacao por equagoes diferenciais. Acontece fre-
quentemente que uma quantidade evolui no tempo da seguinte forma: passado um intervalo
fixo de tempo a quantidade aumenta ou diminui uma certa percentagem determinada pelo
intervalo de tempo. Alguns exemplos sao:

(1) Decaimento radioactivo. Dada uma substancia radioactiva (uranio por exem-
plo) entao, passado um certo intervalo de tempo, uma certa percentagem fixa da
substancia decaiu em elementos mais leves. Uma medida da rapidez com que o ele-
mento decai (e portanto da radioactividade do elemento) é a meia vida do elemento
- 0 tempo necessario para que decaia metade da substancia.

(2) Crescimento de populagoées. Uma populagao (de bactérias por exemplo) cujo
crescimento nao estd sujeito a qualquer restrigao (de espago, nutrientes, existéncia
de predadores) cresce a uma certa taxa por intervalo de tempo, taxa essa que é
determinada por parametros bioldgicos (velocidade de reprodugao).

(3) Juros. Quando um depdsito num banco é remunerado a 2% ao ano, a quantidade
de dinheiro no banco ¢ multiplicada por 1,02 apds cada ano.

O comportamento descrito acima pode ser formalizado da seguinte forma: Se y(t) for a
quantidade que pretendemos descrever e T' for um intervalo de tempo fixado, temos, para
todo o t,

(21) y(t+T) = Cry(t)

onde Cr €]0, +00[ é uma constante (que depende do intervalo de tempo 7T'). No exemplo
dos juros acima terfamos 7' = 1 ano, e Cr = 1,02. Da equagao (21) segue que

y(t+2T) = Cry(t +T) = (Or)*y(t);  y(t +3T) = (Cr)’y(t)
e mais geralmente
y(t+nT) = (C7)"y(t)

ou seja Cpr = (Cr)". Analogamente podemos determinar a taxa de crescimento para
periodos mais curtos (admitindo que a evolugao se processa sempre do mesmo modo). Por
exemplo

Y(t+T) =yl +25) = (Cp)y(0)

pelo que

Da mesma forma vemos que
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e entao

n—o00 T
Y Cry(t) — y(t)
= T
n/CT _ 1
- (Jboo T (*)
Temos que calcular o limite
1, \n/ CT — 1 . 1_ €lognCT — 1

n

que é uma indeterminagao 0/0. Esta pode ser resolvida usando a férmula de Cauchy ou

notando que
2

emzl—i-x—i-x——i-...wl—i-x

2
e portanto
elogncT —1 1_*_%_1 _lOgCT
T/n L T
Conclui-se finalmente que a quantidade y(t) obedece a equagao diferencial
dy logCr
d T

que é uma equacao do tipo (20). E facil achar as solugoes pelo método descrito acima: sao

log Cp ¢

yt)=ae T ', a€R.

22. EQUACOES LINEARES E SEPARAVEIS. MUDANCA DE VARIAVEL

Vamos agora descrever mais alguns métodos elementares de resolucao de equagoes difer-
enciais.

22.1. Equacgoes lineares (nao homogéneas). Dé-se esta designacao as equagoes que se
podem escrever na forma

(22) Y 4 altyy = (1)

onde a(t) e b(t) sao funcoes dadas. Esta equagao pode ser reduzida a uma equagao da
forma (19) multiplicando pela fungao

(23) efa(t)dt
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(que se chama um factor integrante). De facto, a funcdo (23) nunca se anula pelo que a
equagao (22) é equivalente a

ef a(t)dt% + a(t)efa(t)dty _ b(t)efa(t)dt

que se pode escrever

i (efa(t)dty<t)) _ b(t)efa(t)dt.

dt
E agora facil resolver esta equacao, primitivando a funcao que aparece a direita do sinal
de igual.

g d
Exemplo 22.2. Resolver o problema de valor inicial 3/ —1; ty = 2t; y(0) = 0.

Uma vez que [ tdt = %, multiplicando a equagao por ez obtemos
d t2 2
_ <@7y) = 2tez

ezy(t) = Qeé +K, KeR
y(t) = 2+K67§, KeR

Substituindo na condi¢do inicial y(0) = 0 obtemos

0=24+K&K=-2

logo a solugao €
2
y(t) =2 — 2 7.
Nota 22.3. As equagoes lineares homogéneas (20) sao o caso particular b(t) = 0 das
equagoes (22). Podem portanto ser resolvidas pelo método agora descrito. Fica como
exercicio verificar que se obtém as solugoes descritas anteriormente, com a vantagem de
que, pelo novo método, nao hd qualquer divida que se obtém todas as solugdes (uma vez
que na obtengdo das solugdes ndao hd necessidade de excluir os casos em que y(t) se anula).

22.4. Equacoes separaveis. Chamam-se equacoes separaveis aquelas que se podem es-
crever na forma p
Y
F) o = 9(0).
As equagoes (20) sao desta forma e o método de resolucao que usamos acima pode também
ser aplicado. Se F'(y) é uma primitiva da fungao f(y) entao a regra de derivacao da fungao
composta permite-nos re-escrever a equagao na forma

d

— (F(y(t))) = g(t

S (F ) = gl

que estd na forma (19). A solucdo geral obtém-se resolvendo a equagao (algébrica) para y
dada por

F(y):/g(t)dt—i—[(, K eR.
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Exemplo 22.5. Achar a solu¢do geral da equagdo cos y‘fl—zt’ = —tfj%.
FEsta equagao pode escrever-se (para seny # 0) na forma
cosydy t
seny dt 1412
e, uma vez que,
/ COSydy = log | sen y|
sen y
obtemos
d t
2 -
S loglsenyl) =~
1
log|seny(t)| = —5 log (1+#*)+ K,K €R
|seny(t)| = efélog(HtQ)JrK,K eR

seny(t) = e KeR

1
V112
Notando que se seny(t) =0 < y(t) = km com k € Z entdo y(t) é uma solugdo (constante)
da equagdo inicial, vemos que as fungoes y(t) que satisfazem a equagdo

1
Sen(y(t)) = Cﬁ, C € R

sao solugoes da equacao diferencial. Resolvendo esta equag¢ao obtem-se

y(t) = arcsen (C

) + 2km ou y(t) = m — arcsen (C’ > + 2km, com C € R.

1 1
V1 4+t V1 + 2
22.6. Mudanca de variavel. Em qualquer problema de calculo, uma mudanca de varidvel
apropriada pode simplificar o problema a resolver. O mesmo sucede na resolucao de
equagoes diferenciais. O processo é muito simples (a dificuldade reside sempre na escolha
da mudanca de variavel) e é exemplificado a seguir:

Exemplo 22.7. Resolver o problema de valor inicial % =24+ (%)2; y(l) =1.
Esta equacao nao € linear nem separdvel pelo que nao a sabemos resolver directamente.
Fazendo a mudanga de varidvel u = ¥ < y = tu e notando que

dy n tdu

— =1 R

dt dt
podemos escrever a equacao em termos da nova varidvel w:

1 du 1

+tdu 2u+u’ &
U+t— =2u+u — =
dt u+ u? dt t

obtendo-se assim uma equacao separdvel. Temos

1 1 1 :>/ J | U
—_— = = u = lo
ut+ur u 14w u + u? & 14w
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logo a equacgao a resolver é

dlo U _1
%1 u ot

u
1 = loglt|+ K,K e R
e[| = ol KK e

u

= +eft| =0t R
= et =, CeR\{0)
1
ut) = 1 — 1, CER\{0}.

Se C' = 0 na expressio acima obtém-se a func¢ao constante u(t) = 0 que € também uma
solugao da equacao. Obtemos assim as solugoes

1

t) = -1, C eR.
E portanto
t
t) = tu(t) = —t,CeR.
y(t) =tult) = T—
Substituindo na condi¢ao inicial temos
1 1
l=—+-1&C=-
1-C 2
pelo que a resposta €
()= —"r 1
A P

2

23. EQUACOES EXACTAS E REDUTIVEIS A EXACTAS
23.1. Equacoes exactas. As equacoes exactas sao as que se podem escrever na forma

(24) M(t,y) + N{(t, y)i—i ~0

Bt dy
escalar para (M, N). Recorde-se de Célculo 2 que uma condi¢ao necessaria e (pelo menos
localmente) suficiente para que (M, N) seja um gradiente é que (M, N) seja um campo
vectorial fechado, isto é, que

com (M,N) = (‘% %) = V¢ para alguma fungao ¢ = ¢(t,y) que se chama um potencial

oM  ON

oy ot
Se esta equagao se verifica é possivel (pelo menos localmente perto de um ponto (¢,y))
obter um potencial escalar para o campo vectorial (M, N). A regra da cadeia diz que

d 8 . 09 dy dy
£(¢(tay(t))) —E'l a—y~%—M(t,y)+N(t,y)dt
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e portanto a equagao (24) pode escrever-se na forma (19):

d

5 @(ty() =0&o(ty) =K KeR

que é uma equagao algébrica que permite determinar y(¢).

Nota 23.2. Geometricamente, a condi¢io ¢(t,y) = K diz que os grdficos das solugoes
da equacao diferencial estao contidas em curvas de nivel de ¢. A funcdo ¢ € portanto
uma quantidade conservada ao longo do tempo pelas solugoes da equagao diferencial. Esta
situacdo ocorre frequentemente em Fisica, onde ¢ € muitas vezes algum tipo de energia, e
a condi¢ao ¢(t,y) = K manifesta uma lei de conservagao.

Exemplo 23.3. Resolver o problema de valor inicial

d
Y2+ 2ty + (2yt + tQ)d—‘z =0;  y(1)=1.

Como
9 (2yt + %) =2y +2t = 9 (2yt + %)
oy (2 y 5 (2
a equacao € exacta. Um potencial € uma solucao do sistema
% =y + 2y
{ 5 =2yt + 17
A primeira equacdao tem solugdo

o(t,y) = y’t + t’y + Aly)

e substituindo na sequnda equagao obtemos A'(y) = 0. Conclui-se que

ot y) =yt + ty
¢ um potencial (hd outros, que diferem deste numa constante). A solugdo geral da equagdo
diferencial fica definida implicitamente pela equacao
vt+tly=K, KEecR.
O grdfico da solu¢ao do problema de valor inicial pretendido contém o ponto (1,y(1)) =
(1,1) logo a constante K correspondente a solugio € K = ¢(1,1) = 2.

Neste exemplo podemos resolver a equacao anterior em ordem a y explicitamente usando
a formula resolvente:

—t2 4+ /th + 8t
2t

Para que a condigao y(1) = 1 seja verificada temos que escolher a solugcdo correspondente
ao sinal + antes da raiz. Conclui-se finalmente que a solug¢ao do problema de valor inicial

é
PV 8L
B 2t '

Vt+tPy —2=0<yt) =

y(t)




74
23.4. Equacoes redutiveis a exactas. Uma equagao diferencial da forma

M(t,y) + N(t, y)ilit 0

diz-se redutivel a exacta, se existe uma fun¢ao nao nula p(t, y) chamada um factor integrante
tal que a equagao equivalente

p(t, y)M(ty) + p(t, y)N(t, y)d =0

dt
é uma equacao exacta. Isto acontece sse se verifica a relagao
B o

25 = (u(t,y) Mt = t,y)N(t
(25) o (u(t, y)M(t,y)) 5 (YN (¢, y))

o oM o ON
26 M= = ZEN4 =
(26) oy Ty ot T

que é uma equacao para achar o factor integrante. Esta equagao admite praticamente
sempre solucao mas sé é pratico acha-la quando o factor integrante p tem uma forma
especial, por exemplo, se este depende apenas de uma das variaveis t ou y.

Se 1 depende apenas de t, a equagao (25) simplifica-se, ficando

(0% (t.9) = WONE) + ) 5 (1.0

ou, equivalentemente,
M _ AN

27 r_ %y ot
(27) Wo=p—

Claro que a equagao (27) tem solugao se e sé se a fungao

N(t,y)

depender apenas da varidvel ¢t. Nesse caso, (27) pode ser resolvida para achar um factor
integrante e, multiplicando a equacao inicial pelo factor integrante obtemos uma equagao
exacta que ja sabemos resolver.

Podemos deduzir da mesma maneira uma condicdo para a existéncia de um factor
integrante que dependa apenas da varidavel y. Dada uma equacao da forma M(t,y) +
N{(t, y)dy = 0 que nao seja exacta, deve procurar obter-se um factor integrante da forma
u(t) ou ,u( ). Por vezes podera ser dada informagao adicional que ajude a achar um fac-
tor integrante. Por exemplo pode sugerir-se a procura de um factor integrante da forma
w(t +1vy) ou p(ty). Substituindo na equagao (25), obter-se-a entao uma equacao diferencial
linear homogénea para a determinacgao de .

Exemplo 23.5. Achar a solugdo geral da equacdio % + 2yet + (y + €') d—y =0.
Uma vez que as derivadas cruzadas

2
gy(y —|—2ye):y+26t %(yqtet):et
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sao diferentes, a equagdo nao ¢ exacta. Procuramos um factor integrante que dependa
apenas de y:

a% (M(y) (%2 + 2y6t>) = % (u(y) (y + )

2
y
1 (y) (5 + 2yet) Fuy) (y+2¢) = ply)e
1 (y) ( +2yet | = puly) (—y—¢)
"(y 1 y+eé
(y y 4+ 2et

A dltima equagdao € impossivel porque a funcao do lado direito do sinal de igual ndo de-
pende apenas de y. Nao existe portanto um factor integrante que dependa apenas de y.
Procuramos entao um factor integrante que dependa apenas de t:

(0(5 ) - 0w

ot
p(t) (y+2¢) = p'(t) (y+e') + p(t)e
p(t) (y+et) = @) (y+e)
pt) = pt)
Conclui-se que p(t) = e* € um factor integrante da equagao. A equagao equivalente
y? dy
2 dt

que se obtém multiplicando pelo factor integrante é exacta. Um potencial é uma solugao de

{ 2 — 37 2y { o(t,y) = gyPe’ +ye + Ay) { O(t,y) = 3y + ye* + A(y)

[
gy _ ye 4 e2t g_z — yet 4 2 yet 42 —i—A’(y) _ yet 4 2t

Tt 2y + (ye' + ) = =0

Conclui-se que A'(y) = 0. Portanto ¢(t,y) = %yQGt +ye?t € um potencial. A solucao geral
da equacgdo € portanto definida pela expressao

1 —e2t 4 /oMt L oK et
—y2et—{—y€2t:K<:>y(t): € e* + € :—et:t\/GZt—f—QKe_t, K e R.

2 et

24. CAMPOS DE DIRECOES E O METODO DE EULER

24.1. Interpretacao geométrica da solugao de uma EDO. Consideremos uma equagao
diferencial da forma

(28) %

- = = f(t,y)

com f: R? — R. Uma solugio y(t) da equacao anterior é representada geometricamente
pelo seu grafico, que é uma curva em R%. Uma vez que d ¢ o declive da tangente ao grafico



76

de y(t) no ponto (¢, y(t)), a interpretacao geométrica da equagao (28) é a seguinte: A curva
descrita por (¢,y(t)) é uma solucdo da equagao diferencial (28) se e sé se ¢ tangente em
cada ponto (¢,y(t)) a recta com declive f(t,y(t)) que passa por esse ponto.

Esta interpretacao permite-nos ter uma ideia qualitativa das solucoes de uma equacao
diferencial mesmo que nao as consigamos resolver explicitamente. O campo de direcoes da
equacao diferencial (28) é a funcdo que associa a cada ponto (¢,y) do plano a dire¢ao da
recta com declive f(¢,y). Pode ser visualizado desenhando pequenas rectas com declive
f(t,y) apoiadas no ponto (¢,y) para um nimero suficientemente grande de pontos do
plano. Usando o campo de dire¢oes podemos ficar com uma ideia do aspeto das solugoes
da equacao diferencial: sao curvas tangentes em todos os pontos ao campo de diregoes.

Podem encontrar aqui uma ligacao para um applet que traca campos de direcoes. As
imagens abaixo foram obtidas a partir desse applet. Os computadores tracam os campos
de diregoes calculando o declive f(t,y) para pontos que formam uma grelha no plano (¢, y).
Se tivermos que desenhar um campo de direcoes ”a mao”, esse método nao é pratico. Em
vez disso podemos esbogar as curvas do plano onde as solugoes passam com um dado
declive C' € R (que sao definidas pela equagao f(t,y) = C) para alguns valores de C' e
desenhar pequenas rectas de declive C' ao longo dessas curvas. procedendo desta forma para
alguns poucos valores de C' bem escolhidos deve dar uma boa ideia do campo de direcoes
da equagao diferencial em questao (e portanto do aspecto geral que tém as solugoes da
equagao diferencial).

Exemplo 24.2. (1) % = y. Neste caso as solugoes sao fdaceis de calcular, sdo as
fungoes da forma y(t) = Ce' com C € R. O formato dos grdficos destas solugoes
estd claramente de acordo com o campo de direcoes mostrado abaizxo.
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(2) % = t2 + y2. Nado € possivel resolver esta equacdo explicitamente mas o campo
de direcoes apresentado abaixo dd-nos uma ideia bastante precisa do aspecto geral
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24.3. O método de Euler. A interpretagao geométrica descrita acima sugere um método
simples para aproximar solucoes de problemas de valor inicial que se chama o método de
Euler.

Dada uma condigao inicial (o, o), & equagao (28) diz-nos "em que direc¢ao nos devemos
mover”, nomeadamente, a da recta com declive f(to,yo). Para valores de t préximos de
to, a recta com declive f(to,yo) que passa pelo ponto (o, ys) ¢ uma boa aproximagao do
grafico da solu¢ao do problema de valor inicial. A equagao dessa recta é

y = yo + f(to, y0)(t — to).

O método de Euler consiste em aproximar a solu¢ao do problema de valor inicial para
to <t <ty+ h por esta recta. Se h for pequeno, o erro cometido por esta aproximacao é
pequeno. Podemos agora reiniciar o processo de aproximacao com a nova condi¢ao inicial

tr =to+ h; Y1 = Yo + f(to, yo)h
Presumivelmente a solu¢ao do problema de valor inicial y(¢;) = y; estard préxima da
solugdo y(t) para t préximo de t; (uma vez que y; estd préximo de y(t1)), e pode por sua
vez ser aproximada pela recta que passa por (t1,y;) com declive f(t1,y;). Esta recta tem
equacao
y =y + f(ty, )t —t).
Continuando da mesma forma obtemos uma sucessao de pontos dados pelas expressoes

tn = tnfl +h (: 250 + nh); Yn = Yn—1 + f(tnflv ynfl)h

E unindo pontos sucessivos por segmentos de recta obtemos uma aproximagao da solugao
do problema de valor inicial com y(tg) = yo.
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Prova-se (para funcoes f(t,y) em (28) continuas) que & medida que h tende para 0, as
aproximagoes descritas acima convergem (uniformemente) para uma solugao do problema
de valor inicial num intervalo [to, ] com [ > to. Na realidade esta é uma maneira de provar
a existéncia de solucao para o problema de valor inicial quando f é continua.

Podem encontrar aqui uma ligagao para um applet que ilustra o método de Euler, como
exemplificado na figura seguinte (o ”passo” h do método é denotado no applet por deltaT).

1. dy/dx = x =
xmn
;lnd.ﬂ
;
ymin
-1
yrmax
3
4
=
Restore Limits
dy/dx = x
x = 07278481 Or
y= 0.77419355 O
deltaT= |1
( Start ) Pause ( Prev ) (" Next ) [ Pla.. l:] | Slow ':]

25. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES DE EDOS

Vamos agora iniciar a discussao de alguns resultados gerais sobre equacoes diferenciais
ordindrias. Até agora faldmos apenas de equagoes escalares (isto é, equagoes para as quais
a incégnita é uma funcao escalar de t) mas a teoria desenvolve-se da mesma forma para
equagoes vectoriais (ou seja sistemas de equagoes) e é essa a generalidade com que os
resultados serao apresentados.

Definicao 25.1. Uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem ¢é uma equacdao da
forma

dy
(29) o = f(ty(t)
onde f: U — R™ é uma fun¢ao com U C R x R™ aberto, e a incognita y(t) é uma fungao
y: I = R" com I CR um intervalo.

Um problema de valor inicial consiste numa equagao (29) juntamente com uma condigao
inicial (tg,yo) € U. Uma solugao do problema de valor inicial é uma fun¢ao diferencidvel
y: I — R"™ que satisfaz a relagao (29) e y(to) = yo, sendo I C R um intervalo que contém
to no interior.


http://mathlets.org/mathlets/eulers-method/
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Exemplo 25.2. Consideremos o sistema de equagoes diferenciais definido por

dyi _ _y
dt t+y2
dya _

dt Yo + tyl

A incégnita é uma funcao vectorial y: R — R? com y(t) = (y1(t),y2(t)). A funcao f que
define o sistema de equagoes é

fty) = f(t,y1,00) = (ti—lmyz + ty1>

FEsta funcdo s6 estd definida para t+1ys # 0, isto €, o seu dominio U C R xR? € o conjunto

U={(t,y,y2) € RXR*: t +y, # 0}.

Nota 25.3. A razao pela qual se requer que as solucoes estejam definidas em intervalos
¢ que, nao sendo esse o caso, os problemas de valor inicial nao terao em geral solucoes
unicas. Fsta situacao € aparente mesmo em exemplos muito simples.

Exemplo 25.4. As funcoes que satisfazem a equacao diferencial % = L sdo as primitivas

de %, ou seja, t
y(t>:{logt+Kl set >0
log(—t) + Ky set<0
onde Ky, Ky € R sdo constantes reais arbitrdrias (recorde-se que uma primitiva é inica a
menos de uma constante em cada intervalo do dominio).
Se nao exrigirmos que as solucoes estejam definidas em intervalos, temos infinitas solucoes
para o problema de valor inicial

dy 1

De facto, a condigcao inicial determina a constante Ky mas a constante Ko permanece
arbitrdria. Temos assim as solugoes

logt set >0
y(t) =
log(—t) + Ky set<0

com Ky € R arbitrdrio.

Nota 25.5. Se a funcao f(t,y) em (29) nao € continua, nao podemos esperar que exista
em geral uma solugao (diferencidvel) como se vé também em exemplos muito simples.

Exemplo 25.6. Considere-se a equacdo diferencial
dy

ht) = {1 set >0,

0 set<O.

com
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Uma solugcdao da equacgao diferencial teria que satisfazer
y(t) =t+ Ky parat >0 ey(t) = Ky parat <0

para alguns Ky, Ko € R. Podemos tornar uma tal funcao continua fazendo Ki = Ky mas
¢ impossivel escolher as constantes de modo a que a funcao y(t) seja diferencidvel em 0.
Conclui-se que a equagao diferencial nao tem solugoes (diferencidveis) definidas em R.

Diga-se de passagem que fungoes f(t,y) descontinuas ocorrem por vezes nas aplicagoes
e, por essa razao, estudam-se também solucoes "generalizadas” de equacoes diferenciais
que nao sao necessariamente funcoes diferencidveis. Daqui a algumas semanas veremos
alguns exemplos de solugoes generalizadas.

O Teorema seguinte é um dos resultados fundamentais sobre equagoes diferenciais or-
dindrias.
Teorema 25.7 (Teorema de Existéncia de Peano). Seja U C R x R™ um aberto e f: U —

R™ uma fungdo continua. Entao para todo a condi¢do inicial (to,yo) € U, o problema de
valor inicial
dy

i ft,y); y(to) = vo

tem uma solugdo y(t) definida num intervalo I C R contendo ty no seu interior.

Se interpretarmos uma equagao diferencial fisicamente como uma lei regulando a evolugao
de uma particula, a equagao (29) diz-nos em funcao da posic¢ao instantanea da particula, em
que direcao e com que velocidade nos devemos mover. Parece razoavel que essa informagao
seja suficiente para determinar a evolugao da particula, mas assumindo apenas continuidade
de f(t,y) ndao é esse o caso! Um problema de valor inicial satisfazendo as condig¢oes do
Teorema de Peano pode ter infinitas solugoes como vemos no seguinte exemplo simples.

Exemplo 25.8. Determinar as solucoes do problema de valor inicial

dy
o =2Vl ) =1
A funcao f: R* — R definida por f(t,y) = \/m € continua, portanto o Teorema de
Peano garante a existéncia de solu¢do para o problema de wvalor inicial. A equacdo €
separavel pelo que podemos determinar as solucoes. Para integrar uma funcdao que envolve
ly| € conveniente separar nos dois casoy >0 ey < 0.
Para y > 0 temos

dy
-7 — 9
1_%dy "
o Tat
d /.
“(yz) = 1
dt(y2)
y: = t+K, KeR

y(t) = t+K)?’, KeERet+K >0
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.~ ~ . 1 .
(a condigdo t + K > 0 deve-se ao facto de, na equagao anterior, yz ser necessariamente
um nimero positivo).
Da mesma forma, para y < 0 temos,

dy
= = 2/—y

dt
1 1dy
(=) 22 = 1
2( Y) e

d 1
—a (w?) =1
: = —t+C, CER
yt) = —(C—-t)?* KeRe —t+C>0t<C

Por outro lado, substituindo na equagao vemos que y(t) = 0 € uma solu¢ao da equagao
diferencial. Uma vez que as solugdes para y > 0 ey < 0 (cujos grificos sao arcos de
pardbola com vértice em —K e C' respectivamente) se aproximam do eizo y = 0 com a
derivada a tender para 0, podemos “colar” solucoes de diferentes tipos para obter solucoes
definidas em R. Obtemos assim as sequintes infinitas solugoes para o problema de valor
inicial y(1) = 1:

t? set >0,
y(t) =40 se C'<t <0,
—(C—=t)? set<C
com C € [—00,0].

No exemplo anterior, é claro que a unicidade ”falha em y = 0”7, onde a fungao f(t,y) =
\/m nao ¢é diferenciavel. O resultado que apresentamos a seguir garante a unicidade de
solucoes de (29) desde que a funcdo f(t,y) seja suficientemente regular. E o resultado
fundamental relativo a existéncia e unicidade de equagoes diferenciais ordinarias.

Note-se que a questao da unicidade das solugoes nao é meramente tedrica. As equagoes
diferenciais sao usadas para modelar a evolucao de sistemas no tempo. Se um problema
de valor inicial admite infinitas solucoes, a utilidade da equacao diferencial para prever o
comportamento futuro do sistema desaparece. A unicidade pode também ser utilizada para
obter informacao qualitativa sobre as solugoes de uma equacao diferencial como veremos
em seguida.

Teorema 25.9 (Teorema de Picard). Seja U C R x R"™ um aberto. Escrevendo (t,y) € U
para os elementos de U, seja f: U — R™ uma funcao continua tal que as derivadas parciais

g—; existem e sao continuas. Entao para todo o compacto K C U existe € > 0 tal que, para
toda a condicao inicial (to,yo) € K, o problema de valor inicial

dy

= = [y ylt) =wo

tem uma solugdo unica y(t) em qualquer intervalo contido em |ty — €1y + €[C R.
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O enunciado do Teorema de Picard garante a unicidade de solugao perto da condigao
inicial, mas relaciona também os intervalos onde estao definidas as solugoes de problemas
de valor inicial com condigoes iniciais ”préximas”. Este tltimo aspecto é importante para
entender o prolongamento de solucoes e o comportamento destas para valores de ¢ longe
do instante inicial £y, como veremos mais tarde.

Nota 25.10. Tipicamente verifica-se as condi¢oes do Teorema de Picard vendo que a
funcgdo f € de classe C1, isto €, vendo que as derivadas parciais de f em ordem at ey
existem e sao continuas.

Nota 25.11. Para que a conclusao do Teorema de Picard seja valida basta que a funcao
f(t,y) seja continua e localmente Lipschitziana na varidvel y. Isto significa que para cada
compacto K C U, existe uma constante Ly > 0 tal que

1t y0) = F(ty2)ll < Licllyn — ol

para todos os (t,y1) e (t,y2) em K. E assim que o Teorema de Picard aparece mormal-

mente enunciado nos livros de Equagoes Diferenciais. E facil ver (usando o Teorema do
Valor médio de Cdlculo 2) que uma fungdao continua com derivadas parciais em ordem a y
continuas € localmente Lipschitziana na varidvel y.

Vejamos um primeiro exemplo simples de como extrair informacao qualitativa sobre as
solugoes de uma equagao diferencial usando o Teorema de Picard.

Exemplo 25.12. Considere-se o problema de valor inicial

dy _ _yl—yle o1
dt — sen2(ty3) + etty’ A

A funcao t

_ y
f(ty) = y2(1 : yle :

sen?(ty?) + etty

¢ de classe C' em R?, logo o Teorema de Picard garante que o problema de valor inicial tem
solucao unica. E impossivel resolver esta equacao diferencial explicitamente, mas apesar
disso, o Teorema de Picard permite-nos concluir que a solucao do problema de valor inicial
satisfaz

0 <y(t) <1 para todo ot
De facto, € imediato verificar que y(t) = 0 e y(t) = 1 sao solugioes (constantes) da equagdo
diferencial. Geometricamente, a unicidade de solu¢ao traduz-se na impossibilidade de os
graficos de solugoes distintas se tocarem. Uma vez que a condicdo inicial (0, %) estd entre
as linhas horizontais y =0 ey = 1 (que sdo os grdficos das solugdes constantes), o mesmo
terd que acontecer com o grafico da solugao do problema de valor inicial.

Podemos também argumentar mais formalmente da sequinte forma. Suponhamos que
para algum t > 0 a solugdo y(t) do problema de valor inicial em causa satisfazia y(t) > 1.
Entdo teria que existir (exercicio) o minimo m dos t > 0 para os quais y(t) = 1. Mas
entdao a condi¢ao inicial (m,1) teria pelo menos duas solugoes distintas numa vizinhanga
de m: a solugao y(t) e a solugao constante igual a 1.
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Apesar de nao irmos ver a demonstracao dos Teoremas de Peano e Picard, vamos explicar
por alto a ideia da demonstracao uma vez que se trata de uma ideia muito importante em
Matematica (que voltardo a ver na cadeira de Matematica Computacional).

Se g: A — A é uma fungdo, um elemento z € A diz-se um ponto fizo de g se g(x) = x.
Esta terminologia justifica-se pensando em g como uma transformacao que ”move os pontos
de A”. Um ponto fixo é um ponto que ”¢g nao move”. Uma técnica bésica de resolucao de
equacgoes (de qualquer tipo) em Matematica é escrever a equagdo em causa de tal forma
que uma solugao corresponda precisamente ao ponto fixo de uma funcao g. Veremos em
breve um exemplo.

A razao porque isto é 1til é que hd um método geral para tentar aproximar pontos fixos,
nomeadamente, a aplicacao iterada de g. De facto seja a € A um ponto qualquer. Podemos
formar uma sucessao em A aplicando g repetidamente:

a,9(a), g(g(a)) = g*(a),- -, g"(a),--

Se conseguirmos ver que esta sucessao converge® (ou mesmo que tem uma subsucessao
convergente) e se g for continua, o limite tem necessariamente que ser um ponto fixo:

g < lim g”(a)) = lim ¢g(¢"(a)) = lim ¢"™'(a) = lim ¢"(a).

n—o0 n—oo n—o0 n—oo

E implementando esta estratégia para a equagao (29) que se provam os Teoremas de
Peano e de Picard. Vamos apenas mostrar como ver as solugoes de (29) como pontos fixos
e apresentar um exemplo simples.

O problema de valor inicial

dy

I [t v); y(to) = vo

é equivalente a seguinte equacao que se obtem integrando de ¢y a t

(30) ym—mle@mm%@wm=%+[U@mmw

De facto, se y(t) satisfaz (30) entdo substituindo ¢ = t; obtemos a condigao inicial e
derivando em ordem a t vemos que y(t) satisfaz a equagao diferencial.

Mas a equagao (30) exibe a solugdo y como um ponto fixo! Podemos considerar o
conjunto

A={h:R — R": h é continua e h(to) = yo}
e o operador de Picard T: A — A definido por

@%M®=m+[f@mm$.
A equagao (30) pode entdo escrever-se
y=T(y)

6Claro que para isso A tem que ser um conjunto onde se possa definir convergéncia de sucessoes.
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e portanto uma solugao do problema de valor inicial é exactamente o mesmo que um ponto
fixo de T.

Os Teoremas de Peano e de Picard podem mostrar-se vendo que a sucessao das iteradas
de Picard (ou uma sua subsucessao no caso do Teorema de Peano) converge. No caso do
Teorema de Picard é ainda necessario verificar que o ponto fixo do operador de Picard é
unico, o que nao é dificil.

Exemplo 25.13. Consideremos o problema de valor inicial

dy
o =u y0)=1
(que tem solugdo y(t) = e'). A fun¢do que define a equagdo diferencial € f(t,y) =y e
portanto o operador de Picard para esta equacao, definido para funcoes continuas h: R — R
com h(0) =1 € dado pela expressio

Vamos calcular as primeiras iteradas de Picard comegando com a fung¢ao constante yo(t) =
1 (que satisfaz a condigao inicial, mas obviamente nao satisfaz a equagdao diferencial).
Temos

y(t) = (Tyo)(t) = 1+/0t1 ds =1+t

w(t) = (Ty)(t) = 1+/Ot(1+s) ds:1+t+§

2 3l

Vemos assim que a n-ésima iterada de Picard produz o polinomio de MacLaurin de grau n
da solugdo y(t). Em particular y,, converge para a solugdio y(t) = €' (a convergéncia é até
uniforme em qualquer intervalo limitado de R).

t 82 t2 t3
0

26. PROLONGAMENTO DE SOLUGOES A INTERVALOS MAXIMOS

O Teorema de Picard da existéncia e unicidade de solugoes locais para problemas de
valor inicial (no sentido em que garante a existéncia e unicidade de solugoes definidas
numa vizinhanga do instante inicial). E no entanto fcil de deduzir a partir do Teorema
de Picard que as solugoes podem ser prolongadas de forma tnica a intervalos maximos em
cujas extremidades a equacao deixa de ter significado.

Teorema 26.1 (Prolongamento de solugdes a intervalos maximos). Seja U C R x R™ um
aberto e f: U — R™ uma fungao continua satisfazendo as hipoteses do Teorema de Picard.
Dada uma condigao inicial (to,y0) € U, a solugao local do problema de valor inicial pode
ser prolongada de forma unica a um intervalo mdzimo ILyae =|tmin, tmaz| com

—0o0 S tmin < tO < tmaw S +00
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de tal maneira que quando t — . out —t .

LI y(@)]| = 00, ou
2. (t,y(t)) tende para a fronteira de U.

L Se tem, ou

Dem. Exercicio. A dificuldade estd em perceber bem o enunciado do Teorema de Picard,
e em particular como ele implica que podemos ir sempre prolongando de forma tnica a
solugao de um problema de valor inicial até que 1. ou 2. acontece. Il

O intervalo maximo da solucao de um problema de valor inicial é uma caracteristica
da solucao e deve ser indicado sempre que possivel. Quando dispomos de uma férmula
explicita para a solucao é muito facil encontrar o intervalo maximo - é simplesmente o
maior intervalo contido no dominio de diferenciabilidade da solucao que contém o instante
inicial.

Definicao 26.2. Quando se verifica a condi¢ao 1. do Teorema 26.1 com t limitado, isto
é, quando y(t) — oo com t limitado, diz-se que a solugdo explode.

Nota 26.3. A terminologia da defini¢cao anterior € justificada pensando no caso em que
y(t) modela a evolugao no tempo do volume dos reagentes de uma reag¢io quimica. Uma
explosao no instante t1 seria precisamente modelada por lim;_,, y(t) = +00.

Exemplo 26.4. Consideremos o problema de valor inicial

dy 2
di Y y(0)

Trata-se de uma equacao separdvel:

Integrando de O a t obtemos

L, iaym=
vy T T
O intervalo mdximo desta solu¢ao é o maior intervalo contido no dominio que contém o
instante inicial:
Lpaz =) — 00, 1].

Neste exzemplo a funcao f(t,y) que define a equagao € f(t,y) = y*, que estd definida em
U = R? pelo que nunca se pode verificar a condi¢io 2. no Teorema 26.1 (a fronteira de U
¢ vazia). Quando t — ty;, = —oo temos ||(t,y(t))|| — oo porque t — oo (y(t) tende para
0). Em tye: =1 a solugao explode.

Exemplo 26.5. Consideremos o problema de valor inicial

dy 1
_— = — 1 = 1
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A funcdo f(t,y) = = estd definida em U = {(t,y) € R%: y > 0}. A equacio ¢ separdvel e

VY
portanto pode ser resolvida pelo método usual:
dy
A
Yt

Integrando de 1 a t temos

2
2/ s 3t—1)\3
—(yz(t —1>:t—1<:) t)=| ——
2 (s v =(*5)
O intervalo mdximo de definicao € o maior intervalo contido no dominio de diferenciabil-
idade de y(t), que €

1
[ma:c ::|§7+OO|:

Quando t — %Jr temos (t,y(t)) — (%,0) que € um ponto na fronteira de U. FEstamos
portanto no caso 2. do Teorema 26.1. Quando t — tya: = +00 tanto t como y(t) tendem

para infinito e portanto ocorre a hipdtese 1.

27. COMPARAGAO DE SOLUCOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Vamos agora ver como usando os teoremas gerais estudados nas ultimas aulas podemos
obter informagao qualitativa relevante sobre solugoes de equagoes que nao conseguimos
resolver explicitamente. A ideia béasica é comparar a equagao em questdo com outras
mais simples que conseguimos resolver. Uma comparacao adequada permite-nos por vezes
estimar o intervalo méximo de defini¢do de uma solugao (que nao sabemos achar mas cuja
existéncia é garantida pelo Teorema de Picard) ou ver se a solugao em questao explode.

Proposigao 27.1 (Comparagao de solugoes para tempo positivo). SejaU C R? e f,g: U —
R fungoes satisfazendo as hipdteses do Teorema de Picard. Sejam y(t) e z(t) as solugoes
dos problemas de valor inicial

{ ¥ =rty) { & =g(t,2)

y(to) = yo z(to) = 2o

Seyo < 2 e f(t,y) < g(t,y) para (t,y) €U et > 1y, entdo
y(t) < z(t) para todo ot >t

(na interse¢ao dos intervalos de definicao das solugoes y(t) e z(t))

O slogan para o resultado anterior é: ”Se y(t) comega por debaixo de z(t) (isto é, yo < zp)
e cresce mais devagar (isto é, f < g) entdo y(t) continua sempre a estar por debaixo de
z(t)”. Este slogan nao descreve rigorosamente a situagdo porque nao é necessariamente
verdade que a solugao y(t) esteja a crescer sempre mais devagar que z(t) - as taxas de
crescimento no instante t sao f(t,y(t)) e g(t, z(t)) respectivamente e nao temos garantia
que f(t,y(t)) < g(t, z(t)) anado ser que y(t) = z(t). De qualquer forma o slogan parece-nos
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uma boa maneira de descrever (em primeira aproximacao) o resultado da Proposigao 27.1
(e acima de tudo, de o recordar).

Ideia da Demonstragao. Vamos apenas explicar o caso mais simples em que as desigual-
dades para a condicao inicial e as fungoes que definem as equagoes diferenciais sao estritas,
isto é, em que yo < 29 e f(t,y) < g(t,y) parat > ty. Neste caso a conclusdo da Proposic¢ao
é também uma desigualdade estrita: y(t) < z(t) para t > t5. O caso geral deduz-se deste
por passagem ao limite mas a falta de detalhe do nosso estudo das equacoes diferenciais
nao permite tratar com rigor esta passagem ao limite.

Suponhamos por absurdo que existe t > ¢, tal que y(t) > z(t) e seja

ty = min{t > to: y(t) = 2(t)}
(a existéncia deste minimo fica como exercicio). Entao temos

y(t) = 2(t) ey (t) = f(t,y(t)) < g(t,y(tr)) = g(t, 2(t)) = 2 (ta).
Isto implica que, para t < t;, a recta de equagao y(t1) + ¢/ (t1)(t — t1), tangente ao gréfico
de y(t) em (t1,y(t1)) estd acima da recta tangente ao gréfico de z(t) no mesmo ponto. Mas
entdo existe t < t; tal que y(f) > z(t), o que contradiz a definicao de ;. O

Exemplo 27.2. Considere-se o problema de valor inicial

dy  sen(ty)
% - ecos(t+y) + $2’

A fungao f(t,y) = % estd definida e é de classe C' em R?, logo o Teorema de
Picard garante que o problema de valor inicial tem solugao unica e o Teorema 26.1 garante
que esta pode ser prolongada de forma unica a um intervalo mdrimo em cujos extremos
I(t, y(t))|]| = oo (a opcdo 2. no Teorema 26.1 nao pode ocorrer pois o dominio de f é R?).

E facil comparar a funcao f(t,y) com outras fungoes mais simples:

B | sen(ty)| 1 B
|f(t>y)| - ecos(t+y) + ¢2 = el +0 =€

y(1) = 1.

ou seja
—e < f(t,y) <e  para todos os (t,y)
As solugoes dos problemas de valor inicial

d d
T=—e wl) =L —e 2(1)=1
54,0
wit)=1—e(t—1) e z{t)=1+4e(t—-1)
respectivamente, logo a Proposicao 27.1 garante que
l—e(t—1)<y(t)<1l+4+e(t—1) paratodoot>1.

Em particular, o grdfico de y(t) nao pode ter uma assintota vertical (isto é y(t) nao pode
explodir) para t > 1 e portanto o extremo superior do intervalo de defini¢ao da solug¢ao é
Umaz = +00.
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Exemplo 27.3. Considere-se o problema de valor inicial

d
d_?; =¥ +sen’(ty), y(0)=0.

A funcgao f(t,y) = e¥ + sen(ty) € de classe C* em R?, logo o Teorema de Picard garante

que o problema de valor inicial tem solu¢ao unica e o Teorema 26.1 garante que esta pode

ser prolongada de forma tinica a um intervalo mdximo em cujos extremos ||(t,y(t))|| — oc.
Como

f(ty) =€’

a solugao y(t) é maior ou igual a solugdo do problema de valor inicial

d

d—l; =e¥, w(0)=0
para todo ot > 0. Temos

dw d

=1 —=(-e")=1
©a )

e integrando de 0 a t obtemos
—e W 1 O =t o w(t) = —log(l —t).
Assim,
y(t) > —log(l —t) parat > 0.
Uma vez que
%im— log(l —t) = 400

—1

conclui-se que y(t) explode antes de t = 1. Mais precisamente, y(t) tem que tender para
+00 no extremo superior ty,g. do seu intervalo de definicdo e 0 < 0. < 1.

Proposigao 27.4 (Comparacao de solugoes para tempo negativo). SejaU C R* e f, g: U —
R fungoes satisfazendo as hipdteses do Teorema de Picard. Sejam y(t) e z(t) as solugoes
dos problemas de valor inicial

%:f(t,y) Z—i:g(t,z)
Z(to) = 20
Seyo < zp e f(t,y) > g(t,y) para (t,y) € U et <ty entao
y(t) < z(t) para todo ot < tg

(na interse¢ao dos intervalos de definicao das solugoes y(t) e z(t))

O slogan para o resultado anterior é: ”Se y(t) acaba por debaixo de z(t) (isto é, yo < z0)
e vinha a crescer mais depressa (isto é f > ¢) entao y(t) esteve sempre por debaixo de z(t)”.
Tal como no caso da Proposicao 27.1, este slogan nao descreve rigorosamente a situagao
da Proposi¢cao 27.4 mas é uma maneira conveniente de a recordar. A demonstragao da
Proposicao 27.4 ¢ inteiramente analoga a da Proposigao 27.1. Alternativamente 27.4 pode
ser deduzida de 27.1 fazendo a mudanga de varidvel ¢ — —t (exercicio).
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Exemplo 27.5. Consideremos novamente o problema de valor inicial do Exemplo 27.2

dy  sen(ty)

(B31) dt ety 4 2

y(l) =1.

Ja vimos que
—e < f(t,y) <e para todos os (t,y) € R?

Da Proposicao 27.4 vem agora que as solucoes dos problemas de valor inicial

% =—e, w(l)=1, % =e, 2(1)=1,
que Sao

wit)=1—e(t—1) e z{t)=1+4e(t—1)
satisfazem

l—e(t—1)>y(t)>14e(t—1) paratodo ot <1.

(as desigualdades invertem-se para tempo negativo). Em particular, o grdfico de y(t) ndo
pode ter uma assintota vertical (isto € y(t) nao pode explodir) para t < 1 e portanto o
extremo inferior do intervalo de definicao da solu¢do € tp,, = —oo. Juntamente com
o Exemplo 27.2 concluimos assim que a solu¢iao de (31) (que nao sabemos determinar
explicitamente) nunca explode e tem portanto intervalo mdzimo de defini¢io R.

Proposigao 27.6 (Comparagao de solucoes para sistemas). Seja U C RxR™, V C R? um
aberto, f: U - R"™ e g: V — R fungoes satisfazendo as hipoteses do Teorema de Picard e
consideremos os problemas de valor inicial

{ & — f(t,y) { o =o(tz)

y(to) = wo
Se |lyoll < 20 e If ()|l < g(t, [lyll) para (t,y) € U et > to, entdo
ly(V)|| < z(t) para todo ot > tg
(na interse¢ao dos intervalos de definicao das solugoes y(t) e z(t))

Pensando em () como a posi¢ao de uma particula, a quantidade || f(¢, y)|| é a magnitude
da velocidade instantanea da particula. A taxa de crescimento de ||y|| é necessariamente
menor ou igual a |[f(¢,y)| (sé é igual se a particula se estiver a afastar radialmente da
origem nesse instante) logo a condigao || f|| < ¢ na Proposi¢ao 27.6 garante que a "taxa de
crescimento de |ly|| é menor ou igual a de z” (pelo menos é esse o slogan).

Com um pouco mais de detalhe, calculemos < (||y(t)||) (para y(t) # 0). Para simplificar
a notacao vamos fazer a conta para o caso em que o nimero n de componentes é 2 mas o
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caso geral é igual:

S0l = % 02+ )

NI

= 0+ (0?) " OO + 2m(05(0)
1 ! /

= (0,200, (40550

),

= yer?®

O vector HZ_II ¢ um versor radial, portanto o calculo acima diz que a taxa de crescimento de

|ly(t)]| é a componente radial da velocidade instantanea y'(t) = f(¢,y(t)). Nas condigoes
da Proposigao 27.6 temos portanto (para y(t) # 0)

;%WM&WSHM@HZHﬂtMﬂNSg@ﬂ%ﬂm

e, tal como na demonstracao da Proposigao 27.1, isto implica entao que ||y(t)|| < z(t) para
t >t

27.7. Caos. Nas tltimas aulas vimos vdrias resultados qualitativos sobre (sistemas de)
equagoes diferenciais ordinarias, relativos a existéncia e unicidade de solucao, intervalo de
definicao das solugoes e explosao ou nao destas. Uma outra questao qualitativa de grande
importancia é a da dependéncia das condigoes iniciais. Prova-se que se a funcao f(¢,y)
satisfaz as condigoes do Teorema de Picard, as solucoes do problema de valor inicial

dy

% = f(t7y)7 y(t(J) = Yo

dependem continuamente da condigao inicial (ty, yo). O significado preciso desta afirmacao
é o seguinte: se escrevermos y(t; to, yo) para o valor da solugao do problema de valor inicial
com condi¢ao inicial y(tg) = yo, a funcado

(t7 th yO) = y(t7 th yO)

¢ continua no seu dominio. Acontece porém que esta dependéncia é, frequentemente,
mesmo em equagoes diferenciais relativamente simples, extremamente sensivel. Quer isto
dizer que variagoes muito pequenas na condicao inicial podem num curto prazo de tempo
vir a ter efeitos muito significativos no valor da solugao. Quando isto acontece diz-se que
o sistema em causa € cadtico. Uma vez que ao usar uma equacao diferencial como modelo
de um fenémeno fisico as condicoes iniciais sao determinadas através de medigoes, que
tém sempre um intervalo de erro associado, é facil perceber que se um sistema é cadtico, é
essencialmente impossivel prever a evolugao do sistema a longo prazo. No entanto é muitas
vezes possivel obter informacao qualitativa, de cariz probabilistico, sobre o comportamento
de sistemas caoticos. Esta é uma area de investigacao em Matematica na qual hé grande
actividade hoje em dia. Recomenda-se a todos os alunos interessados a visualizacao deste
espetacular filme sobre caos (realizado por uma equipa dirigida por Etiénne Ghys). O
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capitulo 7 do filme, sobre o atractor de Lorenz, que ilustra o comportamento caético de
um modelo metereolégico simplificado é particularmente recomendado.

28. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Os sistemas lineares da forma
dy
pri A(t)y + b(t)
sao uma classe extremamente importante de equacoes diferenciais. Por um lado sao su-
ficientemente simples para que se possa muitas vezes obter informacao detalhada sobre
as solugoes, e por outro sao frequentemente usadas para aproximar outras equagoes mais
complicadas.
O conjunto das matrizes n x n reais, M,«,(R) identifica-se com o espagco euclideano R"’
da forma 6bvia. Usando esta identificacao fica definida a continuidade e diferenciabilidade
de fungoes com valores matriciais.

Proposicao 28.1. Seja I C R um intervalo aberto e A: I — M,y,(R), e b: [ — R”
fungoes continuas. As solugoes de problemas de valor inicial para o sistema linear

dy
—= = A(t)y + b(t
L= Aty + ()
existem, sao unicas e tém I como intervalo mdzimo de definicdo (isto €, as solugdes ndao
explodem em pontos interiores ao intervalo I ).

Dem. A funcdo f: I x R" — R"™ definida por f(t,y) = A(t)y + b(t) é claramente continua
e tem derivadas parciais continuas em ordem as variaveis y;. Os Teoremas de Picard e
26.1 garantem portanto que cada problema de valor inicial tem solugao tinica que pode ser
prolongada a um intervalo maximo de defini¢ao.

Dado tg € I, vamos usar a Proposicao 27.6 para mostrar que a solu¢ao de um problema
de valor inicial com y(ty) = yo estd definida em [to, +oo[ N I. Fica como exercicio a
demonstracao que |—o00,to] N I estd também contido no intervalo méximo de definicao.

Seja t; >t tal que [tg,t1] C I. Uma vez que as componentes a;;(t) e b;(t) das funcoes
A(t) e b(t) sao continuas, existe um nimero M que majora em médulo todas estas fungoes
no intervalo [ty,?;]. Podemos por exemplo tomar

M = max{|a;;(t)],|b:(t)]: 1 <14,5 <n, t ety t1]}.
A i-ésima componente de f(t,y) = A(t)y + b(t) é definida pela expressao
ari(t)yr + azi(t)y2 + ... + @ni(t)yn + bi(t)
que, em moédulo, pela desigualdade triangular, ¢ menor ou igual a
Mys| + Mlyz| + ... + Mlyn| + M < Mljy|| + Mlly| + ... + M|lyll + M = M(n]ly[| + 1)
Conclui-se que

LFE I < Mnllyll + DI L, DIF = M(nfyl + D)vn = Mny/a|ly|| + My/n.
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Escrevendo ¢(t,2z) = Mn\/nz + M+/n conclui-se que
17 (&9l < g(t, |lyll) para t € [to, t1]

e portanto, se z(t) for a solugdo do problema de valor inicial

dz
(32) i Mny/nz + My/n,  z(tg) = ||yl

a Proposicao 27.6 diz-nos que
ly@)] < 2(t) paraty <t <t

Uma vez que a solugao z(t) do problema de valor inicial (32) esta definida em R (fica como
exercicio achar z(t) explicitamente usando o método explicado na Secgdo 22), conclui-se
que y(t) ndo explode no intervalo [to, t1].

Uma vez que t; é um ponto arbitrério de [tg, +oo[ N I, conclui-se que y(t) nao explode
em nenhum instante ¢ € I tal que t > t,. U

29. SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS

A Proposicao 28.1 anterior é um dos resultados basicos sobre sistemas de equacoes
lineares. Tem como consequéncia o seguinte resultado que é ainda mais importante e
que ¢é usado de forma fundamental na resolugao dos sistemas de equacgoes lineares.

Corolério 29.1. Seja I C R um intervalo aberto e A: I — M, x,,(R) uma fun¢do continua.
O conjunto das solugoes do sistema linear homogéneo

dy
33 — = A(t
(33) - = Altly
€ um espaco vectorial de dimensao n.
Dem. De acordo com a Proposi¢ao 28.1 as solugoes de (33) estao definidas em I. O conjunto
das funcoes I — R™ é um espagco vectorial com a soma e o produto por escalar definidos

da forma evidente. E imediato verificar que o conjunto das soluces da equacio (33) é um
subespago vectorial: dados «, 5 € R e solugoes y1(t) e yo(t) de (33) tem-se
di dy2

o T
aA(t)yr + BA()ys
A(t) (ayr + By)

Para ver que o espaco das solucoes tem dimensao n vamos verificar que as solugoes
y1(t), ..., yn(t) dos problemas de valor inicial

d
at (ay1 + By) =

dy
i At)y, ylto) = e

(onde e; = (0,...,0,1,0,...,0) denota o i-ésimo vector da base candénica de R™) formam
uma base do espaco das solugoes:
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1. O conjunto {yi(t),...,y,(t)} é linearmente independente: Sejam «y,...,q, € R tais
que

a1y (t) + ...+ apyn(t) = 0.

Avaliando a tltima igualdade em t = t; temos
aer+...+aze, =0< (ag,...,a,) =0.

Conclui-se que o conjunto {y;(t),...y,(t)} é linearmente independente.

2. O conjunto {y;(t),...yn(t)} gera o espago das solugoes: Seja y(t) uma solucao qualquer
de (33). Seja a; € R a i-ésima coordenada do vector y(ty). Tanto y(t) como ayy;(t) +
...+ apyn(t) sdo solugdes do problema de valor inicial para (33) com condigdo inicial
em

(... o) =ar€] + ...+ age,.
Mas a solugao é unica. Logo y(t) = aqyi(t) + ... + any,(t) e portanto y(t) pertence ao
espago gerado pelo conjunto {y;(t), ... y,(t)}.
U

Nota 29.2. A demonstracio do Coroldrio 29.1 mostra que um conjunto de solugoes do
sistema (33) € linearmente independente sse o conjunto dos vectores de R™ que se obtém
avaliando as solugoes num dado instante € linearmente independente. Note-se ainda que
na construcao de uma base para o espaco das solugoes podiamos ter tomado como condi¢oes
mactais qualquer base de R™.

O Corolario 29.1 reduz a resolucao de um sistema linear homogéneo

dy
(34 Y~ Aty
a determinagao de n solugoes yi(t), ..., y,(t) que sejam linearmente independentes, pois

estas formar@o entdao uma base do espago das solugoes de (34)

Defini¢ao 29.3. Uma solu¢ao matricial fundamental para o sistema (34) € uma fungao
matricial Y (t) que tem por colunas n solugoes independentes de (34)

Em notagao matricial, a solugao geral de (34) escreve-se da seguinte forma em termos
de uma solugao matricial fundamental:

a1
y(t)=Y(t) | : com ay,...,0, €R

On

Exemplo 29.4. Achar a solugao geral do sistema

dr __
{_t_y

ay _ 1. _ 1

a — 2t tY

Sugestao: Comece por procurar solugoes da forma z(t) = ¢°.



94

Substituindo x(t) = t* no sistema obtemos y(t) = at*~ ' e

1 1
t_2ta — goafa*1 Sala-D* 2=t -t ? & (-t 2 =0
que tem solugoes o = +1. FEstes valores de « correspondem a x(t) = t e x(t) =
respectivamente e obtemos entao as sequintes solucoes do sistema:

=) e 0=

Uma vez que estas solugdes sao linearmente independentes (claramente nao se pode obter
uma da outra multiplicando por um escalar), o Coroldrio 29.1 diz que formam uma base
para o espago das solugdes. Assim, a solugao geral pretendida (definida num intervalo do

ala—1)t*% =

o+ =

dominio do sistema, ou seja em | — 00,0 ou |0, +00]) €
z(t) = at + B3
com a, 5 € R.
{ y(t) = =Bz ’

Uma solucao matricial fundamental € dada por

e a solugao geral pode escrever-se

o =1 15

Infelizmente nao ha nenhum método geral para obter uma base das solugoes de um
sistema linear homogéneo quando a matriz dos coeficientes depende do tempo. A situacao
¢ melhor no caso em que a matriz dos coeficientes do sistema é constante.

29.5. Revisao de valores e vectores proprios. Recorde-se de Algebra Linear que, se A
¢ uma matriz n X n, um nimero \ diz-se um valor proprio de A se existe um vector v # 0
que satisfaz a equacao Av = Av. Nesse caso, as solugdes nao nulas da equacao anterior
chamam-se os vectores proprios de A associados ao valor préprio A.

Os valores proprios sao as raizes da equagao caracteristica

det(A—XI)=0

(onde I designa a matriz identidade) e os vectores préprios de A\ acham-se resolvendo a
equagao (A — A )v =0.

Exemplo 29.6. Achar os valores e vectores proprios da matriz A = [ i ; } .

Temos
2— A 1

1 2—A
logo os valores proprios sao as solucoes da equagao

2-N-1=02-)N)?=12-N=+lA=1 our=3

det(A — \I) =

‘:(2—)\)2—1
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Os vectores proprios de 1 sao as solugoes de

(A—I)vz()@“ ” {Z}@amzo

isto €, sao os maltiplos do vector (1,—1). Os vectores proprios de 3 sao as solugoes de

-1 1 a
(A-3lhv=0« [ . 1 ] [b ] Sb=a
isto €, sao os maltiplos do vector (1,1).
29.7. Sistemas lineares homogéneos com coeficientes constantes. Dado um valor

préprio e um vector préprio de uma matriz A, ha uma férmula simples de obter uma
solucao do sistema homogéneo que tem A como matriz dos coeficientes:

Proposicao 29.8. Seja A uma matriz quadrada, X um vector proprio de A e v um vector
proprio associado. Entao
y(t) = Mo
s ~ . d
¢ uma solugdo do sistema 3 = Ay.

Dem. Temos apenas que substituir na equacgao:

% (eMv) = AeMv = M (M) = eMAv = A (eMv).

i

Se R™ tiver uma base formada por valores préprios de A (recorde-se de Algebra Linear
que se diz entdao que A é uma matriz diagonalizdvel) a Proposicao 29.8 da-nos n solugdes
linearmente independentes de (34), e portanto uma férmula para a solugao geral do sistema.

Exemplo 29.9. Resolver o problema de valor inicial
o — 27 +y z(0) =1
Y=g+ 2y y(0) =0

dt
A matriz dos coeficientes deste sistema € a matriz A do Exemplo 29.6 logo a Proposi¢ao
29.8 dd-nos duas solugoes independentes da forma e v:

o= lh] e e e

A solucdo geral € portanto dada por
coma, 8 €R

z(t) = ael + Be
y(t) = —ael + pedt

Substituindo na condi¢ao inicial obtemos um sistema para achar o e B:

l=a+p o=
{oz—a+5 ‘:){5:

SIEE N



96

A solucdo do problema de valor inicial € portanto

z(t) = €' + Le¥
y(t) = —%et + %e:“

29.10. Valores préprios complexos. Como é sabido da Algebra Linear, os valores préprios
de uma matriz real podem ser nimeros complexos. Nesse caso, a Proposi¢ao 29.8 da-nos
solugoes com valores complexos. Podem obter-se solugoes com valores reais a partir de
uma solucao complexa tomando as parte real e imaginaria da solucao complexa. De facto,
se

y(t) = alt) +ib(t)

¢ uma solugao complexa de % = Ay (com A uma matriz real), entao temos

Clam ) = Alal) + ()
% n ifi_’z — Aa(t) +iAb(D)
{425

Exemplo 29.11. Achar a solu¢dao geral do sistema

‘;—f:2x—y
G =142y

‘ ‘ 12 —1 C . .
A matriz dos coeficientes é [ 1 9 } . Os valores proprios sao as solugoes de

2—-X -1
1 2—-A

‘:0@(2—A)2+1=0@(2—A):iz‘@xzzii.

Os vectores proprios de 2 + 1 sao as solugoes de

{2—(12“) 2_(—21”} {Z} :o@{j :H {‘g] 0o —ia—b=0

ou seja, sao os vectores da forma (a, —ia) = a(1l,—i) com a # 0. Obtemos assim a solugao
complexa do sistema

o(t) | | 1 9| cost+isent | o | cost o | sent
(35) [y(t) 1 —° i | T | sent—icost | ¢ |sent | T | —cost
As partes real e imagindria desta solucao sao solucoes reais do sistema e sao claramente
independentes (uma ndo é um maltiplo escalar da outra) logo conclui-se que a solugdo geral

do sistema €
xz(t) | o | cost o | sent
{ } —ae sent + Pe —cost apeR



97

Note-se que nao foi necessario considerar o valor proprio 2 — v para obter a solu¢ao. Se
repetissemos as contas acima para este valor préprio obteriamos o vector proprio (1,i) e

a solucao complexa
(2t 1 _ 2 cost | it sent
/) sent —cost

que € o resultado de aplicar o conjugado a (35). A parte real desta solugao € igual a de
(35) e a parte imagindria € simétrica pelo que esta solu¢dao complexa ndo nos traz nada de
novo.

O que aconteceu no exemplo anterior é completamente geral. Se A é uma matriz n x n
real, o polinémio caracteristico det(A — A\I) é um polinémio real e portanto as suas raizes
complexas aparecem em pares conjugados (com a mesma multiplicidade). Se A = a + bi, é
um valor préprio complexo com vector préprio v entao, uma vez que A = A, tem-se

Av= & Av = \v
logo T é um vector préprio de A = a — bi. A solucdo complexa correspondente ao par (X, v)
p

Mo = eMy

e portanto tem a mesma parte real que e*v e parte imagindria simétrica.
Conclusao: os valores proprios complexos de uma matriz real A (assim como os respec-
tivos vectores proprios) aparecem em pares conjugados. Para obter uma base das solugdes
do sistema % = Ay basta considerar as solugbes complexas correspondentes a um dos
valores proprios de cada par conjugado e tomar as respectivas parte real e imaginaria.

29.12. Interpretacao geométrica das solucoes dos sistemas de equagoes diferen-
ciais lineares homogéneos. Consideremos um sistema da forma

& 4 ]-[]

com A uma matriz real 2x2. O sistema (36) pode ser visto como descrevendo a evolugao de
uma particula em fungao do tempo. A solugao (z(t), y(t)) descreve a posigao da particula
no instante t. Podemos ter uma ideia do comportamento das solugoes desenhando as
trajectorias descritas pelas particulas para varias condigoes iniciais - algo a que se chama
o retrato de fase do sistema.

Exemplo 29.13. Consideremos o problema de valor inicial

d—? =2y y(0) =yo
O sistema em questao consiste na realidade em duas equacoes diferenciais escalares inde-
pendentes que podem ser facilmente resolvidas. A resposta é

{ x(t) = xg€!

y(t) = yoe*
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Por exemplo para a condigdo inicial (zo,yo) = (1,1) obtemos a solugdo

(2(t), y(t) = (¢, ")

Uma vez que et = (et)z, as coordenadas da solucdao obedecem a relacdo y = 2, e portanto a
trajectoria estd contida na pardbola de equacdio y = x%. Quando t varia em R, a coordenada
x assume todos os valores em |0,+o00[ portanto a solu¢ao do problema de valor inicial
descreve o arco de pardbola {(x,2*): x > 0}. A conta anterior pode ser repetida para
outras condi¢oes iniciais. Vemos assim que todas as trajectorias nao contidas nos eixos

sao arcos das parabolas y = g—gx? A origem e os semi-eizos sao também trajectorias.
0

A origem € a trajectoria da solug¢do constante correspondente a condigdo inicial (0,0).
Uma condigao inicial (xo,0) no eizo dos xx dd origem a solugdo (xet,0) que descreve o
semi-eizo positivo ou negativo dos xx consoante xo > 0 ou xog < 0, e analogamente para
condigoes iniciais no eixo dos yy.

det

A
_

|

A= 1.00 0.00
0.00 2.00

Im eigenvalues
A, = 1.00 I "
o Clear

A, = 2.00

-0.00

2.00

Exemplo 29.14. Consideremos agora o sistema do Exemplo 29.9:

dr __
= x42y

1 2
proprios 1 e 3 com vectores préprios (1, —1) e (1,1) respectivamente. Isto significa que a
mudanca de varidvel definida por

HEEIGIHE

‘ ‘ ‘ : 2 1
Vimos no Ezemplo 29.9 que a matriz dos coeficientes do sistema [ tem wvalores
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transforma o sistema para x(t) e y(t) no sistema de equagoes independentes (verifique!)
5 =30

andlogo ao Ezemplo 29.13, cujas solugdes (ndo contidas nos eizos) descrevem agora arcos

das curvas v = Cu® com C € R. Note-se que u e v sdo as coordenadas no sistema de

eizos definido pelos vectores proprios de 1 e 3 respectivamente. Obtemos assim o sequinte
retrato de fase do sistema para z(t) e y(t).

-| 2.00 1.00
1.00 2.00

Im eigenvalues

= 1.00
= 3.00

A
Re
A

O exemplo anterior ilustra o seguinte comportamento geral: quando a matriz dos coefi-
cientes de um sistema é diagonalizavel, mudando de variavel para o sistema de coordenadas
definido por uma base formada por vectores préprios, obtém-se um sistema de equacgoes
escalares independente. Este ultimo pode ser facilmente analizado como nos exemplos
acima.

Nota 29.15. O problema de valor inicial

{g—f:—m {x(O):xo
@ =2 y(0) = %o
que se obtém trocando o sinal no sistema do Exemplo 29.13, tem como solucoes
{ x(t) = zoe™!
y(t) = yoe ™
que se obtém das solucoes do FExemplo 29.13 trocando t por —t. As trajectorias descritas
pelas solugoes sao portanto exactamente as mesmas que as do Exemplo 29.13 mas sao

percorridas no sentido inverso e portanto o retrato de fase deste sistema obtém-se trocando
o sentido das setas no Exemplo 29.135.
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Os exemplos acima ilustram o que acontece quando a matriz dos coeficientes do sistema
tem dois valores préprios com o mesmo sinal. Note-se o comportamento qualitativo muito
distinto das solugoes nestes casos. Em ambos a solucao do problema com condicao inicial
(0,0) é a solucao constante - diz-se que (0,0) é um ponto de equilibrio do sistema. Quando
os valores proprios sao positivos, uma ligeira perturbacao da condicao inicial faz com que a
solugao se afaste exponencialmente da origem (diz-se que o equilibrio é instdvel) . No caso
de valores préprios negativos as solugoes aproximam-se exponencialmente de (0,0) (diz-se
que o equilibrio é estdvel).

Os sistemas de equacoes diferenciais lineares usam-se frequentemente para aproximar o
comportamento de sistemas perto de uma dada solugao (que corresponde entao a origem
no sistema linear). Esta solugdo pode descrever a posi¢ao "normal” de um edificio ou a
atitude de um aviao em voo de cruzeiro por exemplo. A questao da estabilidade da solucao
¢é fundamental nas aplicacoes dada a impossibilidade na pratica de controlar completamente
as condigoes iniciais (os prédios e os avides sao abanados pelo vento por exemplo). Vimos
acima como, pelo menos nalguns exemplos simples, esta questao se reduz a analise do sinal
dos valores préprios de uma matriz. Para terminar vamos discutir rapidamente o caso em
que os valores préprios tém sinais contrarios.

Exemplo 29.16. O problema de valor inicial

tem como solucoes

y(t) = yoe™

{ 2(t) = zpe!

Uma vez que e”! = e% a solugdao do problema com condigdo inicial (1,1) é o arco da hipérbole

de equagao y = % contida no primeiro quadrante. Para outras condicoes iniciais obtemos
outros arcos de hipérbole conforme indicado na figura sequinte. Note-se que, genericamente,
uma pequena variacao da condigcao inicial nula leva a um afastamento exponencial da

origem, que se diz portanto um equilibrio instdvel.
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saddle
u=Au

Acima discutimos através de exemplos os retratos de fase de sistemas cuja matriz dos
coeficientes tem valores préprios reais nao nulos. Fica como exercicio para os alunos in-
teressado ver o que acontece no caso em que algum dos valores proprios se anula ou em
que os valores préprios sao complexos. As imagens acima foram obtidas usando o applet
para desenhar retratos de fase elaborado para o curso basico de equacoes diferenciais do
MIT. Recomenda-se aos alunos interessados que testem o applet com outros sistemas 2 x 2,
incluindo o do Exemplo 29.11.

30. REDUCAO DE ORDEM

Até agora vimos como resolver sistemas de equagcoes diferenciais lineares com coeficientes
constantes cuja matriz dos coeficientes é diagonalizavel. E no entanto sabido de Algebra
Linear que nem todas as matrizes sao diagonalizaveis. Um exemplo simples é o da matriz

t

O tnico valor proprio é 2 e claramente nao pode haver dois vectores préprios linearmente in-
dependentes (pois entao a matriz multiplicaria qualquer vector de R? por 2 e seria portanto
diagonal). Mostra-se no entanto que dada uma matriz A de dimensao n x n se pode formar
uma base de C™ usando vectores proprios generalizados de A. Nessa base a expressao para
a transformagao linear representada pela matriz A é "quase” diagonal (as unicas entradas
nao nulas fora da diagonal sao alguns 1s imediatamente acima da diagonal). A cada vector
proprio generalizado esta associada uma solugao do sistema de equagoes diferenciais e pode
assim obter-se uma base do espago das solugoes. No entanto, o procedimento geral para
achar uma base de vectores proprios generalizados é algo complicada e por isso nao vamos
discutir este método, referindo os alunos interessados para o Apéndice A.


http://mathlets.org/mathlets/linear-phase-portraits-matrix-entry/
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Em vez disso vamos explicar um novo método de resolucao de sistemas que se pode
aplicar também quando a matriz dos coeficientes ¢ diagonalizavel.

Exemplo 30.1. Consideremos o sistema
dr __
a =2

A matriz dos coeficientes nao € diagonalizavel conforme jd observdamos. No entanto, € fdcil
resolver o sistema resolvendo a sequnda equagao para y e substituindo na primeira:

d
d_g =2y < yt) =ac*, comacR
e substituindo na primeira equacao do sistema obtem-se
@ _ _ 2t i —2t _ —2t _ _ 2t 2t
o 2r = ae™ & o (e7z(t)) =a & e a(t) = at + f & z(t) = ate™ + e

A solucdo geral do sistema € portanto

{ z(t) = ate® + Be

y(t) = ae com o, 3 € R.

O exemplo anterior é particularmente simples mas ilustra o procedimento geral que
consiste em obter, através de manipulacoes algébricas e substituicoes, um sistema equiva-
lente onde uma das equacoes depende apenas de uma varidavel. Vejamos um exemplo mais
representativo.

Exemplo 30.2.
de __
=0T —y
“=x+3y
A primeira equacao € equivalente a

dx

(1) y(t) = 5a(t) - <

substituindo esta expressao para y na sequnda equacdo obtemos a sequinte equacdo para

x(t):
d dx dx d*x dx

Ainda nao aprendemos a resolver esta equacdo que envolve derivadas de ordem superior
mas como iremos ver jd a sequir a sua resolu¢ao € muito simples. Apds resolver esta
equagao podemos substituir em (37) para obter a solugao geral do sistema (ver o Exemplo
31.4 abaizo).
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30.3. Reducao de ordem. Uma equacao diferencial de ordem n escalar é uma equagao
da forma

(38) y " = flty, sy )

onde y*) denota a derivada de ordem k de y, e f: U — R é uma funcdo definida num
aberto U C R™"'. Uma solucao é uma funcao n vezes diferencidvel definida num intervalo
que satisfaz a equagao (38). As equagoes de ordem superior aparecem frequentemente nas
aplicacoes. O exemplo mais famoso é talvez a equacao de Newton para o movimento de
uma particula que se pode escrever na forma

my"(t) = F(t,y(t),y'(t)).

A funcao y(t) descreve a posicao de uma particula de massa m em que actua uma forga
F' dependendo do tempo, posicao e velocidade. Um exemplo particularmente importante
é o do oscilador harménico, em que a forga tem a forma F(t,y,y’) = —ky com k > 0 uma
constante.

O seguinte resultado basico explica como uma equacao diferencial escalar de ordem n
é equivalente a um sistema de n equacoes escalares de primeira ordem. Esta equivaléncia
permite aplicar a teoria geral dos sistemas de equacoes de primeira ordem desenvolvida
anteriormente (Teorema de Picard e companhia) as equagoes de ordem superior.

Proposicao 30.4. Hd uma correspondéncia biunivoca entre as solugoes da equag¢ao

y" =ty y™Y)
e do sistema

( d_ytl:yQ
%293
q
dyn—1 __
dydtl_yn
\ %:f(taylay%“'ayn)

definida da sequinte forma:
(a) Se y(t) é uma solucdo de (38), (y(t),y'(t),...,y" "V (t)) é uma solu¢io do sistema.
(b) Se (y1(t),...,yn(t)) € uma solugdo do sistema, y,(t) é uma solug¢do de (38).

Dem. Comegamos por notar que as solugdes do sistema (y(t), ..., yn(t)) verificam yo(t) =
yi(t), ys(t) = vh(t) = vl (t),...,yn(t) = yin_l)(t). De facto, o conteido das primeiras
(n — 1) equagbes do sistema é precisamente que uma solu¢do tem necessariamente a
forma (y1(t), vy (t), ... ,yYL_l)(t)). A ltima equagao do sistema garante entao que yi(t)
satisfaz (38). Reciprocamente se y(t) satisfaz (38), substituindo no sistema vemos que

(y(t),y' (), ...,y (t)) é uma solucio do sistema. O

Exemplo 30.5. A equacao de Newton para o oscilador harmdnico y" = —ky € equivalente
ao sistema de duas equagoes
dy _
t Yo
{ G =—ky

dt
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Nota 30.6. A Proposicao anterior torna claro o que deve ser uma condicdo inicial para
uma equagao de ordem superior (38): Uma solugao é determinada (pelo menos quando f
é de classe C) pelos valores y(to), ..., y™ Y(to) da funcdo e das suas derivadas de ordem
< n no instante inicial ty (uma vez que a especificagao destes valores corresponde a fixar
uma condi¢do inicial no sistema equivalente).

Nota 30.7. A Proposi¢ao 30.4 tem um andlogo para sistemas de ordem superior (isto
é para equagoes da forma (38) em que a incégnita y(t) toma valores em R¥). Um tal
sistema € equivalente a um sistema de nk equacoes de primeira ordem, cujas varidveis
correspondem as derivadas de ordem < n de cada uma das componentes de y(t).

31. EQUACOES LINEARES DE ORDEM SUPERIOR

Apos estes preliminares sobre equacoes de ordem superior vamos agora discutir as
solugoes das equagoes que surgem quando eliminamos variaveis nos sistemas lineares ho-
mogéneos de coeficientes constantes. Estas equagoes tém a forma

(39) Y™ a1y Y 4, oy D+ 4@y +ay=0 coma; €R

e chamam-se equacoes diferenciais lineares homogéneas de ordem n com coeficientes con-
stantes. De acordo com a Proposi¢ao 30.4 as solugoes de (39) estdo em correspondéncia

biunivoca com as solugoes do sistema
dyr
o T Y2

d
% = —GoY1 —a1y2 — ... — Ap-1Yn

que é um sistema linear com matriz de coeficientes

0 1 0 0o - 0
0 0 1 0o .- 0
(40) : 0
0 0 0 0o - 1
—Gp —a1 —az —az - —0p—1

que se chama a matriz companheira do polindmio \* + a, A" ' 4... +a A +ap = 0. Uma
vez que a correspondéncia da Proposicao 30.4 respeita a estrutura de espacgo vectorial no
conjunto das solugoes de (39) e no conjunto das solugoes do sistema equivalente, o Corolario
29.1 tem a seguinte consequeéncia.

Corolario 31.1. O conjunto das solugoes da equagao (39) € um espago vectorial de di-
mensao n.

Vemos assim que basta achar n solugoes linearmente independentes de (39) para obter a
solucao geral da equacao. A determinacao de uma base das soluc¢oes reduz-se pelo resultado
seguinte ao problema de factorizar um polinémio.
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Proposicao 31.2. Uma base para as solugoes da equagao
y(") +an 1y Y+ oy 4wy +ay=0 coma; €R

pode ser obtida da sequinte forma:
Sejam Ay, ..., \; as raizes do polinomio

)\n —|— an_l)\”_l + . (Il)\ —|— Qo
eny,...,n, as respectivas multiplicidades, de forma que,
A" + an_l)\"_l + ..+ al)\ + ag = ()\ — )\1)”1 e ()\ — )\k)nk

Entao, as fungoes

eMt teMt . gmTlght
elet et gre—leet
et teMt e leAnt

formam uma base para os espaco das solucoes.

Nota 31.3. Se algumas das raizes \; na Proposi¢cao anterior sao complexas, as solugoes
indicadas sao uma base do espaco das solugoes com valores complexos. Para obter uma base
das solucoes reais deve tomar-se a parte real e imagindria das solugoes correspondentes a
um dos valores proprios compleros em cada par conjugado.

Exemplo 31.4.

(1) Consideremos a equagao de seqgunda ordem
2" —8x' + 162 =0
que obtivemos ao resolver o sistema do Exemplo 30.2. Temos a factorizacao
N —8A+16 = (A —4)?

logo a Proposicao 31.2 diz-nos que as funcoes e e te*t formam uma base para o
espaco das solugoes. A solugao geral da equacdo € portanto

w(t) = ae* + pte?  com a, B €R.

Substituindo na equagao para y(t) obtemos a solugdo geral do sistema do Exemplo
30.2:

y(t) =5z — 2’ =5 (e™ + Bte*') — (dae™ + Be* + 4pte™) = (a — B)e* + Bt
e portanto
z(t) = ae' + Stett
y(t) = (o — B)e + pret
(2) Resolver o problema de valor inicial
y'+y=0 y0)=1 y(0)=1
O polinémio \>+1 = 0 factoriza-se como (\—1i)(A+1). De acordo com a Proposi¢do
31.2 uma base para as solucoes complexas é dada pelas funcoes et e e=*. Para obter
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uma base das solugdes reais consideramos as solugoes Re(e") = cost e Im(e") =
sent. A solugcao geral da equacao € portanto

y(t) = acost + Bsent, com a, € R.

Tem-se y'(t) = —asent + [ cost e substituindo na condi¢ao inicial obtém-se
y(0) =1 a-1+4-0=1 a=1
{y’(O):l T\ —a048-1=1 T p=1

A resposta € portanto
y(t) = cost + sent.

Para lidar com as equagoes lineares de coeficientes constantes da forma (39) é conveniente
introduzir o operador de derivacao D que transforma uma fungao na sua derivada e encarar
a multiplicacao por um escalar a € R também como um operador, que leva uma funcao f
na funcao af. A composicao de operadores é denotada multiplicativamente de forma que,
por exemplo, D? denota o operador que leva uma funcao na sua segunda derivada.

Exemplo 31.5. A equacio y" —y = 0 pode escrever-se (D? — 1)y = 0. As solugdes
sio portanto as fungoes que estao no nicleo do operador D* — 1. Note-se que D* — 1 =
(D —1)(D + 1) onde o operador do lado direito do sinal de igual denota a composi¢do do
operador (D — 1) com o operador (D + 1). De facto

D-1)D+1)y=D-1)H+y)=0"+v)-W +y) =9"—v.

Demonstracao da Proposicao 31.2. Tendo em conta o Corolario 31.1, temos a verificar que
as fungoes listadas no enunciado da Proposicao

(1) séo solugdes de (39).
(2) sao linearmente independentes.

Para verificar (1) note-se que a equagao (39) pode ser escrita na forma
(D™ + ap_ D" '+ ...+ a1D +ag)y = 0.

Uma vez que o operador de derivagao comuta com a multiplicagao por escalar, a factor-
izagao do polinémio

(41) A" + an_l)\”_l + ... (l1>\ + ag = ()\ — )\1)”1 cee ()\ — )\k)nk
corresponde a uma factorizacao do operador
(42) D"+ a, D" ' ahdag = (D — X)) (D — A\p)™

(conforme o Exemplo 31.5). De facto, as manipulacoes algébricas necessérias para trans-
formar o termo direito de (41) no termo esquerdo da equacgao podem ser executadas para
fazer o mesmo na equagao (42) devido a D comutar com multiplica¢ao por escalares. Tendo
em conta que a ordem dos factores no termo direito da equagao (42) é arbitréario, resta-nos

ver que as fungoes
R U PR
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estdo no nticleo do operador (D — \)k. Esta afirmacao é uma consequéncia do seguinte
calculo:

(D= )) () = (j/ e + M) — M e = jt/Te
que diz que a aplicagao do operador (D — ) tem como efeito reduzir em 1 o expoente de

t (e anula a solugao se o expoente é 0).
A verificacao de (2), isto é, de que as solucoes listadas no enunciado da Proposicao sao
s ) ) s s

linearmente independentes é um bom exercicio de Algebra Linear. U
Exemplo 31.6.
(1) Achar a solugdo geral de
(D* +2D +3)*(D +1)*y = 0.
Tem-se
N4+2243) = (A+1)2+2) = (A= (=1 +iV2)(A = (=1 —iv2))
logo a equacgdo € equivalente a
(D= (=14 ivV2)*(D — (=1 —ivV2)2 (D +1)%y =0
De acordo com a Proposi¢ao 31.2, uma base das solugoes complexas é dada por
e(—l—&-i\/i)t’te(—l—&-i\/i)t? 6(—1—i\/§)t7t6(—1—i\/§)t7 e—tﬂ te—t7t26—t
e portanto, de acordo com a Nota 31.3 a solug¢ao geral da equacgao é dada por

y(t) =e" <01 cos(V/2t) + et cos(V/2t) + cgsen(vV2t) + cat sen(V/2t) + 5 + ot + 07t2>

onde ci,...,c; € R
(2) Resolver o problema de valor inicial
y'+y" =0, y(0) =1, y(0)=0, y(0) = 1.
A equagdo escreve-se
(D*+D*)y=0< (D—-0*(D+1)y=0
logo de acordo com a Proposi¢ao 31.2 a solugao geral é
y(t) = c1” + cote® + et = +cot +cse”t com cp,cg,c5 €R

Temos
Y(t)=co—czem e y(t)=cze?

logo substituindo nas condicoes iniciais obtem-se

Cl—l—ngl 6120
co—c3=0 < Cy =
63:1 03:1

A solucdo € portanto
y(t)=t+e"
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Exemplo 31.7. Achar a solugcao geral do sistema

F=y+z
£ =—r—y+2z

Da primeira equacao temos y = &' — x. Substituindo nas restantes duas equacoes obtemos
o sistema para x e z dado por

L@ —z)=(2'—2)+2 = =2 x4z z=2a"-22"+ux
2 =2x -2 + 2z 2 =2x -2 + 2z

Z=x— (2 —x)+2z
Substituindo a expressao para z na ultima equacao obtemos a sequinte equagao para z:
(2" =22 +x) =20 —2'+2(2" — 22" +2) & 2" — 42" + 62" —4x =0
E’fa’cil ver que o polinomio
A — AN+ 6L —4=0
tem A =2 como raiz e usando a regra de Ruffini obtém-se entao a factorizagao
A=2)N+2X04+2) =A=2)(A+1)*+1) = A =2)(A = (1 +i))(A = (1 — 1))
De acordo com a Proposicao 31.2 e a Nota 31.3 a solugao geral € portanto
x(t) = ae® + Be cost + ye' sent
Substituindo em y = x’' — x tem-se entao
y(t) = 2ae* + Be’(cost — sent) + ye'(sent + cost) — (ae® + Be’ cost + ye' sent)
= ae® — Belsent + ve' cost
e substituindo em z =y — y tem-se
2(t) = 2ae® — Be’(sent + cost) + ye'(cost — sent) — (ae® — Be’ sent + ye' cost)
= ae® — Bel cost — yelsent
A solucdo geral do sistema € portanto

z(t) = ae® + Bel cost + vel sent
y(t) = ae® — Belsent + vel cost
z(t) = ae® — Be' cost — el sent

A matriz dos coeficientes deste sistema é diagonalizdvel pelo que a solugcao geral pode
também ser encontrada recorrendo a Proposicio 29.8. Vamos fazé-lo a titulo de com-
paracao dos dois métodos. A matriz dos coeficientes do sistema €

1 1 0
A=|0 1 1
1 -1 2



109

Os wvalores préprios sao as solugoes de
1—Xx 1 0
0 1-X 1 [=00-NC2-N)+1+(1-N)==-X+4\-61+4=0
1 -1 2-A

FEste polindmio é (a menos de sinal) o que foi encontrado no método anterior. As suas
raizes sao portanto X =2 e 1 +1i. Um vector prdprio de 2 € uma solugao (nao nula) de

-1 1 0 a —a+b=0 b=ua
0 -1 1 b | =0 —b+c=0 &< c=b
1 -1 0 c a—b=0 0=0

Logo os vectores préprios de 2 sao os maltiplos nao nulos de (1,1,1). Um vector préprio
de 141 € uma solugao nao nula de

— 1 0 a —ia+b=0 b=1ia
0 —1 1 b | =0« —tb+c=0 S ec=1b=—a
1 -1 1—4 c a—b+(1—i)c=0 0=0

Logo os vectores proprios de 1 +1i sao os maltiplos nao nulos de (1,i,—1). Uma vez que

‘ 1 cost +isent cost sent
U+t |y —e'| —sent+icost | =e' | —sent | +ie' | cost
—1 —cost —isent —cost —sent

conclui-se que a solugcao geral do sistema é

x(t) 1 cost sent
yt) | =ae® | 1 | +8e' | —sent | +~e' | cost com o, 3,7 €R
2(t) 1 —cost —sent

32. METODO DOS ANIQUILADORES

32.1. Equacoes lineares. Recorde-se de Algebra Linear que uma equagao linear para y
é uma equacao da forma

(43) Ly=1

onde L é uma transformacao linear e b estd no contradominio de L. Quando b = 0 a
equagao diz-se homogénea. Os exemplos em que estamos interessados sao quando L é da
forma

d
Ly =y"™ +a, 1y" ™V +.. . +ay, ouly= d_i — Ay

mas aquilo que vamos agora recordar é um facto perfeitamente geral.
Se y1 e yo sdo solugoes de (43) entao

L(yl - y2) = L(yl) - L(yz) =b-b6=0
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logo duas solugoes de (43) diferem numa solu¢ao da equacao homogénea. Por outro lado
dada uma solucao particular y, de (43) e sendo y, uma solugdo da equagdo homogénea
Ly = 0 temos

L(yy+yn) =Ly, + Ly, =b+0=0

Conclui-se que a solugdo geral de uma equagdo linear (43) € da forma

(44) Y="1yp+un

onde y, é uma solucao particular (isto ¢ uma solugdo qualquer fixada) da equagao (43) e
yn € a solucao geral da equacao homogénea associada.

Exemplo 32.2. Seja L: R? — R a transformagdo linear definida por L(x,y) = 2z +y
e b= 3. Uma solugio particular de L(z,y) = b € (z,y) = (1,1). A equag¢iao homogénea
associada € a equagdo 2x +y = 0 que tem solugdo geral (x,y) = (t,—2t), comt € R (a
recta com declive —2 que passa pela origem). A equagao (44) diz que a solugdo geral de
2r+y=3¢€
(L) +t(1,-2): teR

isto €, a recta paralela a recta definida pela equacdo homogénea, que passa pela solucdo
particular (1,1).

O exemplo anterior ilustra o significado geométrico da equagao (44). As solugoes da
equacao homogénea formam um subespaco vectorial do dominio de L e as solugoes de uma
equagao homogéneo sao um espago afim paralelo que passa por qualquer solugao particular
dada.

De acordo com a férmula (44), conhecendo a solugao geral da equagdo Ly = 0 a
solugao geral de uma equacao Ly = b reduz-se a determinacao de uma solugao partic-
ular. Comecamos por ver um método para achar uma solucao particular de uma equagao
linear de ordem superior e coeficientes constantes nao homogénea que funciona para uma
classe importante de fungoes b.

32.3. Método dos aniquiladores. Consideremos a equagao
Y™ 4+ ap_1y ™Y + L+ agy = b(2)
e suponhamos que b(¢) é uma combinagao linear de fungées da forma
the cos(bt), tFesen(bt), com k> 0,a,b € R.

A fungao b(t) é ela prépria a solugao de uma equagao linear de ordem superior homogénea
que sabemos achar pela Proposicao 31.2.

Usando a notagao introduzida na seccao 31 em que D denota o operador de derivacao
estamos a procura de uma solucao de

(45) p(D)y = b(t)
onde p é o polinémio definido por p(A) = A" + a, A" ' + ...+ ag, e sabemos achar um
outro polinémio ¢ tal que

q(D)b=0
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Este ¢ chama-se um polinémio aniquilador para b. Aplicando o aniquilador ¢(D) a ambos
os termos da equacao obtem-se

a(D)p(D)y = q(D)b(t) = 0
e portanto y é uma solucao da equagao homogénea
¢(D)p(D)y =0

Podemos agora achar a solugao geral desta equagao usando a Proposigao 31.2 e substituir
na equagao inicial (45) para obter uma solucao particular.

Exemplo 32.4. Achar a solugdo geral de
(46) y' =3y +2y=¢
A equagao pode escrever-se
(D= 2)(D—1)y=¢
Uma vez que €' € uma solugao da equagio (D — 1)y =0, o operador (D — 1) aniquila €'
Conclui-se que uma solugdo da equagao (46) terd de satisfazer a equagao

(D—2)(D—1)*y=0
A solugao geral desta equagao é (pela Proposi¢io 31.2)
y(t) = cre® + coe! + cste’ com cy,ca,c5 €R

logo as solugoes de (46) tém que ter esta forma. Para obter uma solugdo particular sub-
stituimos esta expressao para y em (46) para determinar os coeficientes das solugéoes (por
esta razio o método dos aniquiladores € também conhecido por método dos coeficientes
indeterminados)).

Para simplificar as contas convém notar que os dois primeiros termos cie? + coel sdo
solugdes da equag¢ao homogénea (D — 2)(D — 1)y = 0 e portanto vao anular-se quando
substituirmos na equacdo. Basta portanto substituir cste’:

(D —2)(D —1)(cste') = €' & (D — 2)(cze’) = €' & c3(ef —2e") =€ & 3 = —1
Conclui-se portanto que —te' é uma solugdo particular e que
y(t) = —te' + cre® + cpet, com e, €R
¢ a solugao geral pretendida.
Exemplo 32.5. Achar a solucao geral de
(D*+1)y=t+¢e

A funcio t € aniquilada por D?* e e é aniquilada por D — 1, logo D*(D — 1) aniquila o
termo independente b(t) =t + e'. Conclui-se que

D*(D—1)(D*+ 1)y =0
Esta equacao tem solucao geral

y(t) = c1 + cot + cze’ + cycost + cssent
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Os 1iltimos dois termos sao solugoes da equagao (D* + 1)y = 0 pelo que basta substituir
c1 + cot + csel na equacdo inicial:

61:0

(D2—|—1) (01+02t+03et) :t+et<:>03et—|—(cl+02t—l—03et) =t+ele{ =1
1

0325

A solucao € portanto

1
y(t) =t+ §et+04cost+ﬁsent com «a, 3 € R.

33. EXPONENCIAL MATRICIAL

Seja A uma matriz quadrada. Define-se a exponencial da matriz A por
= 1 1 1
A _ Lok Loz L ogs
(47) e _Zk!A =1+ A+ A AT
k=0

Na férmula anterior, A% ¢ a matriz identidade I por convengao e (obviamente) a soma
da série de matrizes significa a matriz que tem por entradas a soma das séries numéricas
formadas pelas entradas correspondentes dos termos da soma.

Note-se que se A é uma matriz 1 x 1 (isto é, um nimero) a férmula (47) é a férmula de
MacLaurin para a funcao exponencial habitual.

E necessario verificar que a série (47) converge. Para isso definimos a norma de uma
matriz n X n por

Al = max{lay|: 1 < i) < n}

Uma vez que a entrada ij da matriz C' = AB se obtém multiplicando a linha ¢ da matriz
A pela coluna j da matriz B, ela é dada pela expressao

Cij = Zailblj
1=1
logo
el <D laallbyl < D IANIBI = nllAll|B]

=1 =1

e portanto
IC]l = [[AB|| < nl|All||B]
Da igualdade anterior conclui-se que
1A% < nll A%, A% < nl AN A% < nl|Alln]| Al* = n?[A]P, ...

isto é que
1A% < n* A"
Conclui-se que cada entrada da série (47) é majorada em médulo pela série numérica

k-l i
(48) L+ 4]
k=1 )
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que é convergente (até sabemos a sua soma usando a série de MacLaurin da funcao ex-
T nllAll_ - - . .
ponencial: é 14 <—=1). As séries numéricas que definem as entradas da matriz e sdo

portanto absolutamente convergentes.

Proposicao 33.1 (Propriedades da exponencial matricial).
(i) =1
(11) A exponencial de uma matriz diagonal por blocos pode ser calculada “bloco a bloco”,
1sto €,
A O
6[ 0 B ] N { et 0 ]
Tl 0 eP
Em particular a exponencial de uma matriz diagonal calcula-se tomando a exponencial
de cada entrada na diagonal

A 0 -~ 0
0 )\2 R 0
0 0 . 6)‘1 0 0
0 o --. )\n 0 6)‘2 0
‘ 0 0 s
0 0 et

-1 —
(iii) 579 = Se/ St
(iv) eA+B = eeP se as matrizes A e B comutam, isto é se AB = BA.

(v) A matriz e* é invertivel com inversa e~ .

0 M et L Tl N

Al (n—12!€
. P AP
(vi) Se J = 0 A 0 entdo e’! = 0 e (=21
0o 0 .1 0 0 ) :
o0 --- )\ 0 o --- et

(vii) A funcdo matricial e € a solucdo matricial fundamental do sistema % = Ay que no
instante t = 0 toma como valor a matriz identidade.

Dem.
i) e®=T+04+0+...=1.
(ii) Uma vez que

A0l [a o
0 B|] |0 B
tem-se

[A 0] .\

0 B|_ A 07, 1[4 0 L[ A% 0 et o
‘ —”{0 B}*ﬁ{o BQ]+§[0 BT T 0 et
(iii) Temos

($J9 ) = 875718J57 .8 = G S --- IS = SJES T
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(iv)

(v)

logo
ST = T4+ 8578+ iSJQS*l + lSJ?’S’l +...
= S(I+J+ J2+3‘J3 )S‘l
= Se’S7L.

Se AB = BA é vélida a féormula do bindmio de Newton

(A+ B)* Z( )AkBk J

J=0

B

portanto

=1
6A+B _ ZH(A_i_B)k

k=0
_ iii k AJBk’—J
B k! j
k=0 J=0
[e%) k
1
- 33 A
= = k=)
> 1T,
=22 andB
k=0 a+b=k
a,b>0
oo 1 . o 1 b
a=0 b=
— eAeB

Uma vez que as matrizes A e —A comutam, a propriedade (iv) diz-nos que

J— o0 — pAA _ pA—A
portanto e é invertivel com inversa e~4.
Podemos escrever J = A + (J — AI). A matriz N = J — Al tem a propriedade
que N* = 0 para k suficientemente grande (basta na realidade k > n como iremos
ver). A série (47) que define €™ ¢ entdo uma soma finita que vamos agora calcular
explicitamente. As tnicas entradas nao nulas de N sao as imediatamente acima da
diagonal principal e estas sao todas iguais a 1. E imediato verificar que a sucessao de
matrizes N, N2, N3, ... se obtém ”subindo a diagonal de 1s” até que esta desaparece.
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Por exemplo, tomando n = 4 temos

0100 0010 0001
10010 9 0 001 3 0000
N_0001’N_OOOO’N_OOOO
00 00 0000 00 00
e N¥ = 0 para k > 4. Portanto
1 1 1
N = T+ Nt+ N+ N+ + ———N" "1 0+0+...
2! 3! (n—1)!
L =y
tn—
_ 01 --- =
00 . f
00 --- 1

Uma vez que a matriz diagonal A/t comuta com todas as matrizes podemos aplicar
a propriedade (iv) e concluir que

Jt

oIt — (AN Mt Nt _ M Nt _ Nt

= e € e e

conforme pretendido.
(vii) A majoracio (48) para as entradas da matriz e permite derivar a série que define
e’ termo a termo. Temos portanto

d , a d P A
E(e ) = E(I+At+§A AT

t2
= A+tA2+§A3+...

2
= A<I+tA+%A2+...>

= Ae?

A

Isto mostra que et é uma solucio matricial do sistema % = Ay (ou seja, as colunas
s dt )

de e sao solucdes do sistema). Trata-se de uma solucdo matricial fundamental uma
vez que e! é uma matriz invertivel para todo o t (pela propriedade (v)). Finalmente,

pela propriedade (i), em ¢t = 0 temos e4? = €* = I.
]

Nota 33.2. O procedimento usado para calcular e’t na demonstragao da Proposicao 33.1(vi)
pode ser usado para calcular de forma eficiente et quando A é uma matriz triangular supe-
rior (ou inferior) com todas as entradas diagonais iguais. Nesse caso A = X+ N (onde X
¢ o valor de qualquer das entradas diagonais) e a matriz N tem a propriedade que N™ =0
(onde n € a dimensdo da matriz) pelo que a série (47) pode ser usada para calcular et de
forma eficiente (pelo menos quando n € pequeno).
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A Proposicao 33.1(vii) d4 o seguinte método geral para calcular e?:
(49) et =Y ()Y (0)!

onde Y (t) é uma solugao matricial fundamental do sistema % = Ay (que ja aprendemos
a calcular). De facto, as colunas de Y (¢)Y(0)~! sdo combinagoes lineares das colunas de
Y (t) e portanto solugoes do sistema. Obviamente, o valor da i-ésima coluna de Y (¢)Y (0)~*
quanto t = 0 é o i-ésimo vector da base candnica de R™. Mas a Proposi¢ao 33.1(vii) diz
que as colunas de e’ sdo precisamente caracterizadas por estas duas propriedades, logo a

igualdade (49) verifica-se.
Exemplo 33.3. Consideremos a matriz
1
A= 1

[ e R
)

-1

do sistema do Ezemplo 31.7. De acordo com os cdlculos efectuados nesse exemplo, uma
solugao matricial fundamental é dada por

e?  elcost  elsent
Y(t)= | € —e'sent efcost
e?* —efcost —elsent
Portanto
1 1 0
YO)=|1 0 1
1 -1 0
Aplicando a regra de Laplace temos
o =17t 10
Y(O)—lz5 000 2 | =51 1 0 -1
1 -1 -1 -1 2 -1
e portanto
%e% + %et(cost —sent) e'sent %egt — %et(cost + sent)
M =Y )Y (0)"! = %em — %et(cost —sent) ecost %em + %et(sent — cost)
5€% + €' (sent —cost) —e'sent ze*' 4 je'(cost +sent)
Exemplo 33.4. Calcular et para
21 00
02 00
(A=100 3 0
00 0O
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Podemos aplicar as propriedades (ii) e (vi) da Proposi¢ao 33.1 para concluir que

et te’ 0 0

a_ |0 e 00
0 0 e 0

0 0 0 1

w-[33]

Poderiamos usar o método geral dado pela equagao (49). Para ilustrar um método
alternativo que usa a Proposi¢ao 33.1(iii), comegamos por achar os valores e vec-
tores proprios de A. Obviamente os valores prdprios sio 2 e 3 e (1,0) € um vector
proprio de 2. Um vector proprio para 3 € uma solucao de

(A—M@zO@{}fé}[Z}zO@b:a

Logo (1,1) € um vector proprio de 3. A matriz
11
5=l
que tem por colunas os vectores proprios € a matriz que transforma as coordenadas

de um vector na base dos vectores proprios nas coordenadas do mesmo vector na
base canonica e portanto

B 2 0 1
A=S { 0 3 } S
e portanto de acordo com a propriedade (iii) temos

eAt — S |: 60 egt :| Sfl

Uma vez que
St =
conclui-se que

a1 1] [e® 0 ][1 —1] [e* e¥—e
€ =lo 1 0 et |lo 1] 1] o0 eBt

€2t

Nota 33.5. No exzemplo anterior, a matrizY (t) = S [ 0 egt ] ¢ precisamente a solucao
matricial fundamental dada pela Proposicao 29.8 (as colunas sio da forma e*v com v um
vector préprio de \). Para esta matriz Y (t) temos obviamente Y (0) = S e portanto o

método usado para calcular et neste exemplo nio é mais do que a férmula (49) para esta
solugao matricial fundamental particular.
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Nota 33.6. Uma propriedade bdsica da funcdo et é que no instante t = 0 assume como
valor a matriz identidade. E muito facil verificar se uma funcao matricial tem ou nao esta
propriedade. Recomenda-se que sempre que se calcule et se substitua t = 0 e se verifique
que € de facto a matriz identidade. E wma maneira rapida de detectar muitos erros de
calculo.

34. FORMULA DE VARIAGAO DAS CONSTANTES

O método dos aniquiladores pode aplicar-se apenas quando b(t) é a solugdo de uma
equacao diferencial linear homogénea com coeficientes constantes. Vamos agora ver como
achar uma solugao particular sem qualquer restri¢do sobre b(t) tanto no caso de uma
equagao escalar como de um sistema.

Considere-se primeiro a equacao linear escalar

dy
-2 = b(t
= ay + b(t)

com a € R. Aprendemos na seccao 22.1 a resolver estas equagoes. O truque é multiplicar
pelo factor integrante e~%. Obtém-se a equacao equivalente

d

pr (e™y(t)) = b(t)e™*

que pode entao resolver-se facilmente.

O célculo anterior pode ser repetido no caso de um sistema linear usando a exponencial
de matrizes e, em particular, a Proposigdo 33.1 (vii). Seja A uma matriz quadrada, b(t)
uma funcgao continua com valores em R" e consideremos o sistema

dy
A
7 Y+ b(t)

Multiplicando pela funcdo matricial e~ obtemos a equacio

d
(50) e’Atd—?i — e MAy = e (1)

que é equivalente uma vez que e~* é uma matriz invertivel para todo o t. Tendo em conta

que —e A = —Ae A = L4 (3 primeira igualdade é uma consequéncia imediata da
definigao (47) e a segunda é a Proposigao 33.1(vii)), podemos re-escrever (50) na forma

d

pr (e My(t)) = e *b(t)
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Integrando de ty a t obtemos, pela pela regra de Barrow
t
e Ay(t) — e~ Moy(ty) = / e b(s)ds
to

t
e My(t) = eAtOy(to)—ir/ e~ b(s)ds

to

y(t) = et <6_At°y(t0)—|— / te‘ASb(s)ds)

to
t
y(t) = eA(t_tO)y(to)—l—/ A 9)p(s)ds
to

onde na ultima igualdade foi usada a Proposi¢do 33.1(iv). Obtemos assim o seguinte
resultado.

Proposicao 34.1 (Férmula de variacao das constantes). Seja A uma matriz n X n,
b: |c,d[— R™ uma fun¢ao continua e ty €lc,d[. A solugao do problema de valor inicial

{ % = Ay + b(t)
y(to) = Yo

¢ dada pela formula

t
(51) y(t) = ety —i—/ A= (s)ds
to

Nota 34.2. A férmula (51) € vdlida quando b(t) = 0 e dd a expressio y(t) = eAt=0)y(ty)
para a solucao do problema de valor inicial para o sistema homogéneo. Em geral, o primeiro
termo do lado direito da igualdade (51) é a solugdo do sistema homogéneo que toma o valor
Yo em t = ty, enquanto que o sequndo termo € a solucao particular do sistema que toma o
valor 0 no instante inicial.

Nota 34.3. O termo fti eAt=9)b(s)ds na formula (51) pode ser interpretado como uma
“soma continua” das solugoes do problema de valor inicial homogéneo com condi¢ao inicial
y(s) = b(s). A formula diz que o problema de wvalor inicial ndo homogéneo se resolve
"adicionando em cada instante” a solucao de um problema homogéneo com condicao inicial

dada pelo termo independente. FEsta "variacdao da condicao inicial” justifica o nome da
formula (51).

Exemplo 34.4. Resolver o problema de valor inicial

— 2z +y+3 z(0) =1
& -
at — Y

Na forma matricial o sistema escreve-se

1= ]+ 18]
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Pela Proposi¢ao 33.1(vi) temos

] - [3 28 L175 ) [

Uma vez que

obtemos a solucao

z(t) = =3 + 2 + 2te?

y(t) = 2e*
Note-se que o sistema pode também ser resolvido resolvendo primeiro a equagdo para y(t)
e substituindo na primeira equacao para achar x(t). Essa seria provavelmente a maneira
mazis simples de resolver o sistema.

Uma vez que neste exemplo a fungdao b(t) é constante, podemos ainda resolver este prob-

lema de valor inicial comecando por obter uma solucao particular constante para a equacao
nao homogénea. Substituindo na equacdo obtem-se

L=l [

A solucdo geral do sistema nao homogéneo € portanto

x —3 et te? c1
— 2
[y}—{o}—i—[o th]{CQ com cy,co € R

e podemos agora substituir na condi¢ao inicial para achar cq, cs.

Uma versao da férmula (51) é vélida mesmo quando os coeficientes do sistema em questao
variam com o tempo.

Proposicao 34.5 (Férmula de variagao das constantes (bis)). Considere-se o sistema

dy

i A(t)y +b(t)

(52)
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com A(t) e b(t) continuas, e seja Y (t) uma solugao matricial fundamental para o sistema
homogéneo associado. Entao a solucao geral do sistema é

(53) Yt = Y1) <c—i— / Y(t)lb(t)dt) . ceRrr

Dem. Uma vez que o termo Y (¢)c é a solugao geral do sistema homogéneo, basta verificar
que

¢ uma solucao particular do sistema. Como Y'(t) = A(t)Y (t), tem-se

W~y (/Y(t)—lb(t)dt> FY () (/Y(t)—lb(t)dt)

= A()Y(t) (/Y(t)‘lb(t)dt) +Y ()Y (t)'b(t)
= A(t)y,(t) + b(t)
o que conclui a demonstragao. O

Nota 34.6. Obviamente a formula (53) € vdlida no caso em que a matriz dos coeficientes
A(t) € constante e dd uma alternativa a formula (51). A formula (53) tem a vantagem de
que € mais fdacil calcular Y (t) do que e, mas tem a desvantagem de ser necessdrio calcular
Y (t)~!. Dependendo de b(t) pode ndo ser necessdrio calcular toda a matriz inversa Y (t)~*
o que pode tornar a formula (53) mais eficiente do que (51) em termos de cdlculos. Uma
vez que € muito facil inverter matrizes 2 X 2, a formula (53) parece também preferivel para
achar a solugao geral de sistemas 2 X 2.

Nota 34.7. E fdacil obter uma expressao explicita para a solucao do problema de valor
imnicial

dy

Y AW+ b0, ylto) = o

A expressao para a solucdo €

t
Vi) = YOV (1) 0+ Y (0) [ ¥(9) bls)ds
to
pois o primeiro termo da expressao € a solugao do sistema homogéneo que verifica a
condi¢ao inicial y(to) = yo enquanto que o sequndo termo € a solugao particular do sis-
tema nao homogéneo que verifica a condi¢ao inicial y(to) = 0. A expressio anterior torna
claro que a expressio (51) corresponde ao caso particular de (53) quando os coeficientes
do sistema sdo constantes e tomamos Y (t) = et.

Notamos finalmente que a solucao geral de equacgoes lineares de ordem superior nao
homogéneas se obtém da Proposicao 34.5 mediante a equivaléncia entre uma equacao de
ordem n e um sistema de n equacoes de primeira ordem dado pela Proposi¢ao 30.4.
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Proposicao 34.8 (Férmula de variacao das constantes para equagoes escalares). A solugao
geral da equacgao

Y + a1 (0)y" Y + 4+ ao(t)y = b(1)

¢ dada por
(54)
0
y(t) = ayi(O)+. . Ay O+ 1i(t) - ya(t) ] /W(t)l O dt  comecyy...,c, €R.
b(t)

onde y1(t),...,yn(t) € uma base para as solugoes da equagao homogénea associada e W (t)
¢ a matriz Wronskiana

TR

it Ynll

W(t) = 1: :
O

Dem. da Proposicao 34.8. De acordo com a Proposicao 30.4, a equacao do enunciado é
equivalente ao sistema

0 1 - 0 0

dy 0 SO 0 :

55 g ' ‘ +|
(55) dt 0 o0 1 Y 0
—ag(t) —ar(t) -+ —an_y(t) b(t)

e as solucdes deste sistema sdo da forma (y(t), 4/ (t), ...,y (t)). Umabase {y1(t),...,y.(t)}
das solucdes da equacdo escalar homogénea y™ + a,_1(t)y" ™V + ... +ao(t)y = 0 d4 uma
base das solugoes do sistema homogéneo equivalente. Por sua vez, esta base forma as
colunas da solucao matricial fundamental

y}(t) y;(t) X y7(t)
W) = ylft) ygft) XX yn.(t)
Tl (O BT Sl () BRI Ll ()

(é tradicional usar a notacao W(t) em vez de Y (t) para estes sistemas). Aplicando a
férmula (53) ao sistema (55) obtém-se

y(t) €1 0
Y ft) — W) 6:2 +/W(t)1 O at |, c,...,cn €R
y(n—'l)(t) c.n b(‘t)

A férmula (54) é simplesmente a primeira componente da equagao vectorial anterior. [
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Nota 34.9. A expressio dentro do integral na formula (54) depende apenas da 4ltima
coluna da inversa da matriz Wronskiana, pelo que nao € necessario calcular a inversa
W (t)™' completamente para aplicar a férmula.

Nota 34.10. Novamente, no caso em que os coeficientes dependem do tempo nao hda nen-
hum método geral satisfatorio para achar a base yy(t),...,yn(t). Se os coeficientes sao
constantes, é muito facil achar a base como vimos na Proposi¢ao 31.2.

Exemplo 34.11. Achar solugoes da equagdo homogénea da forma y(t) = t* e resolver o
problema de valor inicial

V't =y = y(1) =y/(1) =1
Substituindo y(t) = t* na equag¢do homogénea obtém-se
ala -t 2 +at*? —t* 2 =0’ -1=0
Logo

1

ni(t) =t, wp(t) = n

sao solugoes da equagcdo homogénea. Uma vez que sao linearmente independentes, formam
uma base para as solucoes. Assim uma matriz Wronskiana para a equacao € dada por

A inversa é dada por

Substituindo em (54) obtemos

|
| S

1
y(t) = Clt+62¥‘|“ [ t

1
:(m+@;+[t%}

5 t5

. z

C1 +C2t+8 12
t5
= ct+co—+ —
R Y

4 . . .~ L .
Portanto y'(t) = ¢ — 02}2 + % e substituindo nas condigoes iniciais obtemos o sistema

para c1,co obtemos
citet =1 =
~
{ c1 — Cy + g 1 Co =

5"‘()0'\]
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A solucdo do problema de valor inicial € portanto

(t)_7t+1+t5
Y =35 "1 "o

35. METODO DE SEPARACAO DAS VARIAVEIS

35.1. Introducao as equacgoes diferenciais parciais. Uma equacao diferencial parcial
(ou uma equagao as derivadas parciais) é uma equacao cuja incégnita é uma fungao de
varias varidveis e que envolve as derivadas parciais da incégnita. Eis alguns exemplos
simples que aparecem por todo o lado nas aplicacoes da Matematica a Fisica e Engenharia:

e A equacao do calor: %—’t‘ = K% para uma incégnita u = u(x,t). Esta equagéo
modela a evolucao no tempo da temperatura numa barra homogénea. A variavel x
indica o ponto da barra e t o tempo. K é uma constante, chamada a difusibilidade
térmica, que depende do material de que é feita a barra.

e A equacao das ondas : %273 = 02% para uma incégnita u = u(x,t). Esta equacao
modela a evolucao no tempo de uma corda vibrante. A coordenada x parametriza
os pontos da corda e t é o tempo. A constante ¢ é a velocidade de onda e é
determinada pelo material que constitui a corda.

e A equacao de Laplace: % + ZQTZ = 0. A incégnita é uma fungdo u = u(z,y). A
equacao de Laplace descreve por exemplo um potencial escalar para a velocidade
de escoamento no plano de um fluido incompressivel e irrotacional.

Todas as equacoes anteriores admitem versoes em que as incognitas sao fungoes de varias
variaveis. Por exemplo a equacao das ondas tridimensionais é

@_ 9 02u+62u+82u
otz ox?  0y*> 022

com incégnita uma fungao u = u(z,y, z,t). Tal como as equagdes diferenciais ordindrias,
as equacoes diferenciais parciais admitem em geral infinitas solugoes e é necessario impor
condicoes adicionais a incdgnita para que se obtenha uma tnica solugao. Estas condigoes
adicionais variam de equacao para equacao e a interpretacao Fisica das equacoes é fre-
quentemente 1til para encontrar condigoes adicionais adequadas. Por exemplo, no caso
da equacao do calor é razoavel pensar que a evolucao da temperatura numa barra é de-
terminada pela distribuigao inicial de temperatura (que se chama uma condi¢ao inicial)
juntamente com o conhecimento da temperatura a que sao mantidas as extremidades da
barra (que se chamam condi¢ées na fronteira), e isto pode de facto ser demonstrado.

As equacoes as derivadas parciais sao muito mais complicadas do que as equagoes difer-
enciais ordinarias. Nao existe nenhuma teoria geral que garanta existéncia ou unicidade
de solugoes. Na realidade é possivel escrever equacoes as derivadas parciais com um as-
pecto muito simples que nao tém qualquer solugao, e a demonstragao da existéncia de
solugoes para uma das equacoes mais utilizadas na modelagao da aerodinamica - a equagao
de Navier-Stokes em trés dimensoes - ¢ um dos problemas do Milénio cuja solugao seria
recompensada com um prémio de um milhao de dolares.
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35.2. Método de separagao das variaveis. Como introducao as equacoes diferenciais
parciais, vamos apresentar o método de separagao das varidveis (ou método de Fourier) que
permite resolver algumas equagoes diferenciais parciais lineares (incluindo as mencionadas
no paragrafo anterior) quando sujeitas a algumas condigdes adicionais.

Vamos ilustrar o método de separacao das variaveis através da resolucao de um problema
de valor inicial e na fronteira para a equacao de calor. Consideremos o problema

8u_82
Bl

(56) (0 t) =u(1l,t) =0 parat >0
u(z,0) = f(z) para0 <z <1

O método de separagao das variaveis tem trés passos:
Passo 1: Determinar todas as solucoes da equacao diferencial parcial que sao produto de
funcoes de cada uma das variaveis.

No exemplo que estamos a considerar, escrevemos u(z,t) = X (x)T(t), onde X e T sdo
funcoes de uma variavel a determinar. Substituindo na equagao obtém-se

0 0?
SX@TW) = 5 (X(@)T()
X@7T'(1) = X"@)T()
() X'()

T~ X(@)

A 1ltima igualdade entre fungoes de variaveis distintas s6 se pode verificar se ambas as
fungbes forem constantes (e ambas iguais & mesma constante, que designaremos por \).
Isto é, a ultima igualdade é equivalente a

T'(
=A T'(t) = AT (t)
(t)
{ );/(( )) _ & { X"(x) = AX (2) para algum A € R

As equagoes anteriores sao equacoes lineares de coeficientes constantes, cujas solugoes sao
dadas pela Proposicao 31.2. Para a primeira equagao temos para qualquer A € R

(D—-NT =0 T(t)=ce™, comccR
A solucao da segunda equacao para X depende do sinal de \:
X(z) = 1V 4 eV se A >0
(57) (D* - NX =0& ¢ X(2) =c, + cx seA=0
X(x) = c;cos(vV—Az) + casen(v—Ax)  se A <0

Obtemos assim uma enorme quantidade de solugdes da equagao do calor da forma X (x)7'(¢):

u(z,t) = <cle\6m + 026"5’”> e para todos 0s ¢;,co ERe XA >0

(58) u(x,t) = ¢1 + cox, para c1,cy € R (correspondendo ao caso em que A = 0)
u(z,t) = (c1 cos(vV=Az) + casen(v/—Az)) e para todos os ¢1,c2 € Re A < 0
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Para cada A € R temos assim um espaco vectorial de dimensao 2 de solugoes. Note-se que
omitimos a constante do factor 7'(¢t) uma vez que esta pode ser absorvida pelas constantes
do factor X (z).

O passo seguinte do método identifica a pequena minoria das solucoes encontradas neste
passo que se adequam ao problema a resolver.
Passo 2: Determinar quais as solugoes encontradas no Passo 1 que satisfazem as condigoes
adicionais impostas & equacao que sao homogéneas (isto é, iguais a 0).

No nosso exemplo trata-se de identificar quais das solugoes (58) que satisfazem as
condicoes na fronteira

u(0,t) = u(l,t) =0
Substituindo u(z,t) = X (x)7T'(t) nas condi¢oes anteriores obtem-se
X(0)T(t)=0 o X(0)=0o0uT(t)=0
X()T(t)=0 X(1)=00uT(t)=0

Se tomarmos T'(t) = 0 obtemos a solugao trivial u(z,t) = 0 pelo que descartamos esta
hipétese. Temos portanto que impor as condigoes X (0) = X (1) = 0 as solugoes encontradas
em (57). Ha varios casos a considerar:

e )\ > 0: Substituindo na expressao para X (z) obtemos

X(0)=0 _ [eate=0 o) 2T ol e=—a

X(1)=0 creYX + eV = 0 1 <6ﬁ - €_ﬁ> =0 a=0
Conclui-se que nenhuma das solucoes obtidas para A > 0 satisfaz as condicoes na
fronteira homogéneas.

e \=0:
X(O):O 01+CQ'O:0 01:0
{X(1):0 ‘:’{cﬁcg.l:o@ =0

Pelo que também nenhuma das solucoes obtidas quando A = 0 satisfaz as condicoes
na fronteira homogéneas.

e \<O0:
X(©0)=0 _ [el+e-0=0 L a=0
X(1)=0 €108V —A+ casenyv/—A =0 co =0 ou senyv/—\A=0

A opgao ¢; = ¢y = 0 corresponde a solugao trivial X (z) = 0 que podemos descartar.
H4 no entanto outras solugoes:

senvV-A=0& V- A=nro \=-n’r?, n=12 ...

(onde elimindmos a solugao correspondente a n = 0 porque A < 0 e notdmos que
os valores de A sao independentes do sinal de n e por isso basta considerar valores
positivos de n).

Conclui-se assim que para cadan =1,2,... e ¢ € R as fungoes

u(z,t) = casen(nra)e ™t
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sao solugoes da equacao do calor que satisfazem as condigoes na fronteira ho-
mogénea.

Passo 3: Procurar uma ”combinagao linear” das solucoes obtidas no passo 2 do método
que satisfaga a condigao adicional que nao é identicamente nula.

A razao das aspas é que nao é em geral possivel encontrar uma combinacao linear finita.
Vamos assim procurar uma combinacao linear infinita, ou seja os coeficientes de uma
série. Num estudo mais rigoroso seria necessario verificar que estas ”combinacgoes lineares”
infinitas satisfazem a equacdo diferencial parcial (pois ndo é automatico que as derivadas
parciais possam ser trocadas com a série). Por uma questao de tempo nao iremos aqui
tratar esta questao, referindo os alunos interessados ao excelente livro [GF] que contém um
tratamento rigoroso destas questoes assim como da Analise de Fourier acessivel a alunos
com as vossas bases matematicas.

No nosso exemplo (56) este passo do método consiste em encontrar constantes ¢, € R
tais que

(59) u(x,t) = Z cpsen(nmz)e
n=1
satisfaca a condicao
u(z,0) = f(x)
ou seja, de constantes ¢, € R, tais que
(60) Z cpsen(nmx) = f(x)
n=1

Poe-se agora a questao se é sempre possivel achar coeficientes ¢, tais que a igualdade (60)
seja satisfeita. Para certas fungoes f(x), nomeadamente as combinagoes lineares finitas de
fungoes sen(nz), é claro que sim.

Exemplo 35.3. Determinar uma solugcao do problema de valor inicial e na fronteira para
a equacao do calor:

ou __ d%u

ot — 0z2

u(0,t) = u(l,t) =0 para t >0
u(z,0) =senx — 3sen(bz) para 0 <z <1
De acordo com o que vimos acima temos que resolver a equagao

cpsenx + cysen(2x) + cgsen(3z) + ... = senx — 3sen(bx)

Mas ¢ claro que uma solu¢dao € dada porcy = 1,¢5 = =3 ec, =0 paran # 1,5. Conclui-se
que
u(z,t) = sen(z)e ™t — 3sen(5x)e "

¢ uma solucao do problema.
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Em geral, é impossivel resolver a equacao (60) por inspe¢ao como fizemos no exemplo
anterior. E no entanto uma consequencia de um Teorema notavel de Fourier que dada
uma funcao "razoavel” f(z) ¢ de facto possivel resolver a equagao (60) para os coeficientes
cn. A equagao representa um desenvolvimento de f(x) em série de fungoes trigonométricas
que se designa por série de Fourier. Interrompemos agora durante algum tempo o estudo
das equacgoes diferenciais parciais para explicar como calcular tais desenvolvimentos.

36. SERIES DE FOURIER

Comecamos por definir a classe de fungoes "razoaveis” que iremos considerar.

Definigao 36.1. Sejam a < b dois nimeros reais. Uma fungao f: [a,b] — R diz-se
seccionalmente C! se existe uma parti¢io do intervalo [a,b] num conjunto finito de subin-
tervalos J tais que

o A restricao de f ao interior de cada subintervalo J tem derivada continua,
e Existem os limites laterais de f e f' em cada extremo de cada subintervalo J.

Exemplo 36.2. A funcao f: [—2,2] — R definida por

se —2<zx<—1,
fle)=qa2? se —1<ax<l1,
0 sel <x <2

¢ seccionalmente C.

Note-se que uma funcao seccionalmente C! é continua excepto possivelmente num niimero
finito de pontos no interior do seu dominio. Além disso, existem os limites laterais de f
nos pontos de descontinuidade de f. Vamos escrever f(z™) para o limite a direita e f(z7)
para o limite a esquerda em .

Definigao 36.3. Seja ¢ > 0 e f: [—(,¢] = R uma fungcdo. Um desenvolvimento de f em
série de Fourier € uma expressio da forma

(61) flz) = % + i (an cos (?) + b, sen (Zﬁ))

Um desenvolvimento de Fourier é portanto a expressao de uma fungao f como série de
funcoes sinusoidais. E analogo aos desenvolvimentos em série de poténcias que estudamos
antes nesta cadeira.

Teorema 36.4 (Teorema de Fourier). Seja ¢ >0 e f: [—(,{] — R uma fungdo seccional-
mente C'. Entdo existem coeficientes a, paran > 0 e b, para n > 1 tnicos tais que

flz) = % + nio; <an Ccos (?) + b, sen (?))
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para todo o ponto x €] — £, L] em que [ seja continua. Além disso

¢
an:%/gf(x)cos<$>, para n > 0

1 [t nmwT
—_ — - >
by, / /—z f(x) sen ( 7 ) , paran > 1

A série de Fourier converge para todo o x € [—(,{] sendo a sua soma

f(x) se —0<x</lefécontinua em x,

w se —0 <z </lef édescontinua em x,
JEEOHIWE) o — 4y
. :

Nao iremos dar sequer a ideia da demonstracao deste Teorema. Comegamos por ilustrar
o que o Teorema de Fourier diz sobre a convergéncia no caso da funcao do Exemplo 36.2.

Exemplo 36.5. Sendo f: [-2,2] = R a fun¢do do Exemplo 36.2, a série de Fourier de f

toma a forma
)= 83 (v () < ()

e o Teorema diz que a soma da série de Fourier é

(—1 sex=—2
se —2<zr<—1
sex=—1
se —l<x<l1

8 O R

sex =1
sel<x<?2
-1 sex=2

O Nl

\

Recorde-se que uma fungao f: R — R se diz periddica com periodo T se f(x+T) = f(x).
Por exemplo, as fungoes sen x e cos x sao periddicas com periodo 27w. Geometricamente a
periodicidade de uma fungao traduz-se no facto de o seu grafico ser invariante mediante
translagoes por (multiplos inteiros de) T' na dire¢ao do eixo dos zz.

nmwx nmT

Nota 36.6. As funcoes %, sen (7) e cos (7) utilizadas no desenvolvimento de Fourier
(61) sao periddicas com periodo 2¢ (o comprimento do intervalo [—(, (]) e portanto a funcao
definida pela soma da série de Fourier é também periodica com periodo 2. O Teorema
de Fourier dd-nos portanto a soma da série de Fourier em qualquer ponto x € R. Por
exemplo, tendo em conta o resultado apresentado no Exemplo (36.5), a soma da série de
Fourier da funcao do Exemplo 36.2 € periodica com periodo 4 e no ponto x = 11 toma o
valor

s(11) =s(—=1+4-3) =s(—-1) =0.
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A observacao anterior sugere que devemos considerar desenvolvimentos de Fourier de
funcgoes periddicas. Uma funcgao periédica é completamente determinada pelos valores que
toma num intervalo de comprimento igual ao periodo, e reciprocamente, se f € uma funcdao
definida num intervalo de comprimento T, existe um unico prolongamento de f a R com
periodo T. O Teorema de Fourier 36.4 pode portanto ser interpretado como dando uma
expansao em série de funcgoes trigonométricas para fungoes com periodo 2/.

Este ponto de vista torna também claro como achar o desenvolvimento de Fourier de uma
funcao f: |a,b] — R: é o desenvolvimento de Fourier da fun¢ao obtida por prolongamento
de f a uma func¢ao periodica em R com periodo b — a.

Nota 36.7. Seja f: R — R uma funcdao periodica de periodo 20, que € seccionalmente
C' num intervalo de comprimentos 20 contido no dominio. A afirmacdo relativa & con-
vergéncia da série de Fourier no Teorema 36.4 diz que a série de Fourier de f converge

para
fla+) + fla—)
2
para todo o x € R (note-se que esta expressio coincide com f(x) nos pontos x onde f é
continua). O papel excepcional desempenhado pelos extremos do intervalo no enunciado do
Teorema 36.4 € assim eliminado quando a série de Fourier é interpretada como a expansao
de uma funcao periodica.

Exemplo 36.8. Calcular o desenvolvimento em série de Fourier da funcao f: [-1,1] - R
definida por f(x) = x.

Temos £ = 1, logo, de acordo com o Teorema 36.4, os coeficientes do desenvolvimento
sao dados pelas formulas

1/t nmwx !
an = —/ x oS <L> dx = / xcos(nmzx)dr =0
1/, 1 .
(pois a fungao integranda é impar) e

1 1
b, = / zrsen(nmrz)dr = 2/ xsen(nmz)dz
- 0

1
(pois a fungdo integranda é par). Podemos calcular o integral anterior por partes:

! cos(nmz) |~ |
/ rsen(nrx)dr = —r——= —/ —— cos(nmz)dx
0 nt |, Jo nm
1 se =1
= ——cos(nm) + w
nm n?r? | _,
-1 n+1

nm
Conclui-se portanto do Teorema 36.4 que

= E ~———sen(nnz), para todo o x €] — 1,1].
nm
n=1
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Para x = £1 o Teorema diz que a série converge para 0, o que alids se verifica imediata-
mente por substituicao na série.

Este exemplo mostra bem a nao trivialidade do Teorema de Fourier. A expressao anterior
para x calcula uma infinidade de somas de séries nao triviais. Considere-se por exemplo
a expressao que se obtém substituindo x por \% Consequir-se-ia calcular a soma da série
de outra forma?

Note-se também que achdmos os coeficientes necessarios para terminar a solugdo do
problema

Bu _ 82u

( t) u(1,t) =0 para t >0
u(z,0) =a para 0 <z <1
(5

conforme (60). De acordo com (59), a solu¢do do problema é

0 n+1
u(z, t) = Z sen(nrz)e ™™t
n=1
Exemplo 36.9. Determinar a série de Fourier da func¢ao f: [—m, 7] — R dada por f(x) =
cos? .

Uma vez que ¢ = m, pretendemos achar a, e b, tais que

cos’ T = % + ay cosx + agcos(2x) + ... + bysenx + bysen(2z) + . ..

A formula trigonométrica

2 2

cos(2z) = cos® x — sen’ x = 2 cos®

rx—1

permite expressar a fungdo cos?x como

cos’ T = 3 + 3 cos(2x).

Uma vez que o desenvolvimento em série de Fourier é Unico conclui-se que a ultima
equacdo € o desenvolvimento de cos®> x em série de Fourier. Isto € que

1 sen=0,
a, = % sen =2, b, = 0 para todo on > 1.
0  caso contrdrio.
Nota 36.10. Mais geralmente, a formula de deMoivre (cosx + isenx)” = cos(nx) +

isen(nx) pode ser usada para obter indutivamente expressoes para cos™x e sen™x como
combinagoes lineares das fungoes cos(kz) e sen(kx) com k < n (exercicio).

36.11. Séries de senos e cosenos. Recorde-se que uma fungao f: [—¢, /] — R se diz
par se f(x) = —f(x) e impar se f(—x) = — f(x). E uma consequéncia imediata da regra
dos sinais que o produto de duas fungoes pares, ou de duas fungoes impares é par e que o
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produto de uma fun¢ao par com uma funcao impar é impar. Note-se também que se tem

se f é impar,

¢ 0
/_e fzyde = {2 foe f(z)dz se f é par.

As observacoes anteriores tém as seguintes consequéncias relativamente a série de Fourier

32 (s (UF) +nsen (7))

de uma fungao f: [—¢, (] - R:

e Se f é par, entao

) 4
b, = 0 para todoon > 1 ean:z/ f(x)cos(?)
0

De facto, se f ¢é par, as funcoes integrandas nas férmulas para os coeficientes b,

no Teorema 36.4 sdo impares (porque as fungoes sen (%) sao mpares) logo os

integrais em questao sao nulos. Analogamente, as fungoes integrandas nas férmulas
. ~ ~ nmwx X

para os coeficientes a,, sao pares (pO{que as fungoe\s oS (T) sao pare§) e portanto

a férmula para a, no Teorema 36.4 é equivalente a expressao dada acima.

e Se f é impar, entao um raciocinio analogo mostra que
2 [ nmwx
a, =0 paratodoon>0 eb,=- f(a:)sen(—)
/) l
Podemos usar as expressoes acima para escrever séries trigonométricas que convergem para
uma funcdo f: [0,¢] — R e que usam apenas fungoes seno ou fungoes coseno. Tais desen-
volvimentos em série sao fundamentais para a resolucao de equacoes diferenciais parciais

pelo método de separacao de variaveis. _
Por exemplo, se prolongarmos f a uma fungao impar f: [—¢,¢] — R pela expressao

- _{f(:r;) se <z </

—f(—x) se —4L<z<0

entdo a série de Fourier de f terd todos os coeficientes a,, = 0, ou seja, teremos
- nmwx
flz) = ansen (T) para — (< ax </
n=1
e uma vez que f(x) = f(z) para z € [0, /], isso significa em particular que

flx) = ibnsen (?) para 0 < x </
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A expressao anterior diz-se a série de senos da fungao f: [0,¢] — R. Os coeficientes sao
dados pela expressao

b, = %/_if(x) sen (?) dr = %/Olf(x) sen <$) dx

Analogamente, prolongando f a uma fungao par definida em [—/, /] obtemos uma expressao
da forma

f(x):%—i—;ancos(#) para 0 < x </

que se chama a série de cosenos de f. Os coeficientes sao dados pela expressao

an = %/Oéf(:v) Cos (?)

O valor da soma das séries de senos e cosenos é dada pelo Teorema 36.4, uma vez que estas
séries nao sao mais do que as séries de Fourier dos prolongamentos impares ou pares da
funcao f.

Exemplo 36.12. Determinar a série de senos da fungao f: [0,1] — R definida por f(x) =
1.

Uma vez que £ = 1, os coeficientes b, da série de senos sao dados por

b — 2/1 1 - sen (mrx) _, — cos(nmz) " B 21 —cos(nm)  2(1—(=1)")
1/, 1

nm nm nm

0
a série de senos de f € portanto dada por

i 2(1 = (=1)")

- sen(nmx)

n=1
De acordo com o Teorema 36.4, esta série converge para 1 se 0 < x <1 e para 0 se x =0
oux=1.

36.13. O significado das séries de Fourier. Uma série de Fourier expressa uma funcao
f:[=¢,f] — R (ou equivalentemente uma funcao periédica de periodo 2¢) como uma soma
de funcoes sinusoidais - as fungoes usadas no desenvolvimento sao

5 o (fF)e s (%)

Vale a pena gastar algum tempo a desenhar o grafico das primeiras 4 ou 5 funcoes. A
medida que n aumenta as oscilagoes das funcoes sao cada vez mais rapida. O conteido
intuitivo do Teorema de Fourier é que através de uma escolha judiciosa de coeficientes
é possivel fazer com que as oscilagoes destas fungoes se cancelem mutuamente de forma
milagrosa de forma a produzir (essencialmente) uma func¢ao f arbitréria.

Sugere-se aos alunos interessados que experimentem o applet que calcula desenvolvi-
mentos de Fourier aproximados que pode ser encontrado na seccao ”Materiais de estudo -
ligagoes interessantes” da péagina da cadeira.


http://ocw.mit.edu/ans7870/18/18.06/javademo/FourierSeries/
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36.14. De onde vém as formulas para os coeficientes de Fourier? As férmulas inte-
grais para os coeficientes da série de Fourier sao na realidade especializagoes das férmulas
aprendidas em Algebra Linear para achar as coordenadas de um vector numa base ortog-
onal. De facto, seja V' o espago vectorial real das fungoes [—¢,¢] — R (ou periédicas com
perfodo 2¢) seccionalmente C'. Neste espago vectorial podemos definir um produto interno
pela expressao

(f.9) = /Z f(z)g(x)dx.

E imediato verificar os axiomas para um produto interno:

(1) Simetria: E imediato que (f,g) = (g, f).

(2) (Bi)linearidade: A propriedade (af; + Sfa,9) = a(f1,9) + B(f2,g9) é uma con-
sequéncia da linearidade do integral.

(3) Positividade: Claramente (f, f) > 0 e a condigao (f, f) = ffe f(x)?dx = 0 implica
que a funcdo f (que é seccionalmente continua) é identicamente nula (excepto
possivelmente num nimero finito de pontos).

E facil, embora um pouco trabalhoso, verificar que as fungoes usadas no desenvolvimento
de Fourier, nomeadamente
1 nmwr nwy
(62) —, cos (—> ,  sen (—)
2 14 14
sao ortogonais com respeito ao produto interno definido acima. Vamos por exemplo ver
nTrx) .

~ 1 ’ N ~
que a fungao ; ¢ ortogonal as fungoes cos (7 :

<%,COS <$>> :/i%cos (?) dr = Qniwsen (?) é

-/

=0

A ortogonalidade com as fungoes sen (%) ¢ analoga e as relacoes de ortogonalidade en-
volvendo as fungoes sen e cos verificam-se integrando duas vezes por partes (exercicio).

A norma das fungoes (62) (com respeito ao produto interno que estamos a considerar) é

também fécil de calcular:
17 ‘1 ¢
2l = —dr = =
|2 = [ ie=

2
Jeos (5= Jsen (%)
cos [ — = ||sen | —
l l
Estas ultimas igualdades podem ser verificadas integrando por partes duas vezes, ou, mais
rapidamente, notando que claramente

Joos (N + fhen ()

e que as normas tém que ser iguais, uma vez que as fungoes em questao tém ambas periodo
20 e se obtém uma da outra por translagao.

2

=/

4

2:/2(:082 (%) + sen? (?) dx:/_gldx:%
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Recorde-se finalmente que se {v, ..., v,} é uma base ortogonal para um espago vectorial
V' com produto interno e v € V' entao

V=CU + ...+ cpu,
sendo os coeficientes da expressao de v nesta base dados pela férmula

_ <U,’Ui>
C il

Aplicando formalmente estas formulas ao produto interno definido pelo integral obtemos

a seguinte formula para o coeficiente de uma funcao f segundo o vector sen ("Qf’”)

<f ,sen (”Z”&)> _ l<f(x),sen <@ / f(x)sen <n7£$> dx

lsen (=) |° ¢

que é exactamente a férmula para o coeficiente b,, na série de Fourier. Fica como exercicio
para os alunos interessados verificar que da mesma forma se obtém as féormulas para os
coeficientes a,, com n > 0.

Deste ponto de vista, o Teorema de Fourier diz que as funcoes listadas em (62) sao
uma ”base ortogonal” do espaco vectorial das funcoes periddicas de periodo 2¢. As aspas
indicam que esta afirmacao deve ser interpretada com um pouco de imaginacao uma vez
que estamos a admitir combinagoes lineares infinitas.

37. MAIS EXEMPLOS DO METODO DE SEPARACAO DAS VARIAVEIS

Exemplo 37.1. Determinar uma solu¢do para o problema de valor inicial e fronteira para
a equag&o das ondas dado por

=92y
gu 3 sel0<zx<1
2 (0,t) = 54(2,4) = 0 comf(x):{
ul, 0) = 0; %(2,0) = f(x) para 0 < = <2 0 sel<z<2

Este exemplo descreve a evolucao de uma corda vibrante cujos pontos sao parametrizados
por x € [0,2]. As condi¢oes adicionais que determinam uma solu¢do da equagdo sio a
posicio e velocidade iniciais u(xz,0) e 34(x,0) da corda (que se chamam condigdes iniciais)
e as condigoes sobre as extremidades da corda “(0,t) = 9“(2,t) = 0. Fisicamente podemos
imaginar que as extremidades estao livres para oscilar verticalmente numa calha, mas a
corda sai da calha na posicao horizontal. Estas ultimas condicoes chamam-se condigoes na
fronteira de Neumann.
Vamos entao aplicar o método de separacao das varidveis a este problema.

Passo 1: Substituindo u(x,t) = X (x)T'(t) na equacdo diferencial parcial obtemos

T"(t) X"(z) ()
X(2)T"(t) = 9X"(2)T(t) =9 e K para algum A € R
T(t) X(z) 9;35)) =\
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O sistema anterior é equivalente a

(D* = \NT =0
{ (D?—2X) =0

e hd trés casos a considerar para as solugoes:

e \>0: As solugoes sao
T(t)—ce‘fthceﬁt, X(z) = dled —|—d2e§
e \=0: As solucoes sao
T(t) = ¢y + cot, X(x) =dy + dyx

e \ < 0: As solugoes sao

T(t) = 1 cos(vV—=At) + czsen(v/—=At), X (x) = dj cos (\/__A:v

onde c1,co,dy,dy € R.
Passo 2: As condi¢des na fronteira homogéneas sao

3(0,8) = X'(0)T()
(2,1) = X"(2)T(1)
(z,0) = X(2)T(0) =0

Para que uma solu¢ao X (x)T(t) da equagdao diferencial parcial satisfaca estas condigoes e
nao seja a solucao identicamente nula ter-se-d necessariamente

X'(0)=0, X'(2)=0, T(0)=0

0
0

8
IQQ’I

Qcm

e )\ > (0: Temos

logo

{X’(O):() o) -ef=0 Jle=a B

VA

X'(2) =0 I o2 <62 P _ 2% ) —0
e portanto X (x) = 0. Conclui-se que nenhuma das solugées obtidas no passo 1 com
A > 0 satisfaz as condigoes na fronteira homogéneas.

e A\ =0: Temos X'(x) = dy logo as condigoes X'(0) = X'(2) = 0 sdo equivalentes a
dy = 0. Como T(t) = c1+cat, a condicao T(0) = 0 € equivalente a ¢; = 0. Obtemos
assim a sequinte solucao da equacao diferencial parcial que satisfaz as condicoes na
fronteira homogéneas:

u(z,t) = X(x)T(t) = ct com c € R.
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e \ < 0: Temos

X/(.Z') = —dl

T () 0 s (52)
logo

X(0)=0 ~di Y2 0+ dy Y52 =0 N dy =0
X'(2)=0 —dlg sen (2@) + dg‘/?\ coS (2‘/?\) =0 d1@ sen (2E

Obtém-se solugoes nao identicamente nulas quando

V/ /= 22
sen(Q )\):O(:)QT)\:TMT(:) _)\:311777(:))\:_97147T7

Obtemos assim as solugoes
nm

X (x) = d cos (71:), n=1223,...

A condi¢cio T(0) = 0 € equivalente a ¢; = 0 na férmula para T(t) pelo que

3
T(t) = cosen (%t)

e concluimos portanto que os maultiplos das funcgoes
nmw 3nm
u(z,t) = cos (7:16) sen (Tt>

para n = 1,2,3,... satisfazem a equacao diferencial parcial e as condi¢oes adi-
cionais homogéneas.

Passo 3: Vamos procurar uma combinagao linear

- 3
u(z,t) = cot + ; Cp COS <n777$> sen (gt)

que satisfaca a ultima condicao adicional

ou

5.0 = /(@)

Derivando (formalmente) a expressio para u(x,t) obtemos

ou N nm 3nm
E(w, t) =co+ ; Cn gy €OS (733) cos (Tt)

logo temos que resolver a equag¢ao

ou . 3nrw nm
a(:ﬂ, 0) =co+ ; ch cos <7x> = f(x)
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e vemos que os coeficientes ¢, sao determinados pelas formulas para os coeficientes ay,
da série de cosenos de f(x) no intervalo [0,2]. A relacdo entre os coeficientes ¢, e os

coeficientes a,, €

ag 3nm
Co = 3’ ch = Qp

(e )L o

2 ! 4
3n7r/ f(z) cos —:L‘) dr = — i cos <%x) dr = 32 sen <%x>

Obtemos finalmente a sequinte expressao para a solu¢ao do problema:
3t = 4sen’E nmw 3nm
u(r,t) = — 2 cos (—x) sen | —t

(%) 2 * nz; n?m? 2 ( 2 )

O seguinte exemplo ilustra como proceder quando mais do que uma das condigoes adi-
cionais impostas a equacgao diferencial parcial é nao homogénea. Essencialmente temos que
usar a linearidade da equagao e condicoes adicionais para reduzir o problema ao caso em
que apenas uma das condi¢oes adicionais ¢ nao homogénea.

Portanto

1 4sen%

0 n2m?

Exemplo 37.2. Determinar uma solugao para o problema de valor na fronteira para a
equagao de Laplace no quadrado [0,1] x [0,1] dado por

TH454=0, 0<my<l

u(l,y) =u(z,1)=0, 0<z,y<1

u(z,0) =sen(rz), 0<z<l1

u(0,y) = —=5sen(3my), 0<y<1

A solucdo deste problema pode ser obtida somando as solucoes uy e uy dos problemas

r+52=0 r+55=0
1:4 vly)=u(z,1)=0para0<z,y <1 5.]) u(l,y)=u(z,1)=0para0<z,y<1
| u(x,0) =sen(rx) para 0 <z <1 ] w(xz,0)=0para0<x<1
w(0,y) =0 para 0 <y <1 u(0,y) = —5sen(3my) para 0 <y <1

cada um dos quais tem apenas uma condicao na fronteira nao homogénea. Vamos aplicar
o método de separacao das varidveis a ambos os problemas simultaneamente:
Passo 1: Vamos achar as solugoes da equagdo de Laplace da forma u(z,y) = X ()Y (y):

X//(x) + Y//(y) B 0 o X/l<x> B Y//(y>
X(z)  Y(y) X(z) Y(y)
A equacao anterior € equivalente ao sistema

{X”(()):)\ @{(D2—)\)X:O
Y//() 2
) A (D*+X2)Y =0

X'(@)Y (y) + X(2)Y"(y) = 0 &




139

Cujas solucoes sao:

e \>0:
X(z) = creV™M + coe™ VM, Y (y) = dy cos(VAy) + dysen(v/\y)
e \=0:
X(z) =1 + cor, Y(y) =di + doy
o\ <O

X(x) = ¢1 cos(V—=Ax) + casen(v —Ax), Y(y) = dieV ™ 4 dpe VN

Passo 2: Vamos determinar quais das solu¢oes X (x)Y (y) do passo anterior satisfazem as
condi¢oes na fronteira homogéneas. Para o problema 1 temos

XY (y) = X(2)Y (1) = X(0)Y(y) =0= X(1) =Y (1) = X(0) =0
(sendo as solugoes obtidas serdo nulas). Entre todas as possibilidades para as fungées
X (z), as unicas que se podem anular em dois pontos distintos (neste caso x =0 ex =1)

sem ser identicamente nulas sao as fungdes sinusoidais (ver os cdlculos andlogos na Sec¢ao
35.2). A constante X tem portanto de ser negativa. Para estas solugoes temos

X(0)=0 =0
{ X(1)=0 <:>{ co =0 ou sen(y/—=\) =0
Portanto obtemos solugcoes nao nulas quando
Vad=nred=-n*r?n=123,...
A condi¢ao Y (1) =0 € equivalente a
die"" + doe "™ =0 dy = —*""d,
portanto obtemos como solugoes das condicoes homogéneas de 1 os multiplos de
u(z,y) = X(x)Y (y) = sen(nmz) ("™ — e””(Q_y)) , n=1,23, ...
Para o problema 2 temos
XY (y)=X@)Y(1)=Xx)Y(0)=0=X(1)=Y(1)=Y(0)=0

(senao as solugdes obtidas serao nulas). Entre todas as possibilidades para as fungoes Y (y),
as unicas que se podem anular em dois pontos distintos (neste casoy =0 ey = 1) sem ser
identicamente nulas sdo as fungdes sinusoidais (ver os cdlculos andlogos na Sec¢ao 35.2).
A constante \ tem portanto de ser positiva. Para estas solucoes temos

Y(0)=0 dp =0
{ Y(1)=0 @{ dy =0 ou sen(v/A) =0
Portanto obtemos solugcoes nao nulas quando
VA =nr e\ =n’m?’n=1,23,...
A condigio X (1) =0 € equivalente a

CLE" F cpe T =0 & 0y = —e2" ¢y
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portanto obtemos como solugoes das condicoes homogéneas de 2 os multiplos de
u(z,y) = X(2)Y (y) = ("™ — ™) sen(nry), n=1,2,3,...

Note-se que teria sido mais inteligente explorar a simetria da situa¢do. As condigoes do
problema 2 obtém-se a partir das do problema 1 trocando x com y, logo o mesmo € verdade
para as respectivas solucoes. Fscolhemos este caminho mais longo para ilustrar que nem
sempre o caso a considerar € aquele em que o parametro \ € negativo.

Passo 3: Do passo anterior obtemos as sequintes “solu¢oes gerais” para a equagao de
Laplace mais as condigoes na fronteira homogéneas:

1: u(z,y) = Z cpsen(nmx) (emy — em(%y))
n=1

2:  wu(r,y) = Z dy ("™ — em(Q_”")) sen(nmy)
n=1

Para obter as solugoes ui(x,y) e us(x,y) resta substituir as expressoes anteriores nas
condigoes fronteiras que restam:

1:  wu(z,0) =sennzr < Z cn(1 — e*™)sen(nmx) = sen ww

n=1

o
2:  u(0,y) = —5sen(3my) & Zdn(l — ) sen(nmy) = —5sen(3my)
n=1
Em geral, estas equagoes seriam resolvidos recorrendo a formula para os coeficientes da
série de senos de uma fungao definida no intervalo [0, 1]. Neste caso, as condigoes iniciais
sao muito simples e podemos resolver as equacoes por inspec¢ao:

1: c,=0paran#1ec(l—e)=1
2: d,=0paran#3ecs3(l—e")=-5
Conclui-se finalmente que a solu¢do do problema €
1

5)
u(x’ y) = N - Sen(wx) (ewy _ 6%(2—2/)) _ : . (637rx . e37r(2—:z:)) Sen(37ry)
— e ™ —e Iy

APENDICE A. FORMA CANONICA DE JORDAN E SISTEMAS NAO DIAGONALIZAVEIS

Definicao A.1. Uma matriz quadrada da forma
A

SO > =
> O O

0
0
0

com A € C diz-se um bloco de Jordan.
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Diz-se que uma matriz n xn complexa J esta em forma candnica de Jordan se é diagonal
por blocos e cada bloco diagonal é um bloco de Jordan. Ou seja, J esta em forma candnica
de Jordan se

Jp 0 0

0 J, 0
(63) J=

0 O 0

0 O Jx

com J; blocos de Jordan.

O seguinte teorema basico de Algebra Linear garante que qualquer matriz quadrada é
semelhante a uma matriz ”quase diagonal”.

Teorema A.2. Se A € uma matriz n X n compleza, existe uma matriz invertivel S e uma
matriz J em forma canonica de Jordan tal que

A=SJS™1
Nota A.3. Sendo J; blocos de tamanho n; com entrada diagonal \; temos
det(A— X)) =det(J = AI) = (A= A)™ - (A= A\p)"™

Logo, o numero de vezes que um numero u € C ocorre na diagonal de J € a multipli-
cidade que p tem enquanto raiz do polindmio caracteristico (que se chama a multiplici-
dade algébrica de p). Em particular, as entradas na diagonal sio exactamente os valores
proprios de A repetidos de acordo com a sua multiplicidade.

As colunas da matriz S formam uma base para C". Vamos analisar o comportamento
da transformacao linear representada pela matriz A nesta base. Esta analise levar-nos-a a
compreender como achar a forma candnica de Jordan de uma matriz A dada, assim como
a matriz mudanca de base S que a poe em forma canodnica de Jordan.

Sejam

V1, V9, ..., Uy € C"

as colunas da matriz S que correspondem ao bloco de Jordan J; e A\; o valor que assumem
as entradas diagonais de J;. Uma vez que a coluna j de um produto de matrizes C'D se
obtém multiplicando a matriz C' pela coluna j de D, a equagao

AS=S5J
diz-nos que
Avy = Ny, Avg = Njug +v1,  Avg = Nvs+ v, -+ Avy = AU + Uyt
Portanto

e Os vectores que aparecem nas colunas de S correspondentes a primeira coluna de
um bloco de Jordan J; com \; na diagonal sao vectores proprios de \;. Vamos dizer
"primeiras colunas” para nos referir a estes vectores.
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e Escrevendo um vector v € C" na base das colunas de S vé-se imediatamente que
v é um vector proprio de A com valor préprio A sse v é uma combinagao linear
de primeiras colunas correspondentes a blocos com A na diagonal. Em particu-
lar, o nimero de blocos de Jordan com A na diagonal é o "niimero de vectores
proprios linearmente independentes de A\”. Mais precisamente, o nimero de blocos
de Jordan com A na diagonal é a dimensao do espaco proprio de A que se chama a
multiplicidade geométrica de \.

e Os vectores vy, ..., v, satisfazem as equacoes
(64) (A — )\Z'I)UQ = V1, (A — )\7;[)1)3 = V2, cey (A — )\Z[)’Um = Um—1
Diz-se que os vectores vq,...,v,, formam uma cadeia de Jordan. Uma vez que

(A — \i)vy = 0 isto implica a relagao
(A= XNIYv; =0 paratodo o j

Diz-se que os vectores v; sao vectores préprios generalizados do valor préprio A;.
O Teorema A.2 diz que é sempre possivel obter uma base para C" formada por
vectores proprios generalizados de A.

As observacgoes anteriores podem ser usadas para determinar uma forma canénica de Jordan
J e a correspondente matriz de mudanca de base simultaneamente: comegamos por calcular
os valores préprios de A e uma base para o espaco proprio de cada valor préprio. Isso da-nos
o numero de blocos de Jordan para cada um dos valores préprios de A. Se a multiplicidade
algébrica de A for superior a multiplicidade geométrica haverd pelo menos um bloco de
Jordan para A com tamanho maior do que 1. Para determinar o tamanho de cada bloco
e, simultaneamente, as colunas de S que lhe correspondem tentamos resolver as equacoes
(64) recursivamente comegando com um vector proprio v;.

Exemplo A.4. Vamos determinar a forma canonica de Jordan para a matriz

21 0
A=1|1 2 -1
11 1

O polinomio caracteristico €
det(A— ) = (2—)N)*(1—))

logo o0s walores proprios sao 2, com multiplicidade algébrica 2 e 1, com multiplicidade
algébrica 1. Um wvector prdprio para 1 é (1,—1,0). Os wvectores préprios de 2 sao as
solucoes da equacao

01 0 a b=0 o
10 -1 b | =0&4¢ a—c=0 (:){a:c
11 —1 c a+b—c=0 a

Uma base para os vectores préprios de 2 € (1,0,1) e portanto a multiplicidade geométrica
de 2 € apenas 1. Isto significa que a matriz A nao € diagonalizavel. Hd dois blocos de
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Jordan (um para cada vector préprio) e o bloco com 2 na diagonal tem dimensdo 2 que é
a multiplicidade algébrica de 2. Conclui-se que uma forma canonica de Jordan é

1 00
J=10 21
00 2

A matriz de mudanga da base S tem (1,—1,0) na primeira coluna e (1,0,1) na sequnda.
Para achar a terceira coluna resolvemos a equagao (64):

1 01 O a 1 b: 1
(A=2lvy,=]0 | < |1 0 —1 b 0 (i) 0—c
1 1 1 -1 c 1
Uma solugao da equagdo anterior é, por exemplo, vo = (0,1,0) logo podemos tomar para
matriz mudanca de base
1 10
S=| -1 01
0 10

O procedimento anterior funciona bastante bem para matrizes pequenas mas, em geral,
pode ser dificil encontrar os vectores proprios v; para os quais se consegue resolver as
equagoes (64) recursivamente. O seguinte exemplo ilustra as dificuldades no caso mais
simples.

Exemplo A.5. Seja A uma matriz com forma candnica de Jordan

110
(65) J=1010
00 1

O espago proprio de 1 tem dimensao 2. Seja {vy,v}} uma base para o espago préprio de 1.
Tem que se ter cutdado na escolha do vector proprio v de 1 que se poe na primeira coluna
da matriz S. De facto, sé serd possivel resolver a equagdo (64)

(A—Tvy =

para achar a sequnda coluna se v estiver no espaco das colunas da matriz (A — 1), que
tem dimensio 1. E portanto mecessdrio achar uma combinagdo linear v = avy + Pvy que
pertenca ao espaco das colunas de A — I. A terceira coluna poderd ser qualquer vector
proprio de 1 que juntamente com v forme uma base para o espago proprio.

Vejamos um exemplo concreto. Considere-se a matriz

0 -1 2
A= -1 0 2
-1 -1 3

O polinomio caracteristico é
det(A— M) =N +3\2 -3\ +1=-\A—1)°
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logo o dnico valor préoprio é 1, com multiplicidade algébrica 3. Os vectores proprios de 1
sao as solugoes de

-1 -1 2] [a
-1 -1 2 b |=0&2c=a+b
-1 -1 2] |c
O espacgo proprio de 1 € portanto o conjunto dos vectores
a 1 1 0
b =a| 0 |+b] 1
3(a+0) | ; >

e 1 tem multiplicidade geométrica 2. Hd portanto dois blocos de Jordan e a forma canonica
de Jordan de A € necessariamente (65).
Nao € no entanto possivel resolver a equacao (64)

(A—])ngvl

quando vy € um dos vectores (1, 0, %) ou (0, 1, %) da base "natural” do espaco proprio de 1.
Como observamos acima, para que a equacao tenha solug¢ao é necessdrio que vy pertenca ao
espago das colunas de A — I, que € o espago gerado por (1,1,1). A soma dos dois vectores
da “base natural” é exactamente (1,1,1). Resolvendo a equagdo

-1 -1 2 a 1
-1 -1 2 bl=|1]|]=0&2c=a+b+1
-1 -1 2 c 1
obtemos as solucoes
a 0 1 0
b =10 4+a|0]|+b|1
1, a b 1 1 1
2 T2 2 P 2
Podemos tomar por exemplo vy = (0,0, %) Para terceira coluna de S podemos tomar

qualquer vector prdprio de 1 que juntamente com (1,1,1) forme uma base do espago préprio,
por exemplo, (1, 0, %) Obtemos assim a matriz de mudanca de base

101
S=|10 0
L3

O exemplo anterior é bastante simples e foi resolvido facilmente mas a situagao complica-
se a medida que o numero e tamanho dos blocos relativos ao mesmo valor préprio se
complica. Por exemplo se a multiplicidade algébrica de A é 4 e a multiplicidade geométrica
¢é 2, nao sabemos a partida qual é a dimensao dos dois blocos de Jordan associados a A. As
possibilidades sao 1 e 3 ou 2 e 2. No primeiro caso teremos novamente que ter cuidado na
selecc@o do vector préprio com o qual iniciar a resolugao recursiva das equagoes (64) (tera
de estar na imagem de (A — AI)?). No final deste apéndice descreve-se um algoritmo geral
(nada pratico em termos de contas) para achar uma base para S (ver a sec¢ao A.12).
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A.6. Relagao com sistemas de equagoes diferenciais. A Proposicao 33.1 juntamente
com o Teorema A.2 d4d-nos um procedimento para calcular e4* para qualquer matriz A e
portanto resolver qualquer sistema com matriz de coeficientes A (homogéneo ou nao).

Se for apenas necessario calcular a solucao geral de um sistema homogéneo nao é
necessario calcular e, A seguinte Proposicdo (que generaliza a Proposicdo 29.8) per-
mite achar uma solucao matricial fundamental para o sistema % = Ay a partir de uma
base de C" formada por vectores préoprios generalizados.

Proposicao A.7. Se (A — X )*v = 0 entdo
k-1

M (A4
y(t) = eMv +te™ (A )\I)v+...+(k_1)!

M(A =MDy

, ~ . Q _
¢ uma solugao do sistema 55 = Ay.

Dem. Temos

(% — A) (HeM(A—AD)Yv) = (G 'eM+ AtTeM) (A— Ao — tIeM A(A — N)v

= gt eM(A — M) v — tHeM(A — M)

logo aplicando o operador (4 — A) & funcdo y(¢) do enunciado e notando que (A—XI)*v =0
obtemos a funcao nula, o que significa que y(t) é uma solugao do sistema. O

Aplicando a Proposicao anterior a uma base de C™ formada por vectores préprios gen-
eralizados de A, obtém-se uma base para o espaco das solugoes do sistema % = Ay e

portanto a solucao geral do sistema. Para um sistema nao homogéneo podemos aplicar a
Proposicao 34.5.

Exemplo A.8. Achar a solugcao geral do sistema

2 1 0
W 119 1y
dt 11 1

Aplicando a Proposi¢cao anterior aos vectores proprios generalizados achados no Exemplo
A.J obtemos as solugoes

1 1 0 1
el =1, 10|, |1 |+t?]|0
0 1 0 1

Logo a solugao geral do sistema é

1 Co + Cgt
y(t) = cet | =1 |+ C3 , C1,Cc,c3 €ER
0 cay + cst
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A.9. Demonstragao do Teorema A.2. Seja A uma matriz n x n complexa. Se A € C
¢ um valor préprio de A o conjunto

V(A) ={veC": (A—\)Fv =0 para algum k > 1}
chama-se o espaco préprio generalizado de A associado ao vector préprio . E facil ver
que V(A) é um subespaco vectorial de C".
Para cada 7 > 0 seja

V(NG ={vel": (A-X)v=0}

Temos entao uma sucessao de subespacos
0=V\0)cVNL) CcVN2)C---CcV(NK)C--C V(N

Por defini¢ao, V (A, 1) é o espago proprio de A e V(\) é a uniao de todos os V(A,j). Uma
vez que V(\) tem dimensao finita, existe n(\) > 1 tal que

V(A n(A) —1) S V(A n(A) =V(A)
Note-se também que, uma vez que a matriz A comuta com a matriz (A — AI), os espagos
V' (A, ) s@o invariantes, isto é, AV (A, 7) C V (A, 7).

Definicao A.10. Seja A uma matriz n X n complexa e A € C um valor proprio de A. O
indice de um vector prdprio generalizado v € V() é o menor i > 0 tal que v € V() 7).

Por exemplo o vector 0 tem indice 0 e um vector préprio tem indice 1.

Lema A.11. Se v € V(\) tem indice i entio dado 0 < j < i, o vector (A — )7 tem
indice 1 — j. Além disso o conjunto
(A=D1, ... (A= AD)v,v

¢ linearmente independente (isto é, € uma cadeia de Jordan).
Dem. Uma vez que (A—\I)"7 ((A — A )?v) = 0, o vector (A— I ) v pertence a V/(\,i—j).
Se estivesse contido em V(\,m) com m < ¢ — j entao (A — M\)’*™v = (0 e portanto
v € V(A m+ j) contradizendo o facto de v ter indice i.

Suponhamos que o; € C sao tais que

i1 (A=A v+ ...+ (A= Ao+ apw =0
Aplicando (A — AI)""! & combinagao linear anterior obtemos
0+...+0+ag(A= A"t =0

logo ap = 0. Aplicando (A — A\I)*~2 & combinagao linear obtemos agora a; = 0, e contin-
uando da mesma maneira vemos que todos os «; sao 0. U

O plano da demonstracao do Teorema A.2 é o seguinte. Iremos demonstrar que

(1) A afirmagao do Teorema ¢ verdadeira quando C* = V() para algum A.

(2) Dados valores proprios distintos Ay, ..., Ay tem-se V(A1) N @5,V (A\r)) = {0} logo
a afirmacgao do Teorema é vélida quando C" = @co(4)V (A) onde o(A) denota o
conjunto dos valores préprios de A.
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(3) C" = @rco)V(N)

Dem. do Teorema A.2. (1) O nosso objectivo é escrever uma base para C* = V())

formada por cadeias de Jordan (64). Seja [ = n(\). Comegamos por escolher uma
base v 1, ..., para um espaco U(l) complementar a V(A,l — 1) em V(A1) =
V(A).

Qualquer combinacao linear nao nula dos vectores v, tem indice [ e portanto o
argumento usado na demonstragao do Lema A.11 mostra que o conjunto

(66) Vi1y -5 ULk (A - )\I)UZJ, ceey (A - AI)Ul,kl, ceey (A — )\I)Z_IUZJ, RN (A — )\I)l_lvl,kl

(67)

¢ linearmente independente e portanto forma uma base para o subespaco
WO =UD)+A=XDUD)+ ...+ (A= XDTU1) c V(N

Este espago ¢ invariante para (A — AI) e portanto para A. Na base (66) a trans-
formacao linear A é representada por uma matriz diagonal por blocos sendo todos
os blocos, blocos de Jordan de dimensao [. O nimero de blocos é k;. Os vectores
Urm s@0 as colunas de S correspondentes as colunas mais a direita destes blocos e
os restantes vectores da base (66) sao as restantes colunas de S correspondentes a
estes blocos.

Seja U(l — 1) um complementar para o subespago V(A1 —2) + (A —A)U(l) C
V(A,l —1). Escolhemos uma base v;_11,...,v_14_, para U(l — 1) (que pode ser
vazia se U;_; = 0). Note-se que qualquer combinagao linear nao nula destes vectores
tem indice [ — 1. O argumento do Lema A.11 mostra novamente que o conjunto

-2 -2
Vi—1,15 -+ s Vl—1,kj_q15 -+ (A — >\I> Vl—1,15- -+ (A - )\I) Vi—1,k;_4

¢ linearmente independente. Mais geralmente, notando que qualquer combinacao
linear de (A — A)upq,..., (A= A)vig, vi—11,- -, Vi—1k,_, tem indice [ — 1, vemos
que a uniao dos conjuntos (66) e (67) é linearmente independente.

Seja

Wil-1)=Ul-1)+A-ADNU(I-1)+...+(A=2D)"2U(1~-1)

Este espago é invariante para A e na base (67) a transformacao linear A é repre-
sentada por uma matriz diagonal por blocos. Todos os blocos sao blocos de Jordan
de dimensao [ — 1 e ha k;_; blocos.

Escolhemos agora um complementar U(l — 2) para o subespago V(I —3) + (A —
MU+ (A=XU(I—1). No espaco W(1—2) = U(1=2)+...+(A=XI)"3U(1-2)
a transformacao linear é diagonal por blocos sendo todos estes blocos de Jordan de
dimensao [ — 2.

Prosseguindo desta forma obtemos uma decomposi¢ao

VI =WhHaeWl-1)a...eW(1)

e uma base de V() na qual a trsnformagao linear A é representada por uma matriz
em forma candnica de Jordan.



148

(2)

AL —

(3)

Sejam A1, ..., \; valores préprios distintos. Para verificar que
Vi) N(Vxg)@...e V() =0

basta ver que a transformacao linear (A— pul) restrita a V() é invertivel se p # ;.
Admitindo essa afirmacdo, a transformacio linear (A — \pI)"2) ... (A — N\ T)"%) ¢
invertivel em V(A1) e 0 em V(Ag) & ... V(\;) logo a intersecgao dos dois espagos
¢ nula.

Mas (A—pul) = (A= M)+ — )] = (A —p) ( L(A— )+ 1) tem inverso

Al—p

1
(A — )

! ([— ! (A= I)+... 4 (=1)"O-1

_ n(A1)-1
e A= ae )

como se verifica facilmente.
Seja o(A) o conjunto dos valores préprios de A e suponhamos por absurdo que

Z = Drean)V(A) #C"

Seja W um complemento para o espago Z C C" e sejam ny = dim Z e ng = dim W.
Podemos escolher uma base para C" tal que os primeiros n; elementos da base
pertencem a Z e os restantes a . Nessa base a transformacao linear definida por

A tem a forma
J B
a=[o ¢}

(onde J é uma matriz ny X n; e C' é uma matriz ny X ns). Seja w € W um vector
préprio da matriz C' e A o valor préprio correspondente. Entao A € o(A) e temos

Aw = w+ 2z (A—N)w =2z paraalgum z € Z
Sejam Ay, ..., \x os elementos de o(A) \ {\}. Entao
(A= X)"P2) (A= NP2 e V()

logo
v=(A—=X)"PD (A= NPy
é tal que
(A= M) eV
e portanto

ve V(N CZ
Mas por outro lado
V= (A= )" (X = N\ )"y

com z' € Z, 0 que é uma contradigao.
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A.12. Algoritmo para a determinacao da forma candénica de Jordan. A demon-
stragdo do passo (1) do Teorema A.2 contém implicitamente o seguinte algoritmo (nada
pratico) para o célculo da matriz J e S:

QT

B <

(1)
(2)

(6)

Achar o conjunto o(A) dos valores préprios de A. Para cada A € o(A):
Determinar os espagos

V(A i) =ker(A — X)) parai=1,2,...
e em particular determinar
n(A) = min{k: ker(A — \I)* = ker(A — AI)*"}
Seja [ = n(A). Determinar uma base vy 1, ..., v, para um espago U(A, 1) comple-

mentar a V(A [ —1) em V(A,l). O ndmero k; ¢ o nimero de blocos de Jordan com
A na diagonal de tamanho /. Cada v;; gera uma cadeia de Jordan de tamanho [

Ui,y (A — )\I)Um’, <oy (A — )\I)l_lvlﬂ'

que dao as colunas de A correspondentes a um bloco de Jordan de tamanho (.
Determinar uma base vj_y1,...,v_1x_, para um espaco U(A,[ — 1) complementar
aV(NI—=2)+ (A= AX)U(NI) em V(A1 —1). Cada v;_1; gera uma cadeia de
Jordan de tamanho [ — 1 que d& as colunas de A correspondentes a um bloco de
Jordan de tamanho [ — 1.

Determinar uma base v;_21, ..., U_14_, Para um espaco U(\, ! — 2) complementar
aV(NI=3)+(A=XDHUN1-1)+(A=X)2U(\1) em V(\,1—2). Cada v,_o; gera
uma cadeia de Jordan de tamanho [ — 2 que da as colunas de S correspondentes a
um bloco de Jordan de tamanho [ — 2.

Continuando desta forma obtém-se as colunas de S correspondentes aos blocos de
Jordan com A na diagonal (assim como o nimero destes blocos de cada dimensao).
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