TECNICO
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Analise Complexa e Equacdes Diferenciais
1° Semestre 2018/2019

Ficha 4: Funcdoes Harmoédnicas. Integracao em C.

1. Determine uma harmoénica conjugada de cada uma das fun¢des:

() u(z,y) =ay®— 23y +20+1 (i) u(z,y) = e**cos (2y)
(i) ulw.y) =log (VaZ+y?) +2y  (v) ulw.y) = ﬁyz

2. Podera existir uma fungdo analitica em C cuja parte real seja u(z,y) = eVz + e*y 7

3. Este exercicio ilustra (em casos muito simples) a maneira como podemos usar a analise
complexa para resolver a equacdo de Laplace. Determine uma solucdo da equacdo de
Laplace (isto &, uma fun¢do harménica) que satisfaca as seguintes condi¢cdes:

(a) u esta definida em R?\ {(0,0)},

u(z,y) =z +5parar’ +y*=1,e lim wu(z,y)=>5.

[(z.y)|| =00

Sugestdo: Considere a fungdo f(z) = 1.

(b) w esta definida em R?, u(0,0) =1, u(1,0) =1, u(0,1) = 3.

(c) w esta definida em R? e u(z,0) = e”.

/ Im 2% dz ,
v

onde v € a curva que une 0 a 2 + 4i ao longo:

4. Calcule

(a) do segmento de recta (cujos extremos sdo aqueles dois pontos);
(b) do eixo real até 2 e depois de um segmento vertical até 2 + 4i;

(c) da parabola y = 2.

5. Calcule o integral /f(z) dz, onde:
Y



1
. Calcule o integral /—dz, onde:
Ve

(i) y={z:]z] =1, Imz > 0} percorrido no sentido directo e se escolhe uma fung¢do
\/Z que é continua sobre ~ e verifica v/1 = 1;

(i) v ={z : |z] = 1, Rez = 0} percorrido no sentido horario e se escolhe uma fun¢do

V/Z que & continua sobre 7 e verifica v/—1 = (1 —1)/V/2.

. Mostre que:

: 1 . z—1 R(R+1)

i —dz| < A4m; i 7{ dz| < 2n——= para R > 1;

() ‘fz1:2z (i) 2j=r 2 T 1 R-1
(iii) 7{% dz| < TR em que y(t) = Re et € [0, 7).
z
gl
. Considere o caminho 7 : [0, 0o[— C definido por () = e~/*1.
(a) Esboce .
(b) Calcule [ 2dz.

. Considere as coordenadas polares usuais (r,6) € |0, +oco[ x ] — 7, 7|, no conjunto R? \

{(z,0) : x < 0}, determinadas pelas relagdes

r =rcosf,
y =rsenf.

Este exercicio vai deduzir a expressdo das equacdes de Cauchy-Riemann em coordenadas
polares.

(a) Seja A = [ Z 1: } uma matriz real 2 x 2 e r > 0. Mostre que existem a,b € R tais

ERE e th

Xz

que

sse

u = e w=-—rv.

(b) Use a regra da derivagdo da fungdo composta para mostrar que

O(u,v)  O(u,v) | cosf —send 10
o(r,0)  O(x,y) | senf cosf 0 r |

(c) Conclua que uma fungdo f: C\ R, — C definida por

f(reie) =u(r,0) +iv(r,0)



0

com u e v de classe C' em |0, +oo[ x |—, [ & diferenciavel em re'? sse s3o satisfeitas

as equacées de Cauchy-Riemann em coordenadas polares

ou_1o0 o
or —roe’ 90 o
(d) Mostre que se f(re'?) = u(r,0) +iv(r, ) & diferenciavel no ponto (r,0) € 10, +oo[ x |—
7, 7| entdo

(e) Aproveite o resultado das alineas anteriores para determinar o dominio de diferenciabili-
dade das seguintes funcdes (tomando coordenadas polares (r, 0) €]0, +oo[ x | —7, 7[)
e calcular a derivada nos pontos desse dominio.

(i) f(2) = logz, afungdo logaritmo determinada pela escolha do argumento principal.
(i) f(re?) = —r30 +i(63 +1?).
(i) f(re'?) =logr + rcosf +i(rsen — r0).



Solucoes

ot oyt 32%y?

4 520 (i) v(w,y) = €sen (2y);

(i) v(z,y) =

(iii) v(z,y) = arctg (Q) — 2x para z # 0, (ndo existe uma harmodnica conjugada em
x
R2\ {(0,0)}):

(iv) v(z,y) =

__ ¥
ZEQ +y2

u:c,y):mngquLS

omar-se u(z,y) = Re (—i(z — 1)(z — 1) + Z2(z — i) — %z(z - 1)).

S(2+4i) (b) 321 (c) 8+ 1%

i) 2(1—1); (i) i2v/2.

a) Trata-se de uma espiral com extremidades em 1 e em 0. b) —3.

(
(
t
(
(
(i) H(e?—1) (i) =% (i) 0 (iv) =81 (v) —1+cosl+isenl
(
(
(e) (i) Diferenciavel em C\ R;. (ii) Diferenciavel em z = 2.
(

i) A fungdo ndo é diferenciavel em qualquer ponto.



