TECNICO
LISBOA

Analise Complexa e Equacdes Diferenciais
1° Semestre 2018/2019

Ficha 13: Séries de Fourier e separacao de variaveis
. Calcule a série de Fourier da fungdo f : [—1,1] — R definida por

—1 se —-1<z2<0,
)= {

1 se O<z <.

. Determine a série de Fourier da fung¢do g(z) = L — |x|, no intervalo [—L, L]. Utilizando a
série obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que

f SRR _T
~(2n—-1)2 3 52 -8

. Determine a série de Fourier da funcdo h(x) = z?, no intervalo x € [—L, L]. Utilizando a

série obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que

| 11 2

m
=l+=s+=+=—.

n2 22 ' 32 6

n=1

. Calcule a série de Fourier da onda sinusoidal rectificada, isto &, de

) = senz sesenw >0
)= 0 sesenz <0

. Desenvolva a fungdo definida no intervalo [0, 1] por f(x) = 1 numa série de senos e indique
para que valores converge (pontualmente) a série obtida.

. Considere a fungdo f : [0, 1] — R definida por f(z) = z. Determine:

(i) a série de senos associada a f;

(i) a série de co-senos associada a f.

. Determine a soluc3o do seguinte problema de valor inicial e condicdo na fronteira:

u(0,t) = u(m
(

1) =0
u(z,0) = sen (z

U = 0PUgy, © € [0,7], com { ) — 2 sen (5x).

. Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial e condi¢do na fronteira:

uz(0,t) = ux (L, t) =0

U = Ugey —u, ¢ € [0,L], com { u(x,0) = cos (3mz/L).



9. Seja a fungdo f definida no intervalo [0, 7] por f(x) = sen (z).

(a) Determine a série de Fourier de co-senos da fungdo f.

(b) Diga, justificando, qual o valor da soma da série de Fourier da alinea anterior para
cada z no intervalo [—m, 7).

(c) Resolva a equagdo
Up = Ugy + 2“7
uz(0,t) = ug(m,t) =0, t>0
u(w,0) = f(z), = e[0,7].
10. a) Determine as solugdes para t > 0 e para z € [0, 7] de
ou  *u
ot Ox?
u(0,t) = u(m, t) =0

b) Determine a solu¢do que satisfaz a condigdo inicial
u(z,0) = (r —x)z .
11. Seja f a fungdo definida no intervalo [0, 27| por f(z) = .

(a) Determine a série de co-senos da fun¢do f.

(b) Resolva o problema

Up = Ugy — tu,

uz(0,t) = u,(2m,t) =0, t>0

w(z,0) = f(z), =z € [0,2n]
12. Resolva o seguinte problema para a equacdo das ondas

0%u 0*u

gu_ 20U
ot? Ox?
u(t,0) =wu(t,1) =0

u(0,2) =0, w(0,z) =1
parat > 0, z € [0,1] e onde ¢ é uma constante real positiva.

13. Resolva o seguinte problema para a equagdo de Laplace

0’u  0%*u

@+a—y2:0, x,yE[O,I]

ou ou

- = - 1) = 2

o (,0)=0 , o (x,1) = cos (2mx)
ou ou

8_:E(O’y) =0, %(1,3/) = cos (2my)



14. Considere a €q agéo de propaga 30 do calo _U = _2U (*)
. nsiaer u r r « .
(a) Mostre que esta equagéo pOSSUi uma SO|U(;50 estacionaria (iStO é que nao depende do

tempo) da forma u(z) = Ax + B.

(b) Determine a solugdo estacionaria para o problema correspondente a uma barra situ-
ada entre os pontos z = 0 e x = L, em que se fixam as temperaturas u(0,t) =

T17 U(L,t) = T2.
(c) Resolva a equagdo () para 0 < x < 1 e para as condi¢des iniciais e de fronteira
u(0,t) =20
u(1,t) = 60
u(z,0) = 75.

15. a) Determine solucdes, parat > 0 e x € [0, 1], do problema

ou  O*u N

- = u

ot 0z?

u(0,t) =0, se t >0

u(l,t) =senl, se t>0
b) Determine a solu¢do que satisfaz a condi¢do inicial

u(z,0) = 3sen (2mx) — Tsen (4wx) 4 sen (x) .

16. Recorrendo ao método de separacio de variaveis, resolva o seguinte problema para a equagdo

das ondas
(0%u  0%u _ d%u

02 o or

u(t,z,0) =z, wu(t,z,l)==x

u(t,0,y) =0, wu(t,l,y)=1

u(0,z,y) =x
L u:(0,2,y) = cos (27 (x — y)) — cos (27 (x + 1))

para z,y € [0,1] e t € RT.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Solucoes

oo sen((2n+1)mx
gzno ((2n+1)mx)

2n+1
I AL 00 1 (2n—1)7z 1
F Y @y oS <f> Fazendo = = 0 obtém-se > °°
2 2 _1)n 2
D D (ng) cos (™7£). Fazendo x = L obtém-se y >7 & = &

c L+ lsenz 4+ 25— cos (2nx)

1 se O<z<1

R |
.;;Qn_lsen(@n—l)mz):{o e 7—0ouz—1

NOED (’12:“ sen (nmx)

™ n=1

(i) 3 =43 17 2cos((2n—1)7m)
u(t,z) = e *tsen (x) — 2e~ 2% sen (5rrx)

u(t, ) = e~ /L) cos (37 / L)

. (a) % - %Efzz Hng;—?ncos (nx) = % (1 DD 4n2 1 COS (2nx))

(b) senz| (c) ult,x) = 2e2 — 23°% 26210 o (o)

4n?—1
(a) u(t,z) = 3°° | B, e~ sen (na)

—<1+(2n+1)2>t

(b) u(t, ) = S50, A0SED (0t sen (nar) = & 3208 < sen (204 1))

(a) fla) =7+ 300, Modeos (52) =7 — X0 kg cos [(n + 3) ]

n2t42t2

b) u(t,x e T 44 co EDPZL =" cos (Zg
m n=1 n 2

u(t,z) =307, %sen (nmct)sen (nmx)

U(J?, y) C + cosh (27z) cos (;:Z)e:;c(osh)(%ry) cos (27mx) C cR

b) u(z) =Ty + 27z
c) 20 + 40z + 3200 10 (3(—1)" + 11) e ™ **tsen (nmx)
)
)

n1n7r

(
(
(a
(b) u(t, z) = sen () + 3 ~4™)isen (21x) — Tel-167)sen (47)

u(t,r,y) =z + ﬁ sen (2v/27t), sen (27x) sen (27y).

n=1 2n-12 _ 8-

u(t,z) = sen () + 3.°° b,el=""™)tsen (nrx) onde b, sdo certos coeficientes reais.



