TECNICO
LISBOA

Analise Complexa e Equacées Diferenciais
1° Semestre 2018/2019

Ficha 12: Sistemas de equacoes de 1? ordem e equacoes lineares
de ordem n - caso geral

1. Calcule e para as seguintes matrizes A.

~10 0 2 1 0 310
MA=] 0 2 0 |; (i) A=|02 0 |; (i) A=|0 3 1];
0 0 —= 00 —1 00 3
5 —1 0
(iv)A:[f _13} (V) A—{g _14} W) A=|1 3 0
0 0 4
™ 00 0
1 2 0
B . | VBT 00
(vii) A= :1 —01 _01 ;o (viil) A= 0 0 1 3
0 00 1

2. Determine a solucdo geral do sistema de equacdes diferenciais:

¥=x—y+1
y=x+y-—2

Sugestao: Determine uma solugdo particular constante.

3. Resolva o sistema de equagdes diferenciais

T=x+y+2
y=3r—y-+2
z=ty—tz

sujeito as condi¢des iniciais z(0) = y(0) = —1,2(0) = 1.

Sugestao: Note que as primeiras duas equag¢des ndo contém z.
4. Determine a solugdo geral de cada uma das equagdes:

(i) y' — 2y — 3y = cost; (i) ' — 2 +y = te';

(iii) yW 4y =1t+e¥sent; (iv) y® — 2y = ¢,



10.

11.

. Determine a solucio do problema de valor inicial

y D =2 4y —2=0(t) , y(0)=y0)=0 , y*(0)=1

quando: (i) b(t) =0; (i) b(t) =¢; (i) b(t) = €.

. Obtenha a solucdo geral dos seguintes sistemas:

i {Emuost gy e srryadad
y =2x+y '’ y =3x—vy ’

. Resolva o problema de valor inicial

" V2 20 0 0

=10 V2 0 |y+ eV, y)=|1

0 0 -1 et 1

. Resolva o problema de valor inicial

-1 0 0 O 0 0
, 5 =1 0 0 0 o
Yy = 0 0 -9 T Y + _€—2t ) ’y(O) - 0
0O 0 —7m -2 0 0

. Determine a soluc3o geral de cada uma das seguintes equacdes.

(@) v =2 +y=¢;
(b) "+ 3y’ + 2y = sen (€).

Resolva o problema de valor inicial

Y + 3y +2y=(1+¢e")"1, y(0) = =2, ¥/(0) = —log 2.

Considere a equac3o diferencial

y// +

a) Determine as solucdes da equacdo homogénea da forma y(t) = t* e y(t) = €.
q g ) Y

(b) Determine a solu¢do da equagdo que satisfaz as condig@es iniciais y(2) = 1 e ¢/(2) =
—1.



12. Sejam A e B duas matrizes n X n de componentes reais ou complexas.

(a) Mostre que, se A e B comutam, entdo X (t) = e 4teA+B) satisfaz o problema de
valor inicial ¥ = BX, X(0) = I.

(b) Conclua que se AB = BA, entdo e85 = e4eB,

(c) Aproveite o resultado para calcular e“*, onde C' =

S O =
S =N
N W

13. Use a identificacdo das matrizes da forma

a —b
calcular exp ({ b4 ]t)

14. A equagdo que a carga no condensador de um circuito LRC verifica é:

a ,
b com OS numeros complexos para

g  dg 1
Ry

di2 Tl FW

em que ¢(t) é a carga acumulada no condensador no instante ¢, L a indutancia, R a
resisténcia, C' a capacidade do condensador e F(t) a diferenca de potencial imposta no
instante t.

(i) Determine a carga no condensador no instante ¢ = 0,01 s, de um circuito LRC com
L =0,05H (Henry), R =2Q (Ohm), C' = 0,01 F (farad) e

E(t) = 4,25sen (50¢)

(correspondente a uma tens&o de corrente alterna de 50 Hz e 4,25 V), sendo ¢(0) =5
C (Coulomb) e ¢'(0) = I(0) = 0 A (Ampére).

(i) Supondo que E(t) = 0, determine o primeiro instante em que a carga no condensador
é igual a zero.



Solucoes

et 0 0 et te* 0 1t t?)2
@0 e o ;o Gyl o e o | Gier|o 1 ¢
0 0 e™ 0 0 et 00 1
(iv) L 3ett — e —3et 43 | (v) et | <0 (2t) + sen (2t) —2sen (2t)
2| et — M et 4 3e sen (2t) cos (2t) — sen (2t)
t+1 —t 0 cost +sent 2sent 0
(vi) et t 1—t 0]; (vii) —sent cost —sent 0 |;
0 0 1 —sent  cost—sent—e ' et
et 0 0 0
(viii Vhte™ e () 0
0 0 e 2te!
0 0 0 et

z(t) | | 1/24 ciet cost + caet sent
' | 3/2+ cietsent — coet cost |

. .'L'(t) = —17 y(t) = —1’ Z(t) = -1+ 2€t2/2_
() yt) = e’ + et — & (sen t+ 2cost> com ¢, ¢y € R;
(i) y(t) = (01 + cot + %) e com ¢y, ¢ €R;

(i) y(t) = cos(v/2t/2) (C1€ﬁt/2 + 0267‘/%/2) + sen (\/ﬁt/2)<03€\/§t/2 + 0467\/5’5/2) -
160% (sen t -+ 4cost) 4+t com ¢y, co,c3,¢c4 €ER;

=1 + ot + c3e® — 12 — L3 com ¢, ¢, c5 € R.
y(t 8 12

(i) y(t) =5 — el + 3t +2t; (i) y(t) = 8 — 8e' + 4te! + 4t + 2;
(iii) y(t) = 4 — de’ + 2te’ + 2t + Let

1 (3cre™ + 3cpe? — 10e? — 5te?)
S .
- (0) { (—3ciet + 6eoe? — 1082 — 102 | M w2 € R,

o [ e + e — Set —
(ii) 2t t

1

4 .
_ com ¢, ¢ € R;
cre — 3cpe — et — 3 } ’

eVt (12 4 2t)
cyt) = e+ 1)
Ht+1)



10.

11.

12.

13.

14.

cyt) =

0
0
—sen (7t)
1 — cos (7t)

. (a) y(t) = cre' + cote! + el(tlogt —t) com ¢y, ¢ € R;

Y
(b) y(t) = cre™ + cee™? — e ?!sen (e') com ¢y, ¢ € R.

y(z) =3e72® — (5 +2log2)e™® + (e7* + e 2%) log (1 + €?).

Q) A=k=1
1 2t

(c)et| 0 1
0 0

e cos (bt)

e sen (bt)

(i) 4,56 C ;

(b) y(t) = (2 + log2)t — 2¢72 — 1 — tlog .

3t + 2t2
o2t
1

—e sen (bt)
e cos (bt)

(i) 0,05 s .



