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[2,0 val ] 1. Considere a equagdo diferencial

dy 1
—=xz(—+1]).
dz x(ey * >

Determine a solugdo da equagdo que satisfaz y(0) = 0, indicando o intervalo maximo de existéncia
e unicidade da solucdo.

Resolucao: A equacdo pode ser escrita na forma

dy 1+ ¢eY o e dy
i ey 1+eydx_x’

e é portanto separdvel. Temos entdo que

eY dy d z2
L =g —log(l+e¥)=z<log(l+e¥)="—+C
T ot 4o T og(l+e¥)=x og(l+eY) 5 +

e a solucdo geral é dada implicitamente por

2
ey =—1+eer

onde C designa uma constante real. Atendendo ao valor inicial y(0) = 0 obtemos

e€ =2
e resolvendo em ordem a y

12

y =1y(x) = log <267 - 1) , para x € Iax
onde I.x € o intervalo maximo de existéncia e unicidade da solu¢do. Para determinar I .x
note-se que
2 1
ez > o Vo € R.

enquanto que a unicidade da solucdo decorre de, ao PVI

d
ﬁzf(fﬂ,y)zx(eiﬁl),

corresponder uma funcdo f, de classe C!' em R2. Conclui-se que L. = R.



[2,0 val ]

[2,0 val ]

2. Considere o sistema de equacdes diferenciais

3
)

i
_|_

dzx
4 =
d—? 0 5

Calcule a solugdo que satisfaz as condi¢des iniciais z(0) = 1 e y(0) = 2.

Y

Resolucao:

Para determinar a solucdo geral do sistema temos

¥=x+4+3y+3
y' =5y+5

A equacdo em y é

Y =5y+5 < yt)=e" (C + P [675155]) =CePt -1
e do valor inicial
A equacdo em x reduz-se a

$/:$+9€5t PN x(t):et(D+P|:e—t965t:|):Det+265t

4

com .
A solucdo do PVI é

z(t) = 1 (9e5 — 5e')

y(t) = 3e% — 1

. Determine a solucio geral da equacdo y” + 4y’ — by = 3el.
Resolucao: A equacgdo escreve-se na forma
(D*+4D —5)y = 3¢', (1)

onde D = %. Além disso, o termo independente h(t) = 3e! é solugdo da equagdo diferencial
(D—-1)h=0,

i. e D —1 é o polinémio aniquilador de 3¢.

Entdo a solugdo de (1) é também solu¢do da equagdo homogénea

(D-1)(D*+4D-5)y=0 <« (D-1)*(D+5)y=0.

Para a solug¢do escrevemos

t) = Ciel + Coe™® + Csté, 2

y(t) =Ch 5 3 (2)
yn(t) yp (1)

onde (,...,C3 sdo constantes reais. Para que (2) seja solugdo de (1), é necessario que

1
yg+4y;—5yp:3et & 603e =3¢ = 6’3:5



Assim a solugdo geral da equagdo (1) é
t 5t 1oy
y(t) = Cre’ + Cae +§te.

[2,5 val.] 4. Considere a fungdo f :[—2,2] — R dada por f(z) =2 — |z|

(a) Determine a série de Fourier de f e estude-a quanto a convergéncia pontual em [—2,2].

(b) Determine a solugdo do problema de valores iniciais e de fronteira

0 0?
8_2::8—;;+tu para O0<z<2,t>0
%(t,O) = %(tﬂ) =0 para t>0
u(0,z) = f(z) para 0 <z <2.
Resolucao:
(a) A fungdo f é seccionalmente C! porque é de classe C' em | — 2,0[U]0,2][ e as derivadas
laterais

fof)=-1, fO7)=1 f(-2")=1 [f(27)=-1

existem e sdo finitas. Entdo a série de Fourier de f é convergente em [—2,2] e é da forma
400
porque f tem paridade par. Os coeficientes de Fourier sdo dados por

2 nw 2 nrx
an :/0 f(z)cos (T) dx :/0 (2 —z)cos (T) dx

_ [(2 —x)n—Qﬂ_sen (%)]2 _ /02(—1)%sen ("2 da
2

0

4

4 NI
=0- [n2772 COS< 9 >]0:n27r2 (1-(=1"), n=12,...

aoz/OQf(x)da::/OQ@—x)dx:Z

Assim a soma s(x), da série de Fourier de f, é dada por

=y nmwT
s(z) =1+ Z (1 —=(=1)")cos (—)
n=1

n2m? 2

_{f(w)ZQ—!w\ para —2 <z <2
(f27)+ f(=21))/2=0 sex =42

onde se toma em consideragdo que f é continua em |-2,2].



(b) Vamos procurar solugdes ndo nulas da forma u(x,t) = T'(¢t) X () para a equacdo diferencial
parcial e condi¢des auxiliares homogéneas. Substituindo na equacgdo diferencial, obtemos:

T() _,_ X'()

T'(t)X () = T(t)X" (z) +tT(t) X (2) < ) X (z)

=\,
onde X\ é um nimero real qualquer. Esta igualdade é equivalente ao sistema

T'(t) = (A +8)T(t)
X" (x) — AX () = 0.
Das condi¢Ges de fronteira, %(t,O) — %(tj) = 0 resulta, para as solugdes ndo nulas da
forma T'(t)X (z), que
TWX'(0) = THX' @) =0 = { X0=0
X'(2)=0

Resolvemos, em primeiro lugar, o problema (para z € [0, 2]):

X"-AX =0 ; X'(0) = X'(2) = 0. (3)

O polinémio caracteristico da equagdo diferencial, (D? — \)X = 0, tem raizes ++v/\, pelo
que a expressdo para as solu¢des da equacgdo (3) dependem do sinal de A. Temos

BetVA 4 Ce—VA se A >0
X(zx)=¢Bxz+C seA=0
B cos (CE\/—)\) + C'sen (CE\/—)\) se A < 0.

onde B e C sdo constantes reais. Impondo as condi¢cdes de fronteira as solugdes, X (z),
acima determinadas, temos

(i) Para A > 0:

0
0

B-C=0 C=2B C
\/X<B62\/X—C’e_2‘/x> =0 <~ B(eQ\/X—e_Q\/X):() ﬁ{ B

donde X (z) = 0 é trivial.
(i) Para A =0 resulta que B =0 e X (z) = C onde C' é uma constante real.
(iii) Para A < 0:

c=0 C=0
{ V=X (=Bsen (2¢/=X) — C cos (2v/=X)) = 0 ‘:’{ B=0ouy—A=nm

donde obtemos as solu¢des X () = Bcos("5%) com n = 1,2,... (correspondem a
V-A="e )= —"24”2).

Em consequéncia, as solugdes do problema (3) s3o:

7"L27'1'2 ’I’L7TCU>

Ap = — 1 , Xp(z) = cos <T

, com n=0,1,2,...

Substituindo os possiveis valores de A na equagdo para 7' e juntando a condi¢3o inicial ja

obtida, temos:
- (- p
1 .




As solucBes desta equacdo sio da forma T'(t) = Ke!'/27"*7°t/4 com K € R. As solucdes
da equagdo diferencial da forma T'(t) X (z) que satisfazem as condi¢Bes de fronteira sio (a
menos do produto por uma constante) fun¢des da forma:

nmwx
Ket*/2-n*m*t/4 oo (T) com n=0,1,2,...
Atendendo a linearidade da equac3o diferencial podemos resolver a condicdo inicial

u(0,2) = f(z) =2 - |z|

usando as solucdes

o
u(z,t) = ZKnetQ/Z_"%Qt/A‘ cos (n_;m)
n=0

Assim os coeficientes K,, sao os coeficientes de Fourier da série obtida na alinea anterior

4

e a solucdo do problema é:

[o.¢]

D) 4 2 /92,2 nmwx

u(z,t) = e 12 4 E 32 (1—(=1)") € 2=t oog <—2 >
n=1

[1,5 val] 5. Considere o problema de valor inicial
dy (1+y) (14 e W)
dt — 2+sen(t+vy)
y(0) = a

aonde oo € R™. Mostre que:

(a) O problema admite solugdo dnica numa vizinhanga de ¢ty = 0;
(b) O intervalo méximo de existéncia de solu¢do contém [0, +oo;
(c) A solugdo y(t) ndo é limitada para t > 0.

Resolucao:

(a) A existéncia e unicidade da solu¢do do PVI decorre de

(1+vy) (1 + e_o‘ty)

fty) =— Fsen(t + y)

)

ser uma funcdo de classe C! em R2.
(b) Por um lado, a desigualdade
fty) <2(1+y),
é valida para qualquer t > e y > 0. Por outro lado, a solu¢do do PVI é estritamente

crescente parat > 0, i. e. % > 0 com y(0) > 0. Podemos entdo estabelecer a comparagdo

com a solucdo h do PVI
dh

— =2(1+h
o = 2(1+h)

h(0) = a.



que é tnica, porque (t,h) — 2(1 + h) é uma funcdo de classe C' em R2. Agora

y(t) < h(t) = (1 + a)e? — 1, para t > 0,
garante que y(t) ndo explode em tempo finito, i. e. ndo existe t, > 0 tal que lim;_,;, y(t) =

+00. Concluimos que o intervalo maximo de existéncia de solugdo contém [0, +o0].
(c) Analogamente, a desigualdade

1+y
¥ < f(ty),
é valida para qualquer ¢ > e y > 0. Agora estabelecemos a comparagao com a solucao z
do PVI
dz  1+z
dt 3
z(0) = a.

que é dnica, porque (t,z) > 12 é

== € uma fungdo de classe C! em R?. Finalmente

2(t) = (1 + a)et/?’ -1 <y(t), para t > 0,

garante que limy, y(t) = 400 pelo que y(t) ndo é limitada para t > 0.



