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1. Considere a equação diferencial[1,5 val.]
dy

dx
= x− y

1 + x
.

Determine a solução que satisfaz y(0) = −1 e o respectivo intervalo máximo de existência.

Resolução: A equação dada escreve-se na forma y′ = a(x)y + b(x) pelo que é uma equação diferencial
linear. Então existe um factor integrante µ tal que

d

dx

(
µ(x)y(x)

)
= µ(x)x.

Para este caso, a função µ = µ(x) satisfaz

dµ

dx
=

(
1

1 + x

)
µ ,

logo podemos escolher

µ(x) = eP [ 1
1+x ] = eln(1+x) = 1 + x.

A solução do problema resulta de

y(x) =
1

1 + x

(
C + P [(1 + x)x]

)
=

1

1 + x

(
C +

x2

2
+
x3

3

)
e

y(0) = −1⇒ C = −1.

O intervalo máximo de existência Imax contém x = 0 pelo que

y(x) =
−1

1 + x

(
1− x2

2
− x3

3

)
, ∀x ∈ Imax =]− 1,+∞[

2. Considere a matriz

A =

[
1 −1/2
2 −1

]
(a) Determine eAt.[1,5 val.]

(b) Resolva o problema de valor inicial[0,5 val.]

y′ = Ay + b , y(0) = (0, 0)

em que b = (1, 2).



Resolução:

(a) Os valores próprios da matriz A são dados por:

det(A− λI) =

∣∣∣∣ 1− λ −1/2
2 −1− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)(−1− λ) + 1 = λ2 = 0 ⇔ λ = 0

Assim sendo, se A for diagonalizável, então existe uma matriz não singular S tal que A = S0S−1,
onde 0 a matriz nula (2x2); desta forma:

A2 =
(
S0S−1

)2
= 0.

Se A não for diagonalizável, então existe uma matriz não singular, S, tal que A = SJS−1, com

J =

[
0 1
0 0

]
Note que J2 = 0, pelo que:

A2 = SJS−1 SJS−1 = SJ2S−1 = 0.

Em qualquer dos casos, A verifica An = 0, para qualquer n ≥ 2. Assim:

eAt = I + tA =

[
1 0
0 1

]
+

[
t −t/2
2t −t

]
=

[
1 + t −t/2

2t 1− t

]
(b) Pela fórmula da variação das constantes, a solução do problema de valor inicial é dada por:

y(t) = eAt
(
y0 +

ˆ t

0

e−As b ds

)
= eAt

([
0
0

]
+

ˆ t

0

[
1− s s/2
−2s 1 + s

] [
1
2

]
ds

)
= eAt

(ˆ t

0

[
1
2

]
ds

)
=

[
1 + t −t/2

2t 1− t

] [
t
2t

]
=

[
t
2t

]
.

3. Resolva o problema de valor inicial[2,0 val.] {
y′′ + 3y′ + 2y = 5 + 2t, se t ≥ 0

y(0) = 0, y′(0) = 1.

Resolução: A equação escreve-se na forma(
D2 + 3D + 2

) (
y(t)

)
= 5 + 2t, (1)

onde D = d
dt . Além disso, o termo independente h(t) = 5 + 2t é solução da equação diferencial

D2
(
h(t)

)
= 0.

Então a solução do problema de valor inicial (PVI) é também solução da equação homogénea

D2
(
D2 + 3D + 2

) (
y(t)

)
= 0 ⇔ D2(D + 1)(D + 2)(y(t)) = 0.

Então escrevemos
y(t) = c1e

−t + c2e
−2t︸ ︷︷ ︸

yh(t)

+ d1 + d2t︸ ︷︷ ︸
yp(t)

, (2)

onde c1, c2, d1, d2 são constantes reais. Note-se que yh(t) é a solução geral da variante homogénea da
equação (1) logo, para que (2) seja solução de (1), é necessário que

y′′p + 3y′p + 2yp = 5 + 2t ⇔ 3d2 + 2(d1 + d2t) = 5 + 2t ⇔ d1 = d2 = 1.



Assim a solução geral da equação (1) é

y(t) = c1e
−t + c2e

−2t + 1 + t

logo calcular a solução do PVI passa por determinar c1 e c2 a partir dos valores iniciais. Então{
y(0) = 0
y′(0) = 1

⇔
{

c1 + c2 + 1 = 0
−c1 − 2c2 + 1 = 1

⇔
{
c1 + c2 = −1

c2 = 1
⇔
{
c1 = −2
c2 = 1

e a solução do PVI é
y(t) = −2e−t + e−2t + 1 + t.

4. Considere o problema de valores iniciais e de fronteira
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
− 2u para x ∈]0, π[ , t > 0

u(0, t) = u(π, t) = 0 para t > 0

u(x, 0) = f(x) para x ∈ [0, π]

(3)

onde f : [0, π]→ R é dada por:

f(x) =

{
0 se 0 ≤ x < π

2

2π se π
2 ≤ x ≤ π

(a) Determine a série de senos de f em [0, π].[1.0 val.]

(b) Determine a solução do problema de valores iniciais e de fronteira.[1,5 val.]

(c) Justifique que a série obtida na aĺınea (b) converge em qualquer (x, t) tal que x ∈ [0, π] e t ≥ 0.[0,5 val.]

Resolução:

(a) A série de senos de f tem a forma

SSf(x) =

∞∑
n=1

bn sen(nx),

onde

bn =
2

π

ˆ π

0

f(x) sen(nx) dx

Tendo em conta que f(x) é nula no intervalo [0, π/2[, então:

bn =
2

π

ˆ π

π/2

2π sen(nx) dx = − 4

n
cos(nx)

∣∣∣∣π
π/2

= − 4

n

(
cos(nπ)− cos

nπ

2

)
=

4

n

(
cos

nπ

2
− (−1)n

)
Assim:

SSf(x) =

∞∑
n=1

4

n

(
cos

nπ

2
− (−1)n

)
sen(nx).

(b) Vamos procurar soluções não nulas da forma u(x, t) = X(x)T (t) para a a equação diferencial parcial
e condições auxiliares homogéneas. Substituindo na equação diferencial, obtemos:

X(x)T ′(t) = X ′′(x)T (t)− 2X(x)T (t)⇔ T ′(t)

T (t)
+ 2 =

X ′′(x)

X(x)
.

Esta igualdade é equivalente ao sistema seguinte, onde λ é um número real qualquer{
X ′′(x)− λX(x) = 0.

T ′(t) = (λ− 2)T (t)



Das condições de fronteira, u(0, t) = u(π, t) = 0 resulta, para as soluções não nulas da forma
T (t)X(x), que

T (t)X(0) = T (t)X(π) = 0 ⇒
{
X(0) = 0
X(π) = 0

Resolvemos, em primeiro lugar, o problema de valores próprios (para x ∈ [0, π]):

X ′′ − λX = 0 ; X(0) = X(π) = 0. (4)

O polinómio caracteŕıstico da equação diferencial, P (R) = R2 − λ, tem ráızes R = ±
√
λ, pelo que

a expressão para as soluções da equação (4) dependem do sinal de λ. Temos

X(x) =


Be
√
λx + Ce−

√
λx se λ > 0

Bx+ C se λ = 0

B cosωx+ C senωx se λ < 0.

onde B,C são constantes reais e ω =
√
|λ| ⇔ λ = −ω2 (com ω > 0).

Impondo as condições de fronteira às soluções, X(x), acima determinadas, temos

(i) Para λ > 0:{
B + C = 0

Be
√
λπ + Ce−

√
λπ = 0

⇔
{
C = −B
B(e

√
λπ − Ce−

√
λπ) = 0

⇔
{
C = 0
B = 0

(ii) Para λ = 0 resulta que A = B = 0.

(iii) Para λ < 0: {
B = 0
B cosωπ + C senωπ = 0

⇔
{
B = 0
C = 0 ou ω = n

donde obtemos as soluções X(x) = B sen(nx) com n = 1, 2, . . . (correspondentes a ω = n e
λ = −n2).

Em consequência, a solução do problema de valores próprios é:

λn = −n2 , Xn(x) = sen(nx) , com n = 1, 2, 3, . . .

Substituindo os posśıveis valores de λ na equação para T e juntando a condição inicial já obtida,
obtém-se:

T ′ + (n2 + 2)T = 0.

As soluções desta equação são da forma T (t) = Ke−(n
2+2)t, com K ∈ R. Assim, podemos tomar

Tn(t) = e−(n
2+2)t.

As soluções da equação diferencial da forma T (t)X(x) que satisfazem as condições de fronteira são
(a menos do produto por uma constante) funções da forma:

e−(n
2+2)t sen(nx) com n = 1, 2, 3 . . .

Procuramos agora uma solução formal do problema (3) que seja uma sobreposição das soluções acima
obtidas; ou seja:

u(x, t) =

∞∑
n=1

Ane
−(n2+2)t sen(nx)

Utilizando a condição inicial e o resultado da aĺınea (a), então:

∞∑
n=1

An sen(nx) = u(x, 0) = f(x) =

∞∑
n=1

4

n

(
cos

nπ

2
− (−1)n

)
sen(nx).

Desta forma, An = 4
n

(
cos nπ2 − (−1)n

)
.

Assim sendo, a solução (formal) do problema (3) é:

u(x, t) =

∞∑
n=1

4

n

(
cos

nπ

2
− (−1)n

)
e−(n

2+2)t sen(nx). (5)



(c) Para x ∈ [0, π] e t = 0, a série obtida reduz-se à série de senos da aĺınea (a). A extensão ı́mpar, f̄
de f ao intervalo [−π, π] é seccionalmente de classe C1, tendo f e f ′ apenas descontinuidades em
x = ±π2 . Pelo teorema da convengência pontual das séries de Fourier, u(x, 0) = SSf̄(x) converge
em [0, π].

Para x ∈ [0, π] e t > 0 começamos por estimar o termo geral da série (5):∣∣∣∣ 4n (cos
nπ

2
− (−1)n

)
e−(n

2+2)t sen(nx)

∣∣∣∣ ≤ 8e−2t

n
e−n

2t ≤ 8
(
e−nt

)n
≤ 8 (e−t)n︸ ︷︷ ︸

rn

def
= 8 rn

Para t > 0, r = e−t ∈]0, 1[, pelo que
∑∞
n=1 8 rn é uma série geométrica convergente; pelo critério

geral de comparação, a série (5) é absolutamente convergente.

5. Mostre que o conjunto das funções y : R→ R diferenciáveis e que satisfazem[1,5 val.]

∀t ∈ R, y′(t) = 3 3
√
y(t)2, y(1) = 1,

possui, pelo menos, dois elementos distintos. Explique porque razão este facto não contradiz o teorema
de Picard-Lindeloff. Justifique cuidadosamente a sua resposta.

Resolução:

Seja y : R→ R uma função diferenciável tal que, para um dado intervalo aberto I, y(t) 6= 0, para todo o
t ∈ I. Então, para t ∈ I,

y′(t) = 3(y(t))2/3 ⇔ 1

3
(y(t))−2/3y′(t) = 1 ⇔ d

dt

(
y(t)1/3

)
= 1 .

Então y(t) resolve a equação diferencial dada no intervalo I se e só se, para esse intervalo, existe uma
constante C tal que, para todo t ∈ I,

y(t)1/3 = t+ C , ou seja, y(t) = (t+ C)3 .

Se 1 ∈ I, y(1) = 1 equivale a 1 = (1 + C)3, ou seja, C = 0. Portanto, para todo t ∈ I, y(t) = t3 e
podemos considerar I = ]0,+∞[, já que nesse intervalo y(t) não se anula. Observando que lim

t→0+
y(t) = 0,

consideremos as duas funções ŷ, ỹ dadas por

∀t ∈ R, ŷ(t) = t3 , ỹ(t) =

{
0 se t ≤ 0 ,

t3 se t > 0 .

São duas funções diferenciáveis em R, satisfazem a condição inicial em t = 1 e satisfazem a EDO pelo
menos nos intervalos onde são diferentes de zero já que são da forma obtida atrás, tomando C = 0. Por
outro lado, também satisfazem a EDO nos pontos onde se anulam:

ŷ′(0) = 0 e 3(ŷ(0))2/3 = 0 ,

∀t ≤ 0 , ỹ′(t) = 0 e 3(ỹ(t))2/3 = 0 .

Concluimos assim que ambas são soluções da EDO em todo R.

Dado que a função f(t, y) = 3y2/3 é de classe C1 em D = {(t, y) : y 6= 0}, logo localmente lipschitziana
em D, e (1, y(1)) = (1, 1) ∈ D, o PVI considerado satisfaz as hipóteses do teorema de Picard-Lindeloff. O
facto de existirem duas soluções diferentes do PVI em R não contradiz a conclusão daquele teorema uma
vez que esta só garante a unicidade localmente, isto é, só garante que para α suficientemente pequeno
existe uma e uma só solução em ]1− α, 1 + α[. Mas como ambas as soluções coincidem em ]0,+∞[, a
conclusão do teorema é válida.


