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1. Seja a € C?(R) e u : R? — R uma fungdo definida por u(z,y) = a(x) — 3zy? — 2y°.

[1,0 val] a) Identifique todas as funcdes « tais que u é uma fung¢do harmdnica.

[1,0 val ] b) Considere a(x) = 2® + 222, Determine uma fungo inteira f tal que
u(z,y) =Re f(z+1iy) e f(-1)=1

[0,5 val] c) Calcule a fun¢3o derivada f'(z + iy).

[0,5 val] d) Indique, justificando, o valor do integral

1)
§éz|_3 CEER

onde a circunferéncia é percorrida uma vez no sentido horario.

Resolucao:

a) A fungdo u é harmonica sse

8%u 0%u
@(%ZJ) + @(I,y) =0
Assim temos o2 o2
w_ ey Pu_
92 (x), R 6xr — 4

e portanto u é harmdnica sse
o’(z) =6z +4 & a(z) = 23 +22° + Az + B,
onde A e B s3o constantes reais.

b) Para que f = u + iv seja inteira é necessario que sejam satisfeitas as equagdes de Cauchy-Riemann
g—z = % (1:3 + 222 — 3zy? — 2y2) =322 + 4z — 3y?
% = —8% (x3 + 222 — 3xy? — 2y2) = bxy + 4y

v(z,y) = 322y + dxy + C(y)

Da primeira equagao conclui-se que C'’(y) = —3y? pelo que C(y) = —y>+C onde C é uma constante
real. Como f(—1) =1, tem-se v(—1,0) = 0 < C = 0 e portanto

{ 3z2 + 4z + C'(y) = 322 + 4z — 3y?

flz +iy) = 23 + 222 — 3x9°® — 292 +i(32%y + 4zy — »3).
c) Dado que f é diferencidvel em qualquer z = x + iy € C temos

/ oy _Of _Ou  Ou a2
f(xqtly)famfaglj 18y73m + 4z — 3y* +i(6zy + 4y).

d) Sendo f inteira e |1| < 3, a férmula integral de Cauchy garante que

§I|§|3 (Zf—(zl))2 dz = =2mif’(1) = —14mi



[1,5 val] 2. Determine o desenvolvimento em série de Laurent valido para |z + 1| > v/2 da fun¢do f : C\ {~1,i} — C

dada por
1

"= =y

Resolucdo: Pela férmula da soma da série geométrica obtemos

£(2) 1 1 1 1 1
zZ) = = . = . =
(z—i)(z+1) 241 z—i 2z+1 z4+1—-1—1
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_(z+1)2'1_1+z‘ - z—|—122<z+1) o
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Z (14" 1 1+ (1+14)?
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Atendendo a regido de validade da férmula da série geométrica, a quinta igualdade é vdlida se e sé se

1+

<1
z+1

, ouseja, seesdse |z+1|> \1-1—z‘|:\/§7

0 que estabelece a regido de validade da série de Laurent obtida.

3. Considere a funcdo complexa de varidvel complexa f definida no seu dominio por

_ Sen z 1/(2_2)
f(Z) Z2 _ 4Z + e :
[1,5 val] a) Classifique todas as singularidades de f e determine os seus residuos.

[0,5 val.] b) Calcule o valor do integral

51%_3 f(z)dz

onde a curva é percorrida uma vez (em sentido directo).

Resolucao:

a) Considere-se f(z) = f1(z) + f2(2), com

o 1/(z2—2 - Sen z
filz) =€/ e f2(2)—m-

As singularidades de f sdo z = 2, proveniente de f1, e z = 0 e z = 4, provenientes de f5.

A funcido f; é holomorfa em z = 0 e z = 4, donde a sua contribuicdo para as correspondentes
séries de Laurent de f, em torno destas singularidades, faz-se apenas nas poténcias positivas (na
parte regular) das séries. A parte principal das séries de Laurent e, consequentemente, os residuos
nestes dois pontos, provém apenas de f3, pelo que podemos concluir que Res(f,0) = Res(f2,0) e
Res(f,4) = Res(f2,4).

Ora (usando, por exemplo, a regra de Cauchy):

pelo que esta singularidade é removivel e Res(f,0) = Res(f2,0) =0
Relativamente a z = 4, e tendo em conta que

lim(z —4)fo() = lim *25 =



0 que nos leva a concluir que se trata de um pdlo simples e que o valor deste limite é, por isso, o seu

residuo. Assim Res(f,4) = Res(f2,4) = 524,

Por outro lado, z = 2 é singularidade de f proveniente apenas de f;, pois fo é holomorfa em
z = 2. Tal como anteriormente, podemos concluir que tanto a parte principal da série de Laurent
(e, consequentemente, o residuo) naquele ponto provém apenas de fi; assim sendo, Res(f,2) =
Res(f1,2).

Expandindo f; em série de Laurent vélida na regido dada por |z — 2| > 0:

1 1 1
_ ol/-2) _ q
fiz) =e TR T AT e

Assim sendo, z = 2 é uma singularidade essencial de f; (e, também, de f), sendo que Res(f,2) =
Res(f1,2) =a_1 =1.

b) O caminho, que aqui representamos por =, é constituido por uma circunferéncia de centro na origem
e raio 3; as singularidades que se encontram no interior de v s3o as que verificam a condicdo |z| < 3,
ou seja, z =0 e z = 2. Por outro lado, z = 4 verifica |z| > 3, pelo que estd no exterior de . De
acordo com o teorema dos residuos:

ygf(z)dz = 27ri(Res(f, 0) + Res(f, 2)) =27i (0 + 1) = 2ni

4. Para cada R > 2 considere o caminho g (t) = Re®, t € [0, 7], e o caminho fechado simples positivamente
orientado I'g = [—R, R] + r.

2
z
1,0 val. a) Use o teorema dos residuos para calcular ——dz.
[1.0 val ] ) p e
[0,5 val.] b) Obtenh inte majorac3 / i d‘< R
,5 val. enha a seguinte majorac3o: ——dz| < .
o (A1 22)2 (R2 — 4)2
400 332
[1,0 val ] ¢) Usando as duas alineas anteriores, calcule / ———dx,
o (4+a?)?
Resolucao:
a) Seja f(z) = ﬁ. Trata-se de uma fun¢do holomorfa no plano complexo exceptuando as singula-

ridades isoladas —2i, 2i. Para R > 2,

—2ieextl'g, 2i€intl'g.

22

Por outro lado, por factorizagdo polinomial, f(z) = GIe=) = (z+2i)§zz72i)2’ e, portanto,

2 2
. o2 L % _(2)F 1
=2 dle) = i Grag _@eE 17"
Concluimos assim que f(z) tem um polo duplo em 2i e que, portanto, o respectivo residuo é dado
por
22 !
. AT \2 I -
Res(f,2i) = Z11_>n21i ((z—=20)%f(2)) = Zh_r)r211 <(z+21)2> =
_ o 2 2i)% — ?(z +2i)2% _ i 2+ 21)'7 22% _
2—2i (z + 21)4 2—2i (z + 21)3
. 4iz 8 1
= lim = — = —.
z—2i (z + 2i)3 (4i)3  8i
Usando o teorema dos residuos, obtemos finalmente
2T ow

= 27miRes(f,2i) = — = —.
) (z) dz = 2wiRes(f, 2i) T



[1,0 val]

b) Como z € yg = |2/ = R, e como para o comprimento do caminho vz se tem L., = mR, usando
a férmula de majoragdo do integal complexo, obtemos

/ 2 pl<r A |21

——dz sup |—5- T SUp 55

YR (4 + 22)2 o zevn | (4+22)2 h zevn 14— |2[?|?
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c) Obviamente f(xz) = f(—x), para todo z € R, ou seja, f é uma fungdo par em R. Por este facto,

/+Oof(m)dx:1/+oof(x)dx:1 lim +Rf(w)dx.
0

2 —69 2 R—s+o0 _R
De a) concluimos que
lim f(z)dz =

™
R—+00 I'r 4 ’

De b), pelo facto de que % — 0, quando R — +00, concluimos que

R—+0c0

lim / f(z)dz=0.
TR

Logo, tomando limites, quando R — 400, na igualdade

+R
f@do+ [ )&= f)dz,
-R YR T'r
obtemos
. = T
R1—1>I£oo R f(l‘) du = Z ’
e, portanto,

/()+Oof(z)dx_g.

5. Calcule o integral

/7 log(2z) d=

em que v é um caminho regular, simples, contido em C\ {rei7T :r >0}, que une ial e log é o valor
principal do logaritmo. Justifique cuidadosamente a sua resposta.

Resolucao:

Considere-se a fun¢do f(z) = log(2z), onde log é o valor principal do logaritmo. Esta fungdo estd definida
e é analitica no conjunto D = C\ {re'™ : r > 0}. Se u e v forem fungdes analiticas em D ent3o, a
partir da regra de derivagdo do produto, obtém-se férmula de primitivagdo por partes (que serd vélida em
conjuntos onde existam as primitivas mencionadas):

2 (u/(z)v(z)) =u(z)v(z) — P (u(z)v’(z))

(a notagdo Pf(z) representa uma primitiva de f(z)). Definimos entdo F'(z) através da férmula anterior,
aplicada a u(z) = z e v(z) = log(22):

2
F(z) = P(l log(2z)) = zlog(2z) — P(z2—) = zlog(2z) — P 1= zlog(2z) — =
z
Note que F'(z) é analitica em D e, para qualquer z € D,

F'(2) = log(22) — z% — 1 =1log(2z),



o que justifica que F'(z) é uma primitiva de f(z) em D.

Pelo teorema fundamental do cilculo:

/10g(2z) dz=F(1)— F(i) =log2 — 1 —ilog(2i) +1
2l
O valor principal de log(2i) é log2 + %r pelo que:

/10g(22) dz=log2—1+ g +i(1 - log2)
.



