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1. Considere a funcdo f : C — C definida por
f(z2)=24+72 .

[1,0 val ] (a) Calcule todas as solugdes da equagdo f(z) = 0.
[0,5 val ] (b) Mostre que

Re f(z +iy) = u(z,y) =z +a* —y* | Imf(z+iy) = v(z,y) =y — 223y — 229°

[1,0 val] (c) Determine o conjunto de pontos onde f admite derivada complexa, e calcule a derivada
nesses pontos. Indique, justificando, o dominio de analiticidade de f .

[ 1,0 val] (d) Determine uma fun¢do g, holomorfa em C, tal que Re g(z + iy) = 62%y? — 2 — 3.

[1,0 val.] (e) Calcule o valor do integral

9(2)
y|£z1|=1 (z—1)2 4

onde a curva é percorrida uma vez em sentido directo.
Resolucao:
(a)
f2)=02(1+2%) =0e2=0Vv z°=—1
S2=0V z=¢ 03 com k=0,1,2.

(b) Note-se que 2z = |z|2 e f(2) = 2z + 22|2|%. Logo, com z = x + iy, temos

fla+iy) =z +iy+ (x —iy)*(@® + ) = v + iy + (2% —i2zy — ) (2 + °)
= (z 42" —yh) +i(y - 22y — 221°)

(c) Verifica-se que f(x + iy) é uma fun¢do polinomial nas varidveis = e y, pelo que f é R-
diferenciavel em todos os pontos de C. Assim, f = u + iv é diferencidvel apenas nos pontos em
que sejam satisfeitas as equacdes de Cauchy-Riemann

{%:g_; @{1+4x3:1—2x3—6xy2 {6x(m2+y2)

5= —dy® = —(~6a%y — 2% 6y(a® +3%)

0
0



[1,0 val]

[1,0 val]

Concluimos que f é diferencidvel apenas no ponto z = 0 com

7/0) = 9440) +1 9 0) = 1.

O dominio de diferenciabilidade de f é o conjunto {0} logo o dominio de analiticidade ou
holomorfia de f é o conjunto vazio, i.e. f n3o é analitica em nenhum ponto de C.

(d) Uma fungdo g(x + iy) = 62%y? — 2* — y* + iV (x,5) é holomorfa em C se V satisfaz as
equades de Cauchy-Riemann

%—‘;:%(6x2y2—x4—y4):12xy2—4x3
{ G = 5y (6277 —at —y") = —(1227 y — 49?)

V(z,y) =4zy® —423y+ C(x) V(z,y) =4xy® —4a3y+C
{ 4y — 1222y + C'(x) = —122% y + 493 @{ C(z)=C

aonde C' é uma constante real. Assim a fun¢do g pedida é dada por
glz +iy) = 62%y® — 2t —yt +i(dzy® — 423y + O).
(e) Usando a férmula integral de Cauchy, atendendo a que g é uma fung¢3o inteira, temos

9(2) o iy o [(OU U B .
/lz—lll Go1)p dz =2mig'(1) = 2mi <%(1,0) — Za_y(1’0)> — —87i.

aonde U(x,y) = Reg(x + iy) = 622y> — z* — y*.

. Use o teorema fundamental do cilculo para calcular

em que 7 é o caminho definido por v(t) = €™/? | para t € [0, 1].
Resolucao:
A fungdo z — e;gz é holomorfa em C\ {0} e tem uma primitiva dada por
F(z) = —e'/?,
ou seja
, ell/z
F'(z) = S

Por outro lado, a curva percorrida pelo caminho regular v une o ponto 1 = +(0) ao ponto
i = 7(1) e estd contida no dominio de holomorfia da fun¢do integranda. Assim, pelo teorema
fundamental do célculo, temos

3. Seja f:C\ {—1, i} — C definida por

1 n i
= ez—i
2z 41

f(z)

(a) Escreva o desenvolvimento em série de Laurent de f convergente em |z —i| > %



[0,5 val.]

[1,0 val]
[1,0 val]

(b) Determine todos os valores de p € Z para os quais

§£ (z—1)Pf(z)dz=0
|2|=2013

Resolucao:

(a) Por um lado
e n

i‘ N 1
“r Z:o nl(z —1)”

n—

sendo o desenvolvimento vélido em |2 —i| > 0. Por outro lado para |z —i| > 3

37171 n

1
22 +i 2 (z—l )+ 3i ;2”“ z—1”+1

. . 3
concluindo-se que para |z —i| > 5

(z) = T;) nl(z —1)” * Z 2"+1(z - 1)"Jrl
oo
(b) Pelo Teorema de Laurent os coeficientes da série obtida em (a), Z a,(z—1)" convergente
n=-—00

em A(i, 3,00) = {z : |z —1i| > 3}, sdo dados por

sendo ~y qualquer curva de Jordan percorrida em sentido directo na regido A(i
pertencente a regido interior a 7y - por exemplo a curva {z : |z| = 2013}. Assim

- = S o
yi:zm(z P f(z)dz §1§Z:2013 (z—i)*sz 2mia_p 1

e o integral serd zero para os inteiros p para os quais a_,_1 = 0. Desenvolvendo alguns termos
da série obtida em (a)

,2,00), com i

33

Fz) =1+ <i+%>(z—i)’1+ (; —%)(z )72+ (5 + (?;i§2>(z_i)3+...

pelo que é facil de concluir que a, = 0 se e sé se n > 0. Assim, conclui-se que a_,_1 =0 se e
sé sep < —1.

4. Considere a fungdo complexa f definida no seu dominio por

z+ 27 1

f(z)zl—eiz+22—4z+5'

(a) Determine e classifique todas as singularidades de f, calculando os respectivos residuos.

(b) Aproveite o resultado da alinea anterior para determinar

/OO dx
o T2 =4z +5



Resolucao:

(a) Considere-se f(z) = fifg + ZLL% = fi1(2) + f2(2). Por ser o quociente de fun¢des

inteiras, as singularidades de f1(z) sdo os zeros do denominador, isto é as solugdes de

1-e*=0 o 2=2%n,keZ

Para k = —1, verifica-se que
. . z+ 27 . U
lim fi(z) = lim —=lim ————— =
2——2m z——21 1 — el? u—0 1 — el%esm

cocluindo-se que —27 é uma singularidade removivel de f; e como tal Res(f;, —27i) = 0. Para
k # —1 verifica-se que
z+ 27 U

ZEIQI}W(Z —2km)fi(z) = ZEIQI}W(Z — 2km) T = (2km + 2m) z1}3}) T cugthm = 2(k + )i

concluindo-se que as singularidades 2km, k # —1 sdo polos simples de f; e Res(f1,2kni) =
2(k + 1)mi.

Por outro lado, fo é uma fungdo racional, pelo que as suas singularidades sdo os zeros do
denominador, isto é
P —4z+5=0 & z=2+i

Verifica-se que
i i

lim (z—(2+1)f2(z2) =—= , lm (z—(2—1))f2(2) = =

z2—24+1 2 z—2—1 2

pelo que 2 +1 s3o polos simples de fo e Res(fo,2k +1) = :F%- Finalmente, atendendo a que f;
¢ analitica nas singularidades de fy e fy é analitica nas singularidades de f1, concluimos que

e —27i é singularidade removivel de f e Res(f, —27i) =0 ;

e 2km, k # —1 s3o polos simples de f e Res(f,2kni) = 2(k + 1)7i ;

e 2+ i sdo polos simples de f e Res(f,2k +1) = :F% .

(b) Por defini¢do de integral impréprio

e dz . R dz
————— = lim IR S—
oo T —4x+5 Roocof_pxt—4T 45

Considere-se a funcdo complexa

1

—_ eC
22 — 4245 ‘

fa(z) =

e para R suficientemente grande, a curva Cg definida como a fronteira do semi-circulo {|z| <
R , Imz > 0}, percorrida uma vez em sentido directo. Pelo Teorema dos residuos e utilizando
a alinea (a)

fa(z)dz = 2miRes(f2,2 +1) =7
Cr

Por outro lado

Cr={z=2€]-RR[}U{|z|=R, Imz>0} =IrUSkg

Emt3o

R
pEd= [ peds [ peds e n= [ pades [ pe
CR IR SR —-R SR



[1,0 val]

Fazendo R — oo

= /OO fo(z)dz + lim fa(z)dz

R—o0 Sk

Atendendo a que
1 1

1
< =
‘22—4z+5‘_||z|2—4|z|—5| R?2—4R -5
para z € Sg e R suficientemente grande. Entdo

5,22 —4z+5 |~ Jg, R?—4R—-5""" R?—4R-5

0 que nos permite concluir que

R—o0

& dx
ﬁzw
oo Tf—4x 45

lim f2(2)dz =0
SR

Finalmente

. Seja v uma curva de Jordan e f holomorfa num conjunto aberto e simplesmente conexo contendo

~. Mostre que, para todo z pertencente a regido interior a y se verifica
[f(2)] < M,

onde M := max{|f(z)|, z € 7}. Mostre ainda que se existe zy pertencente a regido interior a
v tal que | f(z0)| = M, entdo f é necessdriamente constante.
Resolucao:

Seja z pertencente a regido interior a . Por aplicacdo da férmula integral de Cauchy, temos que

16 = |om [ 22 o
1

/ dw':M.
SW— 2

<Ly
— 27

Suponhamos agora que existe zy pertencente a regido interior a 7y tal que |f(z9)| = M. Uma
vez que f é holomorfa num aberto, para mostrarmos que f é constante, basta mostrar que |f|
é constante nalgum aberto contendo zp. Suponhamos entdo por contradi¢do que |f(z9)] = M e
que existe uma circunferéncia y; centrada em zg, contida na regido interior a v e tal que existe
z1 € 1 com |f(z1)] < M. Como |f]| é continua e |f(z1)] < M, existe um arco da circunferéncia
71 (correspondente a um intervalo (6;,62) € (0,27)) que contém z; e no qual |f(2)| < M.

Entdo, pela propriedade do valor médio para fun¢des holomorfas,

1 2m )
M=|f(2)] = 5 ' /0 f(z0 +re') de'

1 01 . 6o . 27 .

= — f(zo+re) do + f(z0 + 7€) do + f(z0 + 7€) df
2m {Jo 01 0
MQ2r+6, -6 1o :

< MR =)y [T do

27 27 Jo,

- M2 + 61 — 6) +M(92—91) Yy
2 2




uma contradigdo.



