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Analise Complexa e Equacébes Diferenciais
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TECNICO
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26 de Maio de 2012, 9h,
Duracdo: 1h 30m

INSTRUCOES

e Nio é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta, incluindo maquinas de
calcular.

e Apresente todos os cédlculos e justificacBes relevantes.

e Numere as pdginas do seu caderno de respostas e indique, na tabela seguinte, todas as
paginas da resposta a cada questdo.

Pergunta | Pdginas | Cotacdo | Classificacdo
1) a) 15
1) b) 1,0
2) a) 1,0
2) b) 1,0
2) c) 1,0
3) 15
4) a) 1,0
4) b) 1,0
5) 1,0
Total 10
Nome:
Ne°: Sala:

Curso: Ruibrica (DOCENTE):




[1,0 val ]

[1,5 val.]

1.

()

(b)

Determine a solu¢do geral da equacgdo

dy
Yt

Resolucao: A equacdo pode ser escrita na forma

= sen(t) + y*sen(t).

e é portanto separdvel. Temos entdo que

y dy _ d (log(1+y*)\ _
A sen(t) < o < = sen(t)

e a solugdo geral é dada implicitamente por
log(1 + %) = —2cos(t) + C,

onde C' designa uma constante real. Resolvendo em ordem a y temos entdo que a

solucao geral é
y=y(t) = +VEKe 200 1,
onde K € RT.

Mostre que
2t

dy
2 cot =0
sen y +2cotg (y) + dt

2

admite o factor integrante u(t,y) = e *'seny e obtenha a solu¢do da equagio com

condi¢do inicial y(0) = 7.

Resolugcao: Multiplicando a equac3o por e~ seny ficamos com
d
14 2e * cos(y) + e sen(y)d—i = 0.
Como 5 5
ay (142 cos(y)) = —2¢ * sen(y) = 5 (e sen(y)),

a equacdo fica exacta por multiplicacdo pela funcdo p(t,y) = e ! seny, verificamos
que esta fun¢do é um factor integrante para a equagdo. Sabemos entdo que a solugdo
geral da equagdo é dada implicitamente por ¢(t,y) = C, onde C' € R e ¢(t, y) verifica:

%Mt y) =1+ 2¢* cos(y), (1)
) 0
gy (hy) = e * sen(y). (2)
Integrando a equagdo (1) em ordem a t obtemos
(t,y) =t — e cos(y) + h(y) (3)

e derivando em ordem a y e comparando com (2) concluimos que h/(y) = 0. A solugdo
geral da equagdo é entdo dada implicitamente por

t—e?tcos(y) = C,

e a condic3o inicial determina o valor C = 0 pelo que a solucdo com a condic3o inicial

indicada é
t62t

y(t) = arcos <7>



[1,0 val]

[1,0 val]

[1,0 val]

2.

()

(b)

Determine a solugdo geral do sistema

oma e Aol ]

Resolucdo: O conjunto das solucdes do sistema é um espaco vectorial de dimens3o 2
logo é suficiente encontrar duas solugdes linearmente independentes. Para isso encon-
tramos os valores préprios da matriz A,

5—-XA =2

det(A—)\I):O@‘ L

‘:o & AN-TA+12=0 & A=3o0u) =4
e 0s respectivos vectores préprios

(A-3I)v=0 & {f :T]V:{O] @v:{i]x para z € R,

(A—4)w =0 < [1 :§:|W:|:O:| @w:[f]y para y € R.

A solucdo geral do sistema é assim dada por
1 2
x(t) = Cy e [ 1 } + Cyett [ 1 ]

onde C7 e Cy s3o constantes reais.

Calcule eAt.

Resolucdo: Resulta da alinea (a) que uma matriz fundamental de solugdes do sistema
x'(t) = A x(t) é dada por
3t 4t
e’ 2e
o(t) = { JE }
Ent3o temos
3t 4t -1 3t 4t
A 1 e’ 2e 1 2 e’ 2e -1 2
€ b= q’(t)(I,(O) = |: 63t €4t :| |: 1 1 = 63t €4t 1 1
2€4t _ 63t 2€3t _ 2€4t
= [ et _ o3t 93t _ it }

Resolva o problema de valor inicial

x'(t) = Ax(t) + b(t) com b(t) = { 4 ]

2
x(O):[(l)].

Resolucao: Usando férmula de variagdo das constantes temos

t a3t t At—s)
At Ali—s) 2¢™ —e de
x(t) = e™"x(0) +/O e b(s)ds = [ T ] —|—/0 [ 0 A(t—s) } ds



[1,5 val]

[1,0 val]

3. Calcule a solugdo do seguinte problema de valor inicial:

y' —y =1+ 2cost
y(0) =1, 4/(0) = 0.

Resolucdo: A EDO linear homogénea correspondente, 4" — v’ = 0 a qual, em virtude do
polinémio caracteristico ser P(A) = A2 — A = A(\ — 1) escrevemos como

D(D—-1)y=0,
tem, por conseguinte, a solugdo geral
yr(t) = cre! + co.
Calculemos em seguida, uma solugdo particular, yp(t), da EDO n3do-homogénea dada
y" —y =14 2cost, (4)

a qual se escreve como
D(D—1)y=1+2cost. (5)

Como D(D? +1)(1+2cost) =0 (D(D?+ 1) é um aniquildor de 1+ 2cost as solucdes de
(5) satisfazem
D*(D* +1)(D - 1)y =0

cuja solugdo geral é
y(t) = ymu(t) = cst + cycost + cssent.

Procuremos entdo uma solugdo particular na forma yp(t) = cst+cy cost+cs sent calculando
os coeficientes c3, ¢4, c5 por substituicao de yp em (4):

c3t + cqcost + c5sen — (3t + ¢4 cost + cssen =1+ 2cos
t t t)” t t t) =1+ 2cost

& (—cqcost —cssent) — (3 —cqasent + cscost) =1+ 2cost
—C3 1 cy3 = -1
& —c4—c5 = 2 & cy = —1
—c5+cy = 0 cs = —1
Concluimos que uma solugdo particular de (4) é yp(t) = —t — cost — sent e que, como a

solugdo geral de (4) se pode escrever como y = yi + yp, esta podera ser escrita na forma
y(t) = cre' + cg —t — cost — sent.
Os coeficientes c1, co dependem das condicdes iniciais. Como

y(0) = ag+ec—-1 =1
y’(O) = 61—1—1 =

concluimos que ¢; = 2, ¢co = 0, e a solucdo do problema dado sera

y(t) = 2e" —t — cost — sent.

(a) Determine a solugdo do problema, para = € [0,1], ¢t > 0 de

ou 9% ?(o,t):?(u):o t>0,
E :2@, X X

u(z,0) =5+ 2cos(9mx), 0<z<l.



Resolucdo: Procuremos fungdes de (z,t) do tipo X (z)T(t) que satisfacam a EDP e
as condicdes na fronteira. Substituindo na EDP:

0 0?
a(XT) = 2W(XT) & XT' =2X"T.
X
Logo, para X e 1" ndo nulos
X// T/
~ =7=-% © constante real

dado que o primeiro membro é independente de ¢ e o segundo é independente de .
Desta forma desacoplamos as equag¢des para X (x) e T'(t):

X"(z)—oX(x)=0 (6)
T'(t) — 20T(t) =0 (7)

Por outro lado, as condicGes fronteira em x = 0,1 implicam que
X'(0)=X'(1)=0 (8)
Consoante o sinal da constante o a equagdo (6) tem as solu¢des

aeVor 4 he~VoE seog >0
X(x)=<¢a+bx sec=0
acos(y/|o|z) + bsen(y/|o|z) seo <0

Aplicando as condi¢des fronteira (8):
Caso 0 > 0:

av/o —by/o =0 b=a a=0
X(x) =
{ ay/aeV? — by/oe V7 =0 {:}{ a(eV? —e Vo) =0 {:}{ b=0 (z)=0
Caso 0 = 0:
b=0 < X(z)=a (constante arbitraria).
Caso 0 < 0:

{ by/Jo] =0 @{ b=0
—ay/|o]sen(y/]a]) + by/]o] cos(y/]o]) = 0 asen(y/]o]) =0

e, neste dltimo caso, ou a = b = 0, dando novamente a solugdo X (z) =0, ou b =0
com o = —(n7m)?, n=1,2,..., e neste caso obtemos as solucdes n3o identicamente
nulas X(z) = acos(nmz), n = 1,2,.... Resolvendo (7) com estes valores de o,
obtemos T'(t) = ce 2"t Entdo, para n = 0,1,2,,... as funcdes X (z)T(t) =
e~ 2™t cog(nra) sdo solucdes da EDP satisfazendo as condicdes fronteira em z =
0,1. Mas combinac¢es lineares arbitrarias destas funcdes sdo também solucbes da
EDP satisfazendo as mesmas condicGes fronteira em x = 0,1. Vamos assim procurar
a solu¢do u(x,t) do problema dado escrevendo formalmente

o
u(z,t) = % + Z ape 2Tt cos(nmx)

n=1

Os coeficientes ag, a1, as, ... sao determinados pela condic3o inicial. Assim, como

oo
u(z,0) = % + Z ap cos(nmz) =5+ 2 cos(9mz)

n=1

concluimos que ag = 10, ag =2 e a, = 0se n # 0,9. O resultado final serd entdo

u(z,t) =5+ 9¢ 16277t cos(9mx) .



[1,0 val]

[1,0 val ]

(b) Calcule a série de Fourier da fungdo f : [—m, 7] — R, dada por f(z) = 1—2H (z) onde
H(x) é a fungdo de Heaviside. Qual é a soma daquela séria para cada = € [—m, 7]?
Resolugdo: Como, para cada = € [—m, 7],

1, sex <0
r)=1-2H(z) =
(a) ® {_1, e
entdo f(—x) = —f(x) para 0 < z < 7 e, portanto a série de Fourier de f(x) serd

uma série de senos com L = 7 a qual é dada por

Z by, sen(nx)
n=1

onde os coeficientes (com L = 7) sdo dados por

2 (" 2 (7 2
by, = ;/0 f(x)sen(nx)dx = —/ (—sen(nz))dr = —(cos(nm) — 1),

T Jo nmw

ou seja, é a série de senos

2 (1)1 4 sen (3 sen (5
—27( ) sen(nzr) = —— (senx—i— sen(3z) + sen(5z) —i—) .
™= n 0 3 5

Continuando a designar por f(x) a extensdo 2m-periddica de f(x) a R, o teorema de
Fourier permite concluir que a soma daquela série é dada em [—m, 7] por

1, se xze€]-m0]
=< -1, se xzel0n]
0, se x=-m0,m

flz=) + f(z+)
2

5. Seja f : R? = R, continua e tal que

‘f(tvyl) - f(t7y2)‘ < C(l +t2)‘y1 - y2’7 Vt € R7y17y2 eR

onde C designa uma constante positiva. Justifique que para qualquer (t,y0) € R x R, o
problema de Cauchy

dy

— = f(t, to) =

o = Ty) ylto) =wo
admite uma solugdo tnica nalguma vizinhanga de t3. Supondo ainda que f(¢,0) = 0, mostre
que o intervalo maximo de existéncia da solucdo n3o é limitado superiormente.

Resolucdo: Considerando um compacto K C R x RT que contém no seu interior o ponto
(to,yo), é claro que f restringida a K é Lipschitziana na varidvel y visto que

[f(t 1) = F(ty2)l < Crlyr — wel, Y(tm1), (ty2) € K,

onde Cx = Cmax{l + t2, (t,y) € K}. Como por hipétese f também é continua nas
variaveis t, y, pelo Teorema de Picard podemos garantir existéncia e unicidade de solugdo do
problema de Cauchy nalguma vizinhanc¢a de ¢5. Como as condi¢cdes que garantem existéncia
e unicidade s3o validas em R?, concluimos que o intervalo maximo de existéncia s6 é limitado
superiormente caso a solucdo "expluda”em tempo finito, isto é, caso exista T > t; tal que
limy_,7 |y(t)| = +00. Vamos ver que tal ndo é possivel, por comparagio de solugdes.



Como |f(t,y1) — f(t,y2)| < C(A+t*)|y1 — yo|, Vt € R,y1,y2 € Re f(¢,0) =0, temos
que
fty) < 1 +2)yl, V(t,y) € R%

Por hipétese 3o = y(to) € R, pelo que, atendendo a continuidade da solu¢io do problema
de Cauchy,

—C(L+8)y < f(t.y) < CL+ 1%y, (9)
para t € [tg,to + af onde a > 0.

Comparando com as solugdes dos problemas de Cauchy:

CCZZ—Z: =C(1+ t2)u, u(to) = yo, (10)
© d
d_: = —C(1+t>)v v(ty) = yo, (11)

que tém como solucdes respectivamente

C(tftoﬁgftg)
u(t) = yoe s

)

C<t07t+ tg*tg)
u(t) = yoe :

)

concluimos que
v(t) < y(t) < u(l),

enquanto y(t) > 0. Se a partir de algum ¢; > ¢y se tem y(t) < 0, substituindo y por —y
em (9), e novamente por comparagdo, concluimos que y(t) se mantém limitada por duas
exponenciais e portanto em qualquer caso a solucdo ndo "explode’em tempo finito.



