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INSTRUCOES

e Nao é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta, incluindo maquinas de
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e Apresente todos os cilculos e justificacGes relevantes.
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preencher.

e Duracao do teste: 1 hora e 30 minutos.
Duracao do exame: 3 horas.

| Pergunta | pdg. 1°TESTE | pdg. 22 TESTE | pdg. EXAME | cotagdo | classificacdo ||

1 2,5
2 2,0
3 2,5
4 2,0
5 1,0
6 2.0
7 2,5
8 2,0
9 2,5
10 1,0
[ Tow || (1010 u

Nome:

Ne2: Sala:

Curso: Ribrica (DOCENTE):




1° Teste / Exame (12 parte)

1. Considere a funcdo definida em C por
f(2) = flx+iy) = 42” + aly) +iB(2)y
em que as fungdes o e B sdo reais com segunda derivada continua.

[1,5 val] (a) Determine f de modo a que seja inteira e verifique f(1) = 0.
[1,0 val.] (b) Calcule
b,
|z|=2012 (z—1)

onde a curva é percorrida uma vez em sentido inverso.

Resolucao:

(a) Pelas equacdes de Cauchy-Riemann a(y) = —4y? + c e B(x) = 8z, ¢ € R. Por
f(1) = 0 conclui-se que ¢ = —4

(b) Dado que f é inteira, e a curva é uma circunferéncia percorrida uma vez, é aplicavel a
férmula integral de Cauchy. Assim (e atendendo a orientagdo da curva)

2F() o e 16
§12:2012 (2—1)2d = —2milzf(2)]'lx 16

2. Considere f: C\ {i,3i} — C definida por

21
)= ——"""T"—"——=.
/) 22 —4iz — 3
[1,0 val.] (a) Determine o desenvolvimento em série de Laurent de f em torno de zp =1
convergente em 0 < |z — 7| < 2.

[1,0 val.] (b) Calcule
[ are:
v
em que y é o caminho parametrizado por z(t) = 3cost + 4isent, com t € [—7, T].

Resolucao:
(a) Para 0 < |z — 1] < 2

-1 > (z—=0)" > (z =)t
P D T TER P

n= n=0

(b) Dado que existe U C C, aberto e simplesmente conexo tal que v C U e tanto _—;

como o valor principal de log(z — 3i) sdo analiticas em U, o teorema fundamental do
célculo é aplicdvel (para estas duas fungdes). Assim

/(z —1)f(2)dz = 2ilog(z — 3i) " —%T + 2ilog(3V/2)
0!

(=)



3. Considere a fungdo complexa de varidvel complexa F' definida no seu dominio por

P A2 (L),

232222
[1,5 val.] (a) Determine e classifique todas as singularidades de F', calculando os respectivos
residuos.
[1,0 val] (b) Calcule o integral ¢, F(z)dz onde C' é o quadrado de vértices 4, 4i, —4 e —4i
percorrido uma vez no sentido inverso.
Resolucao:
(a) As singularidades de F' sdo zp = 3,21 = —2 e 23 = 1. Dado que
. 1 1 .
lim(z — 5)F(2) = —— e lim F(z)=0
i 5 z——2
2

conclui-se que zg € um pdlo simples e z; é removivel. Os residuos de F' em zy e 21 sdo —é
e 0 respectivamente.

O desenvolvimento em série

‘ 1\« (=" 1 1
sen | 777 ) = 2 (120 (s =1/ P lz =1l >0
n=0

mostra que F' tem uma singularidade essencial em 29 com residuo %.

(b) Pelo teorema dos residuos vem

§1§ F(2)dz = —2mi (Res(F, z9) + Res(F, z1) + Res(F, z2)) = —ilio
C

[2,0 val.] 4. Use o teorema dos residuos para calcular o integral real
(142 4
/ 1+ ﬂcz) cos( x)dx'
NS 4z= +9
Resolucao:

Para o célculo do integral temos

+o00 14z 14z
/ (14 2z) cos(4x) de — Tim Re §£ (1+2z2)e ds — / (14 22)e &
R—o0 YR Cr

422 +9 422 +9 422 4+ 9

— 00

ondeyg =0{z€C: |z] <Re Im(z) >0} e Cp =g N{z € C: Im(z) >0} com
R > 2. Recorrendo ao teorema dos resduos e usando o lema de Jordan vem

+o0o 1 2 5(4 1 2 14z R
/ (1+ 562) cos(4z) dx = Re | 2mi Res %, 2 = z676.
oo 422 +9 42249 72 6

[1,0 val] 5. Seja v um caminho fechado simples tal que [0, 1] C ext~y. Se log representar o valor
principal do logaritmo mostre que

1
¢log<1——>dz:0.
5 z

3



Resolucao:

O valor principal do logaritmo é uma fun¢do holomorfa em C \ |—00,0]. A aplicagdo
z+1— 1 & holomorfa em C\ {0}. Por outro lado,

1 1
l1-=-€l]-00,0] & =-€[l,+0] & z€]0,1]
2 z

Logo, a composta ¢ — log (1 — 1) é holomorfa em C \ [0,1] e a conclus3o resulta
imediatamente da aplicagdo do teorema de Cauchy.

2° Teste / Exame (2° parte)

6. Considere o seguinte problema de valor inicial (PVI)

1
(W +ay+30%%) =2’y =0, y(-1) =3,
[1,0 val ] (a) Calcule um factor integrante da forma p = p(y) para a equagdo diferencial.
[1,0 val ] (b) Calcule a solugdo do PVI dado e indique o seu intervalo maximo de definigo.

Sugestdo: caso ndo tenha resolvido a alinea (a), mostre que y(y) =y~ é um factor
integrante para a equagdo diferencial; note que isso valerd somente cotagdo parcial na
alinea (a).

Resolucao:

(a) Escrevendo M (xz,y) = y® + zy + 322y3, N(x,y) = —22, mostremos que existe 1(y)
tal que (%[u(y)M(x,y)] - %[u(y)N(x,y)] = 0. Desenvolvendo as derivadas obtemos
W () (y? + 2y + 32%y2) + p(y)(3y? + 3z + 922y?) = 0 o que, por divisio por

y3 + xy + 32%y? resulta em

1 (y) + Su(y) =0.

Resolvendo esta EDO linear obtem-se p(y) = ce™3108lvl = ﬁ em cada intervalo ndo

contendo y = 0. Podemos entdo escolher u(y) = y%, para y # 0.

(b) A equagdo u(y)M(z,y) + p(y)N(z,y)y’ = 0 escreve-se

(1 4+ 2y=2 4 32%) — 22y~3y’ = 0, a qual sabemos ser exacta em qualquer rectangulo
aberto n3o intersectando {(x,y)|y = 0}, em particular no semiplano y < 0 (onde est3 a
condi¢3o inicial). Ent3o existe ®(z,y) tal que, para y < 0:

oo _ _

Primitivando a primeira equagdo obtem-se ®(z,y) = = + 122—_2 + 23 4+ h(y), e logo,

g—f(x,y) = —22y=3 + h'(y). Usando a segunda das expressdes (1), resulta h'(y) =0 e,

2, —2 . - ..
portanto ®(z,y) = = + 45— + 2% + ¢p e a solucdo serd implicitamente definida por

2,2 e .
T+ =+ 23 = ¢. Da condic3o inicial obtem-se ¢ = 0. Explicitando y e atendendo a que
y < 0 resulta, por fim:



[1,5 val]

[1,0 val]

7. Seja

S

Il
[ e I =
o = O
—_ O =

(a) Verifique que
[ cosht 0 senht
et = ¢l 0 1 0

| senht 0 cosht

(b) Determine a solu¢do do problema
X' = AX +B(t), X(0)=(0,1,0)
onde B(t) = (e%,0,0).
Resolucao:

(a) Denominando as colunas da matriz dada por X;(t), i = 1,2, 3, e atendendo a
unicidade de solugdo do (PVI);

X' =AX ,  X(0)=¢

(em que e;, i = 1, 2, 3 s3o os vectores da base de R?), para que a matriz dada seja
eAt é suficiente mostrar que a funcdo X;(t) é solucdo do respectivo (PVI);. E
imediato verificar que X;(0) = (1,0,0), X2(0) = (0,1,0) e X3(0) = (0,0,1) pelo que

as colunas da matriz dada verificam as respectivas condicGes iniciais. Por outro lado

cosh t et cosht
i t _ ot _ t
7 e 0 =e 0 = Ae 0 ,
senht et senht
0 0
d
E (et 1 ) = Aet 1
senht et senht
i t _ .t _ t
7 e 0 =e 0 = Ae 0 ,
cosh t et cosht

pelo que os X;(t), com i = 1,2,3, verificam a equacgdo diferencial. Conclui-se que a

matriz dada é e4t.

(b) Usando a férmula da variagdo das constantes

X(t) = eAt<X(0)+/0t e 5 B(s) ds)

¢ coshs 0 —senhs e’
— A <X(O) + / e~ o 1 0 0 ds)
0 —senhs 0 coshs 0
0 ¢ cosh s
= eAt< 1|+ / 0 ds>
0 0 —senh s
cosht 0 senht senht 0
= ¢ 0 1 0 1 =el 1
senht 0 cosht 1 — cosht cosht —1



8. (Cursos: LEGM, LEIC-A, LEMat, LET, MEAmbi, MEBiol, MEC, MEQ)

[2,0 val ] Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial:
" / / "
y"+y =t+6sen(2t) , y(0)=y(0)=y"(0)=0.

Resolucdo: A solugio geral da equagdo é da forma y(t) = yu(t) + yp(t) em que yp(t) é
a solugdo geral da equagdo homogénea associada e yp(t) é uma solugdo particular da
equacdo. O polinédmio caracteristico da equagdo homogénea é P(r) = r(r? + 1), e as suas
raizes sdo 0 e +i (com multiplicidades 1), pelo que:

yp(t) =a+bcost +csent , a,b,ceR

Para calcular yp, note-se que o polinémio aniquilador de B(t) =t + 6sen 2t é
P4(D) = D?(D? + 4). Aplicando P4(D) a ambos os membros da equagdo n3o
homogénea, obtém-se:

D*(D? +4)D(D* + 1)y = D*(D - 2)[-t+¢*] = D3D*+4)(D*+1)y=0
A solugdo geral desta dltima equacdo (homogénea) é da forma

y(t) = A+ Bt+Ct* + Dcost + Esent + F cos(2t) + G sen(2t)
= yy(t) + Bt + Ct? + F cos(2t) + G'sen(2t),

onde A, B,... F,G € R. Conclui-se que existe uma solu¢3o particular da forma
Bt + Ct? + F cos(2t) + G sen(2t). Substituindo na equag3o inicial (ndo homogénea) temos

(D? + D)(Bt + Ct* + Fcos(2t) + Gsen(2t)) = t+ 6sen(2t)
8F sen(2t) — 8G'sen(2t) + B 4+ 2Ct — 2F sen(2t) + 2G cos(2t) = ¢+ 6sen(2t)
B+ 2Ct+ 6F sen(2t) — 6G cos(2t) = ¢+ 6sen(2t)

Resulta pois que B =0, C = % F=1eG=0. A solugdo geral da equacgdo diferencial é,

portanto
2

t
y(t) =a+bcost + csent + 5 + cos(2t),

com a,b,c € R. Substituindo esta solu¢do nas condi¢des iniciais y(0) =0, ¥/(0) =0 e
y"(0) = 0, obtém-se

a+b+1=0 a=2
c=0 & b=-3
—-b+1—-4=0 c=0

donde se conclui que a solu,cdo do problema de valor inicial é

2
y(t) =2+ 7~ 3cost + cos(2t).

(Cursos: LEAN, MEAer, MEEC, MEMec)
Determine a solucdo do problema de valor inicial
y"+y =b1), y(0)=1y'(0)=y"(0)=0,

escolhendo para b(t) uma e uma sé das seguintes fun¢des. Note que a cotacdo deste
problema € reduzida em 0,5 val. se optar pela segunda funcgio.

2,0 val ] (i) b(t) =1+ 48(t—1)



[1,5 val] (ii) b(t) = 6sen(2t) .
Resolucao:

(i) Escrevendo Y'(s) para a transformada de Laplace de y(t) e aplicando a transformada
de Laplace a equacdo obtemos

1 1
2 —S —S
1)Y =1 sY =
s(s*+1)Y(s) +e (s) 52(52+1)+e pEy
donde ) ) )
S
V()= - ——te*(-——"").
(s) 2 211 ¢ (s 32+1>

Conclui-se que a solu¢cdo do problema de valor inicial é
y(t) =t —sent+ H(t —1) (1 —cos(t —1)).

(i) Uma vez que (D? + 4)6sen(2t) = 0, a solugdo do problema de valor inicial satisfaz a
equacido homogénea
(D?> +4)D(D*+ 1)y =0

pelo que y(t) é da forma
y(t) = c1 + cacost + cgsent + ¢4 cos(2t) + c5 sen(2t)

com ¢; € R. Substituindo na equagio inicial (e notando que os termos
correspondentes a ¢, ¢z e c3 sdo solugdes da equagdo homogénea associada) temos

(D3 + D)(cq cos(2t) + cssen(2t) = 6sen(2t)
8cy sen(2t) — 8cs cos(2t) — 2¢4 sen(2t) + 2c5 cos(2t) = 6sen(2t)
6cq sen(2t) — 6¢5 cos(2t) = 6Gsen(2t)

pelo que ¢4 =1 e ¢5 = 0. A solucdo geral da equacdo diferencial é portanto
y(t) = c1 + cacost + c3sent + cos(2t)

Substituindo nas condi¢des iniciais y(0) = 0, ¥'(0) = 0 e ¥”(0) = 0 obtemos

c1+c+1=0 c1 =3
c3=0 -~ co=—4
—02—4:0 03:0

donde se conclui que a solugdo do problema de valor inicial é
y(t) =3 —4cost + cos(2t)

[1,0 val] 9. (a) Seja f:[0,1] — R a fungdo definida por

0 e <
f(t) = b
o-{] =02

Determine o desenvolvimento de f em série de cosenos indicando a fungdo para a
qual a série converge pontualmente.

p—t MI»—A

t
t

IN A

[1,5 val] (b) Determine uma solugdo u: [0, +o00[x[0, 7] — R para o seguinte problema:
u(z,0) =u(x,m) =0, x>0,

—2u=0;{ u(0,y) = seny —sen(2y), 0<y<m,
gu0,y) =0, 0<y<m.

oxr? 0y

Resolucao:



(a) Tem-se
1
ag = 2/ f(t)dt =1
0
e, paran > 1,

2sen(")

ap =2 /1 f(t) cos(nmt)dt = 2 /1 cos(nmt)dt = ————22
0 =

1 nm
2

logo a série de cosenos é

. 2sen(
Z cos(mrt).

l\.')lr—l

A soma da série é a fungdo g: [0, 1] — R definida por

1
set—2

1
t)y=1<2
90t {f(t) caso contrario.
(b) Substituindo u(z,y) = X ()Y (y) na equacdo obtemos o sistema

{X"u) (k+2)X()
Y"(y) = kY (y)

com k € R.

Uma solu¢do ndo nula da forma u(x,y) = X (z)Y (y) que satisfaca
u(z,0) = u(x, ) = 0 verifica necessariamente Y (0) = Y (7) = 0. Para que haja
solucdes ndo nulas de

Y'(y) =kY(y) com Y(0)=Y(m)=0,
a constante k tem de ser negativa. Nesse caso
Y (y) = Acos(V—ky) + Bsen(v—ky)

e Y(0) =0« A =0 enquanto que Y(7) =0 < B =0ou k= —n? com n inteiro.
Assim Y (y) = Bsen(ny) comn =1,2,3,...
(

Para cada n temos a equacdo X" (x) = (2 — n?)X(z) que tem solucdo

X (x) = Acosh (x) 4+ Bsenh ()

sen=1,e
X(z) = Acos(v/n? — 2x) + Bsen(v/n? — 2z)
sen > 1.

Como %(O,y) = X'(0)Y (y) = 0 vemos que as constantes B nas igualdades
anteriores devem ser nulas. Assim, as solugdes da forma X (z)Y (y) que satisfazem as
condi¢cGes de fronteira homogéneas s3o os miultiplos de

coshzseny e cos(yv/n?—2x)sen(ny) com n > 2.

E imediato encontrar uma combinac3o linear destas solu¢des que satisfaz a condicdo
restante:
u(z,y) = cosh zseny — cos(v2z) sen(2y).



[1,0 val]

10. Determine uma fungdo u: R? — R de classe C? tal que

0 0
a—z + a—Z =0; wu(x,0)=senuz.
Sugestio: Considere a mudanca de varidvel v =z +y, w =x — y.
Resolucao: Como
ou 8u8?}+ Ou dw 8u+ ou
or Ovdr Owodxr Ov Ow’
Oou __ Ou ou

e, analogamente, 9y = v — dw» Nas novas coordenadas, a equacdo diferencial escreve-se

% = 0 e portanto tem solugdo u(v,w) = f(w) com f: R — R uma fun¢do arbitraria.

Nas varidveis (v, w), a condigdo u(z,0) = senx escreve-se u(w,w) = senw. Conclui-se
que a solug¢do da equagdo nas coordenadas (v, w) wu(v,w) = senw e portanto a solu¢do
pretendida é

u(z,y) = sen(z — y).



