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1. Considere a fungdo v(z,y) = cosh(ax) cosy + fx? + y?, onde «, 3 sdo ndmeros reais.

(a) Determine todos os «, 5 € R tais que v(x,y) é a parte imaginaria de uma fungio
analitica em C.

(b) Tomando v =1 e § = —1, determine uma fungdo analitica f tal que Im(f) = v e
f(0)=1+1.
Resolucao:

(a) v é a parte imagindria de uma fungdo analitica em C sse é uma fungdo harménica,

isto é, se %(m,y) + giyé’(x, y) = 0. Temos
02 0?
a—;; = o cosh(ax) cosy + 28, 8_;; = — cosh(ax) cosy + 2

portanto v é harmdnica sse
(@® — 1) cosh(ax)cosy +2(B+1) =0 a==+lef=—1.

(b) Para que f = u+iv seja analitica é necessério que sejam satisfeitas as equacdes de
Cauchy-Riemann

—coshxseny + 2y
il

gu — 9 (coshwcosy — 2% +y?) = —senhwcosy + 2

ou _ 0 2 2
{ 52 = 3, (coshzcosy — 27 + y?)
oy T oz

u(z,y) = —senhxseny + 2zy + A(y)
—senhzcosy + 2z + A'(y) = —senhx cosy + 2z

Da segunda equagdo conclui-se que A’(y) = 0 pelo que A(y) é constante. Como
f(0) =1+1, tem-se u(0,0) =1 < A(y) = 1 e portanto

f(z +iy) = —senhaseny + 2zy + 1 + i(coshz cosy — * + y°).



. Calcule o integral

2B 4224
oo 4%
|z|=10 (z—1)

onde a circunferéncia é percorrida uma vez no sentido horario.

Resolucao: Pelo Teorema de Cauchy, o integral em questdo é igual ao integral da mesma
fungdo sobre uma circunferéncia centrada em 1 (percorrida uma vez no sentido horario).
A férmula integral de Cauchy para a derivada de ordem 996 garante entdo que

234+ 224 e 211
FTE T g AT (996) (1
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onde f(z) = 23+ 2%+ €7 e o sinal se deve ao facto de o sentido do caminho de integracdo
ser o anti-directo. Uma vez que f*)(z) = e* para k > 4 conclui-se que

}lg B4+ 224 ezd 2mel
—_———dz = ———.
|2|=10 (z —1)%7 996!

. Considere a fungdo f: C\ {2} — C definida pela expressdo
z

f(Z):m

(a) Determine o desenvolvimento de Taylor de f(z) em zy = 0, indicando a respectiva
regiao de convergéncia.

(b) Sem calcular o desenvolvimento, indique justificando a regido de convergéncia do
desenvolvimento de Laurent de f(z) em torno do ponto zy = 2i que converge em
z = 3.

Resolucao:

(a) Pela férmula para a soma de uma série geométrica temos

1 1 1 z
== ~ (2 ‘<1 2
2—z 21 —g ZZ() para 5] < 1 Jo] <
logo
1 d (1 d [~ 2"
zm:za (2_2) = 2 <;2n+1> para |z| < 2
= d 2"
= — <2
anzodz <2n+1) para |z|
pelo que




(b) A fungdo f(z) é analitica em C\ {2} logo tem um tnico desenvolvimento de Laurent
em série de poténcias de (z — 2i) que converge para f(z) quando |2 —2i| = 2/2 <
|z — 2i| < 400 e, em particular, quando z = 3. Este desenvolvimento ndo converge

em nenhum anulo aberto maior porque lim ... f(z) = co e a soma de uma
|z—2i|<2v/2
série de poténcias é uma funcao continua no interior da regido de convergéncia.

Conclui-se que a regido de convergéncia do desenvolvimento pretendido é

{ze€C: |z —2i] >2V2}.

4. Para z € C, considere a funcdo definida pela seguinte expressao

f(z):Z—Wi+ ! ,)2+z5cos<l).

e#+1 (24w z

(a) Classifique as singularidades de f(z) e calcule os respectivos residuos.
(b) Calcule o integral Sﬁzljl f(2)dz onde a circunferéncia é percorrida uma vez no sentido
directo.
Resolucao:
(a) f(z) tem singularidades em z = 0, z = —i e nas solugdes da equagdo

E+1=0s¢c" =" <z {(r+2kn)i: k €L}

Assim, o conjunto das singularidades é {0} U {(7 + 2k7)i: k € Z}.
Podemos escrever f(z) = fi(2) + fa(2) + fa(2) com fi(2) = 2, fa(z) = (z+1m)
e f3(z) = 2% cos ().

Como f; e f, sdo diferencidveis numa vizinhanga de 0, a parte singular (ou principal)
do desenvolvimento de Laurent de f vélido perto de 0 coincide com a parte singular
do desenvolvimento de Laurent de f3(z). Temos

n

:252(&71 Z .z2” =, para z # 0,

n=0 ’ n=0

’I’L

donde se conclui que 0 é uma singularidade essencial (h3 infinitos termos correspon-
dentes a poténcias com expoente negativo). O residuo é o coeficiente da poténcia
% que na série acima corresponde ao indice n = 3. Vemos assim que

1

Res(f,0) = Res(f3,0) = o

O ponto zy = i é uma singularidade apenas de fi(z) e

1
lim fi(z) = lim — = —1

2T z—mi e?



(onde usdmos a regra de Cauchy para calcular o limite). Conclui-se que zy = i é
uma singularidade removivel e portanto Res(f(z), i) = Res(fi(z), i) = 0.

Os pontos zp = (2k + 1)mi com k # 0, sdo pdlos simples de fi(z) uma vez que,
para estes valores de £k,

(z — (2k + 1)mi)(z — mi)

li — 2k + 1)me = li
Z_>(21]g11)m(z (2k + 1)mi) fi(2) z—>(21kr-rl-11)7ri e +1
_ z— 2k + D)mi+ 2z —mi
= lim
2—(2k+1)mi e®
= —2km

onde, no célculo do limite usdmos a regra de Cauchy.

Se k ¢ {—1,0} entdo fi(z) € o dnico termo que tem uma singularidade em (2k +
1)mi e portanto a singularidade é um pélo simples de f(z) e

Res(f(z), (2k + 1)mi) = Res(f1(2), (2k + 1)mi) = —2kmi.

Se k = —1, isto é, para zp = —mi, fo(z) tem um pdlo duplo em z5 e f3 é difer-
encidvel. Conclui-se que f(z) tem também um pdlo duplo em —7i e

Res(f(z), —mi) = Res(f1(z), —mi) + Res(fa(2), —mi) = 2mi + 0 = 2.

(b) As singularidades de f(z) na regido |z| < 4 sdo 0 e £mi. Pelo Teorema dos residuos,
F(2)ds = 2mi (Res(f(2), —mi) + Res(f(), 0) + Res(f(2), 71))

|z|=4
1 e
= 2mi (2mi— — +0) = —4r? — —.
m(m 6!+> T 360

5. Use o Teorema dos Residuos para calcular o integral real

o) .CL'Q
/0 —(1 n xz)zdx.

Resolucao: Consideremos a curva
YR = [_R> R] U CR

onde [—R,R|={zeR: —R<x<R}eCr={2€C: |z] =Re Im(z) > 0}.

Entao ) " , )
VA X ya

——dz = ——dx + —dz. 1

/WR 1+222" /_R 1+a22™ /CR 1+222" (1)



As singularidades de f(z) = ﬁ s3o as solugdes de 22 +1 =0 & 2 = +i. Para

R > 1, a dnica singularidade no interior de vz € z = i. Trata-se de um pdlo de ordem 2
com residuo

Res(f(2),i) = lim—c (= i)2f(2))

Tomando o limite quando R tende para infinito na igualdade (1) temos, pelo Teorema
dos Residuos,

9 =1 /00 x2 s+ 1 22 p (2)
YT 122 1 ———dz.
4 oo (14 22)2 Roo Jo (14 22)2

Como , | |2 .

< z

(2241)2] = (|22 —1)? - (R2—1)2 para z € Cr, R > 1
temos , . .
i T
——dz| < dz| =

/CR (1+ 22)2 A= /CR (R2 — 1)2| z| (RZ—1)?

e portanto

I S _dz=0.
oo Jo, (14222

Assim, obtemos a partir da equagdo (2)

e portanto

/°° x? oo
o (T+x2)2 4

. Seja f uma fungdo analitica em C. Supondo que existe M € R tal que Re(f(2)) < M
para todo o z € C, mostre que f é constante. Sugestdo: Considere a funcio e/(*).

Resolucdo: A funcio e/(¥) é também analitica em C. Uma vez que
‘ef(z)} = |eRef(z)+”mf(z)| = efel/(2) < M para todo 0 2z € C

vemos que e/(*) & limitada. O Teorema de Liouville garante ent3o que e/(*) é constante.

Sendo ef(*) = A, e escrevendo log para o ramo principal do logaritmo temos para cada
z € C, que f(z) = log A + 2kmi para algum k € Z. Uma vez que f é continua, k é
independente de z e portanto f é constante.



