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[1,5 val.] 1. a) Considere o problema de valor inicial
dy e2m
— = — 0)=0.
de 142y’ y(0)

Determine a solucdo do problema na forma explicita e indique o seu intervalo maximo
de existéncia.

[1,0 val] b) Determine a solugdo geral da equagdo diferencial

/ el ¢

Resolucao:

(a) A equagdo diferencial escreve-se na forma

f (y)j—z = g(z)

com f(y) =1+ 2y e g(x) = €>*. Trata-se de uma equacgdo separdvel com solucdo

geral dada por
P11+ 2y] :P[e%] +Cey+y? = %62$+C

onde C' é uma constante real. Da condigdo inicial y(0) = 0 decorre o valor C' = —% e
a forma implicita da solu¢do do problema de valor inicial

y2—|—y—i—%(1—62x) = 0.
Consequentemente a forma explicita da solucdo do problema é

1 1
y(x):—§+§ 2e2r — 1, para x € I,

onde I C R é um intervalo aberto e 0 € I. O intervalo maximo de existéncia da
solucdo I, € determinado por

2e% —1>0e 2z > 10g(%) S x> —%log2,

e portanto I,q, =] — %log 2, 400l



(b) A equacgdo dada é linear com factor integrante u = u(t) tal que

f=(3jé)w+é¢x%m@nm>=wn&

Assim temos

M(t) _ eP[—et/(?)—I—et)] — e log(3+e’) _ 3i :
e
e para a solucdo geral da equacdo diferencial
ot) = —(C+Puwe]) =G+ (c+ P
o ou(t) a B 3+ et
= (34¢€") (C+log(3+¢"))
com C € R.
2. Sendo
2 1
=[50
[1,0 val] a) Verifique que
At _ t t + 1 t
© = [ —t 11—t }
[1,0 val.] b) Determine a solu¢do do problema

X' = AX + B(t) , X(0)=(1,0) , B(t)=(0,2¢")
Resolucao:

(a) Denominando as colunas da matriz dada por X;(t), ¢ = 1,2, e atendendo a unicidade
de solug¢do do (PVI);

X'=4X , X(0)=¢

(em que e;, i = 1, 2 s3o os vectores da base de R?), para que a matriz dada seja
et ¢ suficiente mostrar que a funcio X;(t) é solucdo do respectivo (PVI);. E facil
de verificar que X;(0) = (1,0) e X2(0) = (0,1) pelo que as colunas da matriz dada
verificam as respectivas condi¢des iniciais. Por outro lado

dyrft+1]\ [ t+2 I O P I 2 B P R

E(e_ —t _)_e _—t—1} ’ AXl_[—l o]e —t | T —t-1

e

drf ¢ 1y 4 [t+1 2 o1t R

dt<6_1—t_)_6_ —t] ’ AX?‘[—1 0}6[14]_6 —t
At_

pelo que X;(t) verificam a equacdo diferencial. Conclui-se que a matriz dada é e

(b) Usando a férmula da variagdo das constantes
t
X(t) = et (X(O) —i—/ e 5 B(s) ds>

0
t

At 5| —s+1 —s 0

= e (X(0)+/Oe [ < 1—1—3]{263}@)
t

_ At —25

- ¢ (X(0)+/0 [ 2+ 2s ds)

1t 1—¢? 1+t +t2
= e =€
—t 1—t 2t + t2 t— 2



[2,0 val ]

[1,0 val.]
[1,5 val.]

3. Determine a solucdo do seguinte problema de valor inicial:

y" —y =t+cost, y(0)=1y'(0)=1y"0)=0.
Resolugdo: Uma vez que D(D? + 1)(t + cost) = 0, temos que y(t) é uma solugdo da
equacido homogénea
D(D? +1)(D* = D)y =0« D3(D*+1)(D —1)(D + 1)y = 0.
Portanto y(¢) é da forma

y(t) = c1 + cot + e3t® 4+ cycost + cssent + cgel + cret

com ¢; € R. Substituindo na equagdo inicial (e notando que os termos com coeficientes
1, c6 € c7 sdo solugdes da equagdo homogénea associada) temos

(D? — D)(cot + c3t® + cycost + cssent) = t+cost
cysent — cscost — (co + 2c3t — ¢y sent + cscost) = t+cost
—co — 2c3t + 2c4sent — 2c5cost = t+ cost
Pelo que co = 0, c3 = —%, cy =0ecy = —%. A solucdo geral da equagao diferencial é
portanto
21
t —t
y(t) = c1 + cge’ + cre” " — 5 isent.
Substituindo nas condi¢des iniciais y(0) = 3/(0) = 3”(0) = 0 obtemos
61+CG+C7:0 61:—1
06—07—%20 = 06:%
cg+cr—1=0 C7:i

donde se conclui que a solugdo do problema de valor inicial é

3,1 21
y(t) = -1+ Zet + Zeft —5 - §sent.

. Considere o seguinte problema de valor inicial e condi¢Ges na fronteira:

ou 9 {Moo gu(l,t)y=0, t>0,

ot 0a? (,0)=1—ux, 0<z<1;

(a) Desenvolva u(x,0) numa série de cossenos em [0, 1].

(b) Resolva formalmente o problema dado.

Resolucao:

(a) Os coeficientes da série de cossenos de 1 — = em [0, 1] sdo
1
a0:2/ (1—-x)dx=1
0
e, paran=12, ...,

1 — x) cos(nmz) dx

{ (1 —z)sen nﬂ'm)] S
2
nm

+— [ sen(nmz) dw}

2=0 ni 0

p -2 5 (1 — cos(n)).

[_M} =1

eeo (n)



[1,0 val]

Logo,
12 i 1 — cos(nm)

1 4 1
u(z,0) = 3 + = 2 cos(nmz) = 5 + - Z k-1 cos((2k — 1)mz)
n=1 k=1

(b) Consideremos primeiro solu¢des da equagdo diferencial parcial do tipo u = T'(t) X (z).
Substituindo na equacio obtemos T"X = 4T X", ou seja % = XTN = 0, onde o é uma
constante real dado que o primeiro membro é independente de x e o segundo é independente
de t. Logo,
T'(t) —40T(t) =0
{ X"(z)—oX(z)=0.
Consoante o sinal da constante o a equacdo diferencial de segunda ordem em X (x) tem as
solucoes
aeVoT 4 pemVoT seo >0
X(x) =< a+bx seoc=0

acos(v/—ozx)+bsen(y/—ox) seo <0

Aplicando as condi¢Bes na fronteira em 2 = 0,1 obtemos X'(0) = X’(1) = 0. Vejamos o
que isto implica para cada um dos casos anteriores:
Caso 0 > 0:

a\/o —by/o =0 b=a a=0 B
{a\/ge\/‘;—b\/ge\/‘;:O @{a(eﬁ—eﬁ):O @{b:O & X@)=0

Caso 0 = 0:
b=0 <« X(z)=a (constante arbitraria).

Caso 0 < 0:

{ by/—c =0 o { b=0
—ay/—osen(y/—0c) + by/—o cos(v/—c) =0 asen(y/—o) =0

e, neste dltimo caso, ou a = b = 0, dando novamente a solugdo X (z) =0, ou b =0
com o = —(nm)?, n=1,2,..., e neste caso obtemos as solugcdes n3o identicamente nulas
X(z) = acos(nmz), n = 1,2,.... Resolvendo a equagdo para T'(t) com estes valores de
o obtemos T'(t) = ce~4"™’t  Procuremos ento a solucdo do problema como uma série
de funcdes do tipo T'(¢)X () = ane 4"t cos(nmz), n = 1,2,..., e T(t)X(z) = ag/2
(correspondente a o = 0):

[e.e]
ag _ 2
u(zx,t) = 5 + E ane 1% cos(nra) .
n=1
Dado que u(z,0) = %+ | a, cos(nmx) = 1 —x, deduzimos que a,, n =0,1,2,... sdo
os coeficientes da série de cossenos calculada na alinea anterior pelo que a solugdo (formal)
do problema dado é

LA 1 ek _
u(z,t) = 5 T = l; 2k = 1)26 cos((2k — 1)mx).

5. Sendo yo € [0, 1], considere o problema de valor inicial:

dy _

=y —1)(cos’(t +y) T V) se teR

y(0) =yo



Mostre que o problema tem solugdo dnica, y(t), determinando o seu intervalo méximo de
existéncia e o lim y(t).

t—o0
Resolucao:

A funcdo g(y,t) = y(y — 1)(cos®(t + y) + et2*92) é de classe C'' em R?, estando por isso
nas condi¢Ges do teorema de Picard-Lindelof. Desta forma, para todos os ¢y e yg em R, o
problema de Cauchy

y = yly —1)(cos(t +y) + ")
(1)
y(to) = vo

tem solucdo unica, definida numa vizinhanca de ¢3. No caso presente, para tg = 0 e
yo € [0,1], seja y(t) a solugdo de (1). Se 0 < y(t) < 1, entdo:

yly — 1) (cos®(t+y) +e"7¥) <0=¢/(1) <0

ou seja, y(t) é decrescente sempre que y(t) € [0, 1].

Vejamos que ndo podemos ter y(t) ¢ [0,1]. Por continuidade da solugdo, basta provar que
n3o existe t > 0 tal que y(t) = 0 ou y(t) = 1. Admitindo que a solu¢do do PVI intersecta
arectay =0emt >0, entdo como y(t) = 0 é solugdo do problema (1) com tp =1 e
yo = 0, tanto y(t) como y(t) = 0 sdo solugcdes desse problema, o que contradiz a unicidade
de solugdo. ldenticamente se mostra que a solucdo do PVI ndo intersecta a recta y = 1.
Conclui-se entdo, por continuidade e monotonia de y(¢), que:

0>y(t) >y >0 para qualquer t>0 (2)
Pelo teorema de extens3o de solugdo, isto implica que y(t) estd definida para qualquer ¢t > 0.
Se yp = 1 entdo a solugdo é y(t) = 1, pelo que lim y(t) = 1.
t—o0

Para determinar o limite no caso em que 0 < yg < 1, usamos o teorema de comparagao de
solu¢bes. Atendendo a que y(t) <1, para t > 0),

2 2 2 2 2 1
cosQ(t+y) 4TV >tV > et >
e

Como y(t)(y(t) — 1) <1,

2_ .2 1 Yo — 1
9(y,t) = y(y = D(cos™(t +y) +e" V) <yly-1) - <=y

A (dnica) solu¢do do problema de Cauchy

W — 1%

e

u(0) = yo
p: —ﬂt ~ ~ _l—yot
é u(t) = yoe e '. Pelo teorema de comparagdo de solugbes, y(t) < yoe ¢ ' e

1-yo

1—
lim¢ . oovoe” = ¢ = 0. (Note que 1 —yo > 0). Como 0 < y(t) < wo e et para
t > 0, resulta que:

lim y(t) =0.

t——+o0



