INSTITUTO SUPERIOR TECNICO
Departamento de Matematica 6 de Julho de 2007

Calculo Diferencial e Integral I

Resolucao do 2° Exame
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(2,5) 1. Considere os seguintes subconjuntos de R:
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a) Mostre que A = [—7,—3[U]0,7].
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pelo que A = [—W,—%[U]O,W].

b) Determine ou mostre que nao existem, em R,

min ANQ, infB, max(ANDB), sup(AN (R\Q)).

min ANQ néao existe. De facto, sendo V.(—7)NANQ # (), para qualquer
e > 0, e —m um minorante de A (ou seja —m é o infimo de AN Q) a
irracionalidade de —m mostra que nao existe min A N Q.

inf B = 0 porque a sucessao dada por x,, = = ¢ estritamente decrescente
e converge para 0.

max AN B = porque, ANB=BeX=m paran=1.
sup(AN (R\Q)) =7 porque supA=memeR\Q.




(2) 2. Seja (u,) a sucessao definida por

2u,

=1 e Uy =-——, paran > 1.
1 ntl = 3 Tou,’ P =
(a) Prove, por indu¢do matematica, que
2n71
Uy = Eram T para qualquer n € Nj.

(b) Mostre que (u,) é uma sucessao convergente, calculando o limite.

(¢) Determine, a natureza da série

9
E Up, -
n=1

Justifique a sua resposta.

(a)

. A~ . 1-1
Para n = 1 a condigao acima fica u; = ;j =1

proposicao verdadeira.

35 = 1 que € uma

2n71
Hipotese de indugao: Para um dado n € N; temos u,, = o
27’1
Tbse:/un+1:: g;ITT:jEEIT.
Da definigao por recorréncia, temos u, 1 = 3_%;:;” e da hipdtese de
inducao, resulta
2u, 22 o 3n — on
Uu = et —= .
"84 2u, 34225 3 —20 3vH—32n 4 2n
2" 2"

T3l (3—1)20 el —ogndl’
como queriamos demonstrar.

Como se pode verificar de

2n—1
un: =

3n __2n
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a sucessao (u,) é convergente e lim u,, = 0.

para todo o n € Ny,

N | —

Atendendo a que se trata de uma série de termos positivos e que o
limite

u Toan— 2 2
lim — — Jiy 32 iy & 2
Up U, 3+ 2u, 3

. ’ . o0 /
existe e é menor que 1, conclui-se que )~ u,, é convergente.
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(3) 1. Seja f: R\ {0} — R a funcao definida por

o) =ancts (5 )

(a) Justifique que f é continua no seu dominio.

A fungao f é continua em qualquer ponto x # 0 porque a funcgao f

é a composicao da funcao x +— arctgz, continua em R, com a funcgao
1 3

T+ =, continua em R\ {0}.

(b) Mostre que existem os limites laterais de f em 0 e determine, justificando, se f
¢é prolongavel por continuidade ao ponto z = 0.

1
Atendendo a que lim — = oo e lim arctg(y) = j:z, os limites
z—0E VT y—oo 2

laterais de f no ponto 0 sao

J(0%) = lim f(z) = 2,
© ™
F(07) = lim f(z) = -3,

Assim, sendo f(07) # f(07) nao existe o limite de f em 0 e esta nao é
prolongavel por continuidade ao ponto z = 0.

(c) Calcule os limites lim f(z) e lim f(z) e indique o contradominio de f.

T——+00 T——00

Sendo x +— arctg r uma fungao estritamente crescente em R e x — % é
estritamente decrescente em cada um dos intervalos R~ e R temos que
f é tambem estritamente decrescente em cada um dos intervalos R™ e
R*. Decorre da continuidade de f, do valor dos limites laterais em 0 e

dos limites

r—F00 r—3F00

1
lim f(x)= lim arctg (3—\/5) = arctg(0) =0
que o contradominio de f é o conjunto

je o =] GofJo3[

(2) 2. Determine a funcao F : R™ — R tal que

F'(x) =log (1 + %) , F(1) =

Do



Uma primitiva de F'’ é dada por
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Sendo que qualquer outra primitiva de F'’ é obtida da anterior por soma
de uma constante real, entao
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1
F(z) =z log (1 + —2) + 2arctgx + C.
x
A condigao F'(1) = 7 significa que

F(l):g & lg@)+-+C== & C=-—log2).

2 2

Resulta que

1
F(z) =z log (1 + —2> + 2arctgx — log(2)
T

para qualquer x € RT.

(3,5) 3. Calcule o valor dos seguintes integrais:

%cos(tgas) 214+t ! 2u —1
a)/o R dx , b)/l—(l—i—t)\/%dt’ C)/O (u2+1)(u—|—2)du

a) A fungao integranda é imediatamente primitivdvel no intervalo de
integracao considerado. Aplicando a regra de Barrow resulta

L t B
/04 % dx = [sen(tgx)]g = sen(1).

b) O método de integragao por substituigao é aplicavel recorrendo a
substituicao t = ¢(y) = y*

2 141 V2 14y V2 ] 4y
V= [ — oydy =2 dy
1 (T+0)VE o (T+yHy 1 1+y
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= [2arctgy

= 2arctg(v/2) — = + log <§> .

+ [log(1 + ¢*)]
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¢) A fungao integranda é racional com a seguinte decomposi¢io em
fraccoes simples

2u—1 U 1

W+ Dw+2) w?+1 u+2

Cada uma das fracgoes simples ¢ imediatamente primitivavel no intervalo
de integragao considerado. Resulta da aplicacao da regra de Barrow o
seguinte

/1 2u—1 /1 u /1 1
du= [ ——— —
o (W+1)(u+2) o ur+1 0 u+2
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_ B log(1 + uZ)} Do+ 2)lo
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Considere a fungao f : R — R definida por

flz) = e P22

1. Justifique que f é diferencidvel em R e calcule f”.

Sendo z — 75— uma funcao racional definida em R, é também
diferenciavel em R. Entao f é diferenciavel em R porque é a composta
da funcao exponencial, diferencidavel em R, com uma fungao igualmente
diferenciavel em R.

A derivada de f, para qualquer z € R, é dada por:

' 2
(@)= () em = — 2T o
/(@) (x2—2x+2) ‘ (x2—2:1:+2)26 '

2. Determine os intervalos em que f é monotona.

Sendo f diferenciavel em R, os respectivos intervalos de monotonia sao
determinados pelo sinal de f’. Assim

flz)<0e (2-2)<0ez>V2o0uz < —V2

flla) >0 2-22) >0 —V2<z< V2

Podemos entao concluir que
f(x) é estritamente decrescente no intervalo | — oo, —v/2],

f(x) é estritamente decrescente no intervalo [v/2, 400,

f(x) é estritamente crescente no intervalo [—v/2, v/2].




3. Verifique que f tem extremos locais nos pontos v/2 e —v/2 e diga se estes sdo pontos
de maximo ou minimo.

f tem um minimo local no ponto = —v/2 porque f’(—v/2) =0 com
f(x) est. decrescente em | — 0o, —V/2] e est. crescente em [—v/2,v/2].
f tem um méximo local no ponto = = v/2 porque f’(v/2) = 0 com

f(x) est. crescente em [—v/2,v/2] e est. decrescente em [v'2, +o0l.

4. Mostre que a funcao g definida, para qualquer = € R, por

g(z) = / S p(t)dt
eg”(x).

Sendo a fungao integranda f diferenciavel em R, é também continua em
R e consequentemente o integral indefinido

¢ duas vezes diferenciavel e calcule g'(z)

o) = / Cfe)dt

é uma funcao diferencidvel em R com derivada ¢’(u) = f(u). Entao g é
diferenciavel em R com derivada

9'(x) = (22)"¢'(27) = 2 f(22).
e segunda derivada

2(1 — 222)
(222 — 2z + 1)?

x
e 2z2—2x+1

9"(x) = 2(22)"f'(22) =

5. Determine os pontos de inflexao do grafico de g.

Sendo g duas vezes diferencidvel em R, o sentido da concavidade do seu
grafico é determinados pelo sinal de ¢”. Assim

V2

2
g"(x)<0<:>(1—2x2)<0<:>x>§0ux<—7

V2 V2

g”(l’>>0@<1—2$2)>0<:>—7<$<7

Temos assim que i%ﬁ sao os pontos de inflexao do grafico de g.
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(2) Seja f : R™ — R uma fungao diferencidvel tal que f(1) =1 e que, para qualquer z > 0,

, B 1
IO = e



1. Mostre que, para qualquer x > 1,

dt
1+ t2

fay <t [

(Sugestao: Comece por mostrar que f é crescente.)

Dado que f'(x) > 0, para qualquer z € R, a funcao f é estritamente
crescente e

r>1 = fl)>f1H=1 = f/(x):1+x21[f(x)]2§1+1x2'

Resulta da monotonia do integral e da aplicacao da regra de Barrow

/ 1 c col
f@) S = /1f(t)dt§/1 e
= f(z

Tod
-1 [
dt

142’

= f(m)ﬁl%—/lx

para qualquer x > 1.

2. Prove que existe o limite lirll f(x) e que

N
li <1+ -—.

No intervalo [1,+oo[ a funcdo f é limitada, com se verifica da desigualdade

Toodt 70 T
) <1 ——— =1+ Jarctgt]] =1+ arctg(z) — — <1+ —.
fa) <1+ [ T =1+ g ] B(r) -~ T <1+ ]
e sendo f uma funcgao estritamente crescente fica garantida a existéncia de limite
em +o0o. E evidente que, da desigualdade anterior, resulta

T
li <1+ -—.




