INSTITUTO SUPERIOR TECNICO
Departamento de Matematica 22 de Junho de 2007

Calculo Diferencial e Integral I

Resolucao do 1° Exame e 2° Teste

MEEC, LEEC
(2) 1. Considere os seguintes subconjuntos de R:
?+z—2 2
= > =qe" .
A {xGR R _O},B {e nEZ}

a) Mostre que A = [—2,0[U[1,3[U]3, +o0.
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(—2<z<0)

pelo que A = [—2,0[U[1,3[U]3, 400l

b) Determine ou mostre que nao existem, em R,

min A, supB, max((ANB)N Q), inf(BN(R\Q)).

min A = —2, porque —2 é um minorante de A e —2 € A.

~ . ~ 2 ~ , .
sup B nao existe porque a sucessao dada por z,, = €" nao é majorada.

max AN BNQ = 1 porque, sendo irracionais os ntiimeros da forma e* com

k> 1, 0 conjunto ¢ ANBNQ = {1}.

inf(BN (R\Q)) = e porque a sucessao x,, = e é estritamente crescente com
To=1lex =e.




(1,5)

(1)

2. Estude a existéncia e, se for o caso, o valor em R de cada um dos seguintes limites:

_ n! , log(1+ n) , cos(n)
lim {| ————— 1 1 14+ —=
a) lim \/ n+ (3n)! b) lim arctg(2 +n (—=1)7)’ ) lim ( LT

) (=nn

a) Atendendo a que lim {/a, = lim “2** (se este limite existir), temos

1+ COSELn) 1.

(n+1)!
i 7 n! iy PG g (n+1)! n+ (3n)! _
n+ (3n)! E%W n! n+1+3n+3)
3n)!
=lim(n + 1) n + (3n)
n+1+3n+1)3n+2)!
i n+ (3n)! _
1+33n+2)(3n+1)(3n)!
: Bt T 1 0+1
= e B ) 0o
Bt + ( n + )( n + ) + 00
b) A sucessao u, = % tem subsucessoes ug, € Ug,i1, ambas
convergentes em R, com limuy, = +00 e lim Ugpt1 = —00. Concluimos
que (u,,) nao é convergente, nao existindo assim, em R, o limite da alinea
b).
cos(n) =D cos(n)
¢) lim (1 + g—n) = 1, uma vez que —5;— — 0 e consequentemente

3. Considere a sucessao real (u,) dada por:

Ulzl,

Upt1 = (n+ 1) (n+1)"w, paran>1.

Mostre usando indu¢ao matemética que u, = (n!)", para qualquer n € Nj.

Para n = 1, temos u; = 1 = (1!)!. Supondo por hipétese de indugao que u,,
para dado n € Ny, temos

Uny1 = (A1) (n41)" up, = (n+1)!(n+1)" (n))" = (n+1)!((n + 1)N)" = ((n

como queriamos mostrar.

= ()"

+ 1)|>n+1




(5) Seja f : R — R a funcao definida por
sen

fO=0 e f@)={ 't
senz - arctg(1/2?), sex < 0.

, sex >0

1. Justifique que f é continua em R.

A funcao f é continua no ponto 0 porque

sen x 0
0F) = i = =0=f(0
A = e T = T F0)

f(07) = 111517 senx - arctg(1/x?) =0 - g = 0= £(0)

Para z > 0, a funcao f é continua porque é o quociente das funcoes seno e
x — 1+ e% ambas continuas, em R™.

Para z < 0, a fungao x — arctg(1/z?) é a composicio da funcao x +— arctgw,
contfnua em R, com a funcdo racional # — 1/2% continua em R™. Assim f é
continua porque ¢ o produto das fungoes seno e z — arctg(1/z?) ambas continuas,

em R™.

2. Mostre que os limites lim f(x) e lim f(x) existem e sdo finitos determinando os

r——400 T——00

seus valores.

1

Atendendo a que a funcao seno ¢é limitada e lirf T = 0 e
T— 400 et

lim arctg(1/x?) = arctg(0) = 0 temos

Sen xr
li = 1l =
Jm fle) = lm s =0,

lim f(z) = lim senz -arctg(1/z?) = 0.

T——00 T——00

3. Mostre que f uma funcao limitada.

Decorre da continuidade de f e da existéncia e finitude dos seus limites em +o0.




4. Calcule as derivadas laterais f/(0) e f;(0). Diga se a fungao f é diferencidvel em 0 e

justifique.
Para as derivadas laterais de f no ponto 0 temos
fO+0) - f0) =0
’ . o e
fa(0) = hlg(rJl+ h N hlgél+ h
. senh . 1 1 1
= lim lim =1--—=—
h—0+t h h—ot+ 1 —+ eh 2 2
, 0+ h)— f(0) . senh-arctg(1/h?) — 0
00) = 1 ( —1
Je(0) = lim h e h
. senh @ 7
= lim C—= =,
h—0— h 2 2
Entao f nao é diferenciavel no ponto 0 porque f;(0) # f.(0).

2° Teste Duracao: 1h30

I11

(2) 1. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes

b) sen(2z)V1 + cos?x c)

1
(4+2)Vr

e 1+4arcsenx

V=

61+arcsenx
a) P — el+arcsen:p.
V1—a?

b) P (sen(?x)\/ 1 + cos? x) =P <2 senz cos xV 1 + cos? x)

2
= _5(1 + cos? )2,

(NI

¢) Fazendo \/z =t < x = t*, temos

Plawaws) = () = # () -




(1,5) 2. Calcule a édrea da regiao plana A definida por

1
A:{(x,y)ER2:O<x§2eOSy§ﬁlogx}.

Os pontos de intersec¢ao das linhas que limitam a regiao A sao (2,0), (2, 105 2)
e o ponto com abcissa definida por:

1
Elogsz@logsz@le,
ou seja, o ponto (1,0). Como x%logx>0para1<x<2,aéreaédada por:
2 2 2
1 1 1 1
A:/ — logxdr = [——logzz} —I—/ — - —dr =
1T x 1 ., T
177 1

1 1
=——log2+0+ |——| =—zlog2+ -.
20g + +{ IL 20g +2

Pode ser 1til a representacao grafica da regiao A:

IV

(2) 1. Considere a funcao f : R — R definida por

2

f(@) = (1 - 22)e"~

(a) Justifique que f ¢é diferencidvel e calcule f’(x).

A funcao x — el="* ¢ diferencidvel em R porque é a composicao da funcgao
exponencial com uma funcao polinomial, ambas diferencidaveis em R. Entao f é
diferenciavel em R porque é o produto de um fungoes diferenciaveis em R.

A derivada de f, para qualquer x € R, é dada por:

2

Fl(x) = =27 4 (1 — 22)(—22)e! ™ = 2(22% — 2 — 1)e! ™




(b) Determine os intervalos em que f é monétona.

Sendo f diferenciavel em R, os respectivos intervalos de monotonia sao determinados
pelo sinal de f'(x). Assim

1
f’(az)>O<:>(2:c2—x—1)>0<:>:c>1oux<—§

1
f’(a:)<0<:>(2x2—x—1)<0<:>—§<:1:<1.
Podemos entao concluir que
f(z) ¢ estritamente crescente < x €] — 00, —1/2] ou [1, +00|

f(z) é estritamente decrescente < x € [—1/2,1]

(c) Verifique que f tem extremos locais nos pontos —% e 1 e diga se estes sao pontos
de maximo ou minimo.

f tem um méximo local no ponto x = —% porque f’(—%) =0 com
f(z) est. crescente em | — oo, —1/2] e est. decrescente em [—1/2,1].
f tem um minimo local no ponto z = 1 porque f’(1) =0 com

f(z) est. decrescente em [—1/2,1] e est. crescente em [—1/2, +o0].

(2) 2. Seja g : R — R a funcao definida por

2

g(x) = f(sent)dt
1/4
em que a funcdo f é dada por f(y) =1 — 2y para qualquer y € R.

(a) Justifique que g é diferenciavel e calcule g'(z).

Sendo a fungao integranda ¢ — f(sent) = 1 — 2sent, continua em R, o integral
indefinido

u

o(u) = f(sent)dt

1/4

é uma fungao diferencidvel em R com derivada ¢'(u) = f(senw). Entao g é dife-
renciavel em R porque é a composicao de ¢ com uma funcao polinomial e

g'(x) = (%) ¢'(2?) = 22 f(sen 2?) = 22(1 — 2sen z?).

(b) Determine, caso exista em R, o limite lirr} f(z)/g(x).
z—1/2

Sendo f e g diferencidveis em R e g(1/2) = f(1/2) = 0 podemos recorrer a regra de
Cauchy para obter
/ E—
lim LI): lim /(@) = 2 :
e—1/2 g(x)  a—1/2g'(x) 1 —2sen(1/4)




vV

(3) Seja f : R — R uma fungao com segunda derivada continua.

1. Mostre que, para qualquer natural n > 1,

f (1) +f <—%) = 2£(0) + Jon) £ S50 e a6, € [—1,1].

n 2n2

(Sugestao: Use a férmula de Maclaurin de f).

A funcao f, duas vezes continuamente diferencidvel em R, corresponde a férmula de
Maclaurin de 1* ordem:
"
F@) = 10) + 02+ L1 g2
em que & estd entre 0 e  para qualquer x € R. Tomando x = :I:%, para um natural
n > 1, obtemos

P(8) =y SO S (D) g SO S

2n2 n 2n?

em que oy, B, € [—1,1]. Entao a soma é

(2 e s (-2) = s 4 PO LI

n 2n

2. Prove que a série

(s (5) 1 () -)

¢ absolutamente convergente.

A continuidade da segunda derivada f”, garante que esta é uma funcao limitada no
intervalo [—1, 1], ou seja

1f"(x)] < M, Yaoe[-1,1].

Assim, da expressao obtida em 1. obtemos
F(3) 45 (=2) - 2r0)| = va el 10

para qualquer natural n > 1. Atendendo a que ) # ¢ uma série de Dirichlet
convergente resulta do critério geral comparacgao que a série

(s (5) 1 () -0)

¢é absolutamente convergente.

M M

<Vn— = —.
n2  np3/2

Vvn




