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I

1. Considere os seguintes subconjuntos de R:

i
A=z €eR: . <2 ¢, B={y/n : neN}.
Tz —
a) Mostre que A =] — 00, 1[ U |1, 2].
2
- 1
St PPN |x|\$ [ <9
r—1
& (lz|<2hz>1)V(z] > —2A2<1)
& (I<z<2)v(z<l)
&z €]—o0,1[U]L,2]
pelo que A =] — o0, 1[U]1,2].

b) Determine, ou mostre que nao existem em R, inf A, max(A N R\ Q), max B,
inf(BNR\ Q), sup(BNQ).

inf A nao existe, em R, porque A contém o intervalo nao minorado | — oo, 1].

max(A N R\ Q) nao existe porque 2 é o supremo mas nao um elemento de
ANR\ Q. De facto, 2 é um majorante de ANR \ Q,

2e¢Q e  V.2)N(ANR\Q)#0, Ve>D0.

Atendendo a que B = {O, 1,v2,/3, .. } temos
inf BN R\ Q= v2.
Sendo N C B os conjuntos B e BN Q nao sao majorados, logo

max B

sup(B N Q)

} nao existem, em R.

¢) Dé um exemplo, ou justifique a ndo-existéncia, de sucessoes reais (u,,) tais que:

i) (u,) tem termos em A, é crescente e divergente.

Nao existe tal sucessdo. Uma vez que A é majorado, qualquer sucessao
crescente em A serd monotona e limitada, logo convergente.




ii) (u,) tem termos em A e converge para um elemento de R\ A.

(u,) dada por
1
u, =14+—, VneN;
n

é um exemplo de uma sucessao que satisfaz a condigao ii).

iii) (u,) tem termos em B e é convergente.

(u,) dada por
u, =1, VneN;

é um exemplo de uma sucessao que satisfaz a condicao iii).

2. Estude a existéncia e, se for o caso, o valor em R de cada um dos seguintes limites:

2
, 22\ " . (2n)! 447 . sen((—1)"n)
2) (” 3z> D e O T

1 N L ny L
: 22\ " ‘ 2\ 2\ " ‘ 5 n
10 — 1, uma vez que 0 < \/g < 1, logo <\/§) - 0.

n _4n
b) lim —(Qn)! A = lim _(277,)! —1 e = lim —(QH)! =
n—-+oo 2N + (4n)! n—-400 (4n)! é—;), +1 n—-+o00 (4Tl)!
. 1 n n
nkrfoo @n T 1)..(4n) = 0, uma vez que 0 < % < % — 0 e da

— 0.

mesma forma, (42—:)!
—1)»
c) lim sen((—=1)"n)
n—-+400 (—1)"71
e % — 0.

0, uma vez que sen((—1)"n)/(—1)" é limitada

I1

Considere a fungao real de variavel real definida por

f(z) = /7 — darctg(1/z).

1. Mostre que D =] — 00, 0[U[1, +00] é 0 dominio da funcéo f.

O dominio da funcao f é o conjunto

{reR:m—4arctg(l/x) > 0Nz #0} ={z € R\ {0} : 1/ <tg(n/4)}
={reR\{0}:1/xz <1}
= | —00,0[U 1,40




2. Calcule, se existir em R,

lim f(x).

z—0~

Sera f prolongavel por continuidade a x = 07

lim f(z) = lim /7 — 4arctg(l/z) = /7 — 4(—7/2) = V3.

z—0~ z—0~

f é prolongavel por continuidade a z = 0 dado que lim f(x) ¢é finito.
z—0~

3. Estude f quanto a continuidade.

Sendo = + 1/z uma funcdo racional continua em R\ {0} e x — arctgz
continua em R o teorema da continuidade da fungao composta garante que
x +— arctg(l/x) é continua em R\ {0}. Da mesma forma a continuidade da
fungao polinomial z +— 7 — 4 garante que = — 7 — 4arctg(l/z) é continua
em R\ {0}. Esta dltima fungdo é nao-negativa em | — oo, 0[ U [1, +oo] pelo
que o teorema da continuidade da funcao composta garante que f é continua
no seu dominio.

4. Calcule, se existirem em R, os limites lim f(x)e lim f(x). Determine, justificando,

T——00 r—+400

o contradominio de f.

lim f(x) = lim /7 —4arctg(l/z) =7 —4-0= /7.

r—+o00 xr—+00

Decorre da monotonia de x +— arctgx que x — arctg(l/z) é uma funcao
estritamente decrescente nos intervalos R~ e RT. Consequentemente f é
estritamente crescente nos intervalos | — oo, 0[ e [1, +00[. A continuidade de f
e o teorema do valor intermédio garantem que o contradominio de f é

(), tim f(@)[U] lim_f(@), lim f()] = [0,vA[ U |V, V3n|

T——+00 T——00

5. Considere a fungao g : R — R definida por

g(:p)—{ (x—=1)f(z), sex>1

N Q se x < 1.

Determine o valor de o € R para o qual g é diferencidavel no ponto 1, indicando ¢'(1).
Justifique a resposta.

Para as derivadas laterais da funcao g no ponto 1 temos

iy e 9A+R)—g) o (A+h-1)f(1+h) -0 B
9(1) = lim, = h = lim f(L+R) =0,

+00 sea <0

1+7) —g(1
() = tim JEFR =9 e )y a0
h—0— h—0—

—o0 sea >0

Entao ¢ é diferenciavel no ponto 1 apenas se a = 0, e nesse caso ¢'(1) = 0.




I11

Considere um numero real a > 0 e a sucessao (u,,) definida por

U = o+ 1,
2 2
U, + o
Upy1 = "27 para n > 1.
n

1. Mostre que (u,) é uma sucessao decrescente com termos positivos.

Mostra-se por indugdo matemédtica que (u,) tem termos positivos. De facto,
u; = 8 > 0 e se por hipotese de indugao for w,, > 0 temos

2 2
u, +a

2Uy,

> 0.

Un+1 =

Da mesma forma verificamos que u,, > « para qualquer n € N. De facto, u1 = > «
e se por hipdtese de inducao for u,, > a temos
u? + a? (U, — )

Upyr —v= 2 —q=-—"—"2>9
mt 2y, 2u,, ’

dado que (u,) tem termos positivos.
Que (u,) é uma sucessao decrescente é agora simples de provar

u? + o? (o — up)(uy + @)
Up+1 — Up = —7—— — Up =
2Uy, 2Uy,

< 0.

2. Justifique que (u,) é convergente e indique lim w,,.

Da alinea anterior temos que (u,) é mondtona e limitada. De facto
0 < u, < wuy para qualquer n € N.

Assim (u,) é convergente com limu, = a € R. Sendo limu,.; = limu, = a, o
numero a satisfaz a condicao
a’ + o? 9 9

a=— = a =0 = l|a=a
2a

Atendendo a que (u,) tem termos positivos, obtemos lim u,, = «.




