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LEIC-A, LEMat, LEAmb, LEAN, MEAer,
MEBiol, MEC, MEEC, MEMec, MEQ - 2a fase

I

1. Considere os seguintes subconjuntos de R: (5 val)

A =

{
x ∈ R :

|x + 2| − 1

x− 2
≤ 0

}
, B =

[
− 3,

√
2

]
a) Mostre que A = ]−∞,−3] ∪ [−1, 2[.

|x + 2| − 1

x− 2
≤ 0 ⇔ (|x + 2| ≤ 1 ∧ x > 2) ∨ (|x + 2| ≥ 1 ∧ x < 2)

⇔ (x + 2 ≤ −1 ∧ x < 2) ∨ (x + 2 ≥ 1 ∧ x < 2)

⇔ (x ≤ −3 ∧ x < 2) ∨ (x ≥ −1 ∧ x < 2)

⇔ x ∈]−∞,−3] ∪ [−1, 2[

pelo que A = ]−∞,−3] ∪ [−1, 2[

b) Determine, caso existam em R, ou mostre que não existem

inf A ∩B, max A ∩B, sup A ∩B ∩ (R\Q), max A ∩B ∩Q, max A ∩ R+.

Sendo A ∩B = {−3} ∪
[
−1,

√
2
]

e A ∩ R+ =]0, 2[ temos

inf A ∩B = −3, max A ∩B =
√

2, sup A ∩B ∩ (R\Q) =
√

2

e não existem, em R

max A ∩B ∩Q, max A ∩ R+.

c) Indique, se existir em R̃, o ı́nfimo do conjunto A ∩ R−.

Em R̃, inf A ∩ R− = inf(]−∞,−3] ∪ [−1, 0[) = −∞



2. Calcule, se existir em R̃, o limite das sucessões seguintes: (4 val)

2n10 + 6n3 + 5

5n12 + 7n6 + 33n− 12
, n2 cos(nπ),

n

√
3n3 + 2

2n − n
,

(
1− 2

n4

)n2

lim
2n10 + 6n3 + 5

5n12 + 7n6 + 33n− 12
= lim

2 + 6/n7 + 5/n10

5 + 7/n6 + 33/n11 − 12/n10
lim

1

n2

=
2

5
× 0 = 0.

Seja un = n2 cos(nπ) = n2(−1)n e consideremos as subsucessões u2n = n2 e

u2n+1 = −n2. Como lim u2n = +∞ e lim u2n+1 = −∞ o limite não existe em R̃.

Seja vn = 3n3+2
2n−n

e, atendendo a que vn > 0 para todo o n ∈ N1, consideremos
a sucessão vn+1/vn. Como

vn+1

vn

=
3(1 + 1

n
)3 + 2

n3

3 + 2
n3

·
1− n

2n

2− n+1
2n

→ 1

2

conclúımos que lim n

√
3n3+2
2n−n

= 1
2
.

lim
(
1− 2

n4

)n2

= lim
((

1 + −2
n4

)n4
) 1

n2

= (e−2)0 = 1.

II

Considere a função real de variável real definida por (6 val)

f(x) =
2

|e2x − e−2x|
+ arctg (3x).

1. Determine o domı́nio de f .

Para x pertencer ao domı́nio de f devemos ter e2x − e−2x 6= 0. Como

e2x − e−2x = 0 ⇔ e4x − 1 = 0 ⇔ e4x = 1 ⇔ x = 0,

o domı́nio de f é R\{0}.

2. Calcule, se existir em R̃,
lim
x→0

f(x).

Será f prolongável por continuidade a x = 0?

Como lim
x→0

arctg(3x) = arctg 0 = 0 e

lim
x→0

2

|e2x − e−2x|
= +∞

temos lim
x→0

f(x) = +∞ o que implica que f não é prolongável por continuidade

a x = 0



3. Estude f quanto à continuidade.

Sendo x 7→ 3x (polinomial) e x 7→ arctg x funções cont́ınuas o teorema da
continuidade da função composta garante que x 7→ arctg(3x) é cont́ınua em R.
Da mesma forma a continuidade das funções x 7→ ±2x e x 7→ ex garante que
x 7→ e±2x são cont́ınuas em R. Como x 7→ |x| é cont́ınua, em R, os teoremas
da diferença e quociente garantem que f é cont́ınua no seu domı́nio.

4. Calcule, se existir em R̃, lim
x→−∞

f(x) e determine, justificando, o contradomı́nio de f .

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

2

|e2x − e−2x|
+ lim

x→−∞
arctg(3x)

=
2

limx→−∞ |e2x − e−2x|
+ lim

x→−∞
arctg(3x)

=
2

+∞
+ (−π

2
)

= −π

2
.

Por um lado, sendo f(x) > −π
2

para todo o x 6= 0 e f cont́ınua em ] −∞, 0[
o teorema do valor intermédio garante, atendendo ao valores de lim

x→−∞
f(x) e

lim
x→0−

f(x), que f (]−∞, 0[) =]− π
2
, +∞[. Por outro lado f(x) ≥ 0, para todo

o x ≥ 0, logo conclúımos que o contradomı́nio de f é ]− π
2
, +∞[.

III

Seja (un) a sucessão definida por (5 val){
u1 =

√
3,

un+1 =
√

3 + un para n ≥ 1.

1. Mostre por indução matemática que
√

3 ≤ un < 3, para todo o n ∈ N1. Será (un)
uma sucessão limitada?

Para n = 1 a condição acima fica
√

3 ≤ u1 =
√

3 < 3 que é uma proposição
verdadeira.
Hipótese de indução: Para um dado n ∈ N1 temos

√
3 ≤ un < 3.

Tese:
√

3 ≤ un+1 < 3.
Usando a hipótese de indução, temos

√
3 ≤ un < 3 ⇒ 3 +

√
3 ≤ 3 + un < 6 ⇒

√
3 +

√
3 ≤

√
3 + un <

√
6

⇒
√

3 <

√
3 +

√
3 ≤ un+1 <

√
2
√

3 < 3

⇒
√

3 ≤ un+1 < 3,

como queŕıamos demonstrar.
Como |un| < 3 para todo o n ∈ N1, conclúımos que (un) é uma sucessão
limitada.



2. Demonstre por indução matemática que (un) é crescente.

(un) é crescente sse un+1 − un ≥ 0 para todo o n ∈ N1. Para n = 1 a condição

anterior fica u2 − u1 =
√

3 +
√

3−
√

3 ≥ 0 que é uma proposição verdadeira.

Hipótese de indução: Para um dado n ∈ N1 temos un+1 − un ≥ 0.

Tese: un+2 − un+1 ≥ 0.

Da definição por recorrência acima, temos

un+2 − un+1 =
√

3 + un+1 − un+1 =
√

3 + un+1 −
√

3 + un

=
3 + un+1 − (3 + un)√
3 + un+1 +

√
3 + un

=
un+1 − un√

3 + un+1 +
√

3 + un

.

Usando a hipótese de indução temos un+2 − un+1 ≥ 0, como queŕıamos
demonstrar.

3. Indique, justificando, se (un) é uma sucessão convergente, determinando o seu limite,
caso este exista.

(un) é limitada e crescente logo é convergente. Seja lim un = a. Então, dado
que lim un+1 = lim un, temos

lim un+1 = lim
√

3 + un =
√

3 + lim un ⇒ a =
√

3 + a ⇒ a2 − a− 3 = 0,

logo conclúımos que lim un = 1+
√

13
2

.


