INSTITUTO SUPERIOR TECNICO
Departamento de Matematica 9 de Dezembro de 2006

Calculo Diferencial e Integral I

1° Teste

LEIC-A, LEMat, LEAmb, LEAN, MEAer,
MEBiol, MEC, MEEC, MEMec, MEQ - 2* fase

1. Considere os seguintes subconjuntos de R: (5 val)
2| -1
A—{xER:uSO}, B:[—3,\/§}
T —2
a) Mostre que A =] — 0o, —3] U [—1,2].
2| -1
%go < (Jz+2/<1Az>2)V(Jz+2>1Ax<2)
x_
& (r+2<-1Az<2)V(z+2>1ANz<2)
& (x<-3ANx<2)V(r>—-1Nz<2)
& z€]—o0,-3|U[-1,2]
pelo que A =] — o0, —=3]U[—1,2]

b) Determine, caso existam em R, ou mostre que ndo existem

inf AN B, max AN B, supAN BN (R\Q), max AN BNQ, max ANRT.

Sendo AN B = {-3}U[-1,v2] e ANR* =0, 2] temos
inff ANB = -3, maxANB =2, sipANBN(R\Q) = V2
e nao existem, em R

max AN BNQ, max ANRT.

¢) Indique, se existir em I@, o infimo do conjunto ANR™.

Em R, inf ANR~ = inf(] — 00, =3] U[~1,0[]) = —c0




2. Calcule, se existir em R, o limite das sucessoes seguintes:

2n1% + 6n® + 5 2 cos(n) 2313 +2 ] 2\"
n nm - —
5n'2 4+ 7nb + 33n — 12’ ’ 2n —n’ n?
. 2n1% + 6n® +5 ’ 2+6/n" +5/n'° . 1
im = lim im —
5n'2 + Tnb + 33n — 12 5+ 7/n+33/ntt —12/n10 n?
2
=-x0=0.
5)
Seja u, = n%cos(nm) = n*(—1)" e consideremos as subsucessoes Uy, = n? e
Uspr1 = —n2. Como lim usg, = +00 e lim us, 1 = —o0 o limite nao existe em R.
Seja v, = 3275——22 e, atendendo a que v, > 0 para todo o n € Ny, consideremos

a sucessao vn41/v,. Como

Upr S1+EP+5 1-2
fry . —

1
Un 3+ % 2l 7

I1

Considere a funcao real de variavel real definida por

2

1. Determine o dominio de f.

(6 val)

Para z pertencer ao dominio de f devemos ter €** — e=2% = (). Como

e e -1=0c"=1c2=0,

o dominio de f é R\{0}.

2. Calcule, se existir em ]IN%,
lirr(l] f(z).

Sera f prolongavel por continuidade a x = 07

Como liH(l) arctg(3z) = arctg0 =0 e

2
lim

20 [e2 — 22| 00

ar=0

temos lir% f(z) = 400 0 que implica que f nao é prolongével por continuidade
€Tr—>




3. Estude f quanto a continuidade.

Sendo z — 3z (polinomial) e x +— arctgx fungdes continuas o teorema da
continuidade da func¢ao composta garante que = — arctg(3x) é continua em R.
Da mesma forma a continuidade das fungoes = — +2x e x +— e” garante que
r — 2% s30 continuas em R. Como z +— |z| é continua, em R, os teoremas
da diferenca e quociente garantem que f é continua no seu dominio.

4. Calcule, se existir em I@, lim f(z) e determine, justificando, o contradominio de f.

2
A fw) = gy T, i, arctg(37)

2
+ lim arctg(3z)

- lim, . o |€2* —e 27|  2—-c0

2 s
=G T
__T
--T

Por um lado, sendo f(x) > —% para todo o z # 0 e f continua em | — oo, 0]

o teorema do valor intermédio garante, atendendo ao valores de lim f(x) e
T——00

lim f(x), que f (] —o00,0[) =] — §,4o00[. Por outro lado f(x) > 0, para todo
z—0~
o x > 0, logo concluimos que o contradominio de f é] — 7, 400
Seja (u,,) a sucessao definida por (5 val)

Uy = \/37
Upy1 = V3 +u, para n > 1.

1. Mostre por inducio matemética que v/3 < u, < 3, para todo o n € Ny. Serd (u,)
uma sucessao limitada?

Para n = 1 a condicao acima fica V3<u =v3<3 que é uma proposicao
verdadeira.
Hipotese de indugao: Para um dado n € N; temos V3 <u, <3.

Tese: V3 < Upy1 < 3.
Usando a hipétese de inducao, temos

V3<u,<3 = 3+V3<3+u,<6 = 3+vV3<V3+u,<V6
= V3<\/3+V3<u, <V2V3<3

= V3<u, <3,

como queriamos demonstrar.
Como |u,| < 3 para todo o n € Ny, concluimos que (u,) é uma sucessao

limitada.




2. Demonstre por indugdo matemética que (u,) é crescente.

(uy,) é crescente sse u,1 — u, > 0 para todo o n € Ny. Para n = 1 a condicao
anterior fica us — u1 = v/3 +v/3 —v/3 > 0 que é uma proposicao verdadeira.

Hipotese de indugao: Para um dado n € Ny temos w1 — u,, > 0.
Tese: upio — Upiq > 0.

Da defini¢ao por recorréncia acima, temos

Unto — Unt1 = /3 + Uns1 — Uns1 = /3 + Uny1 — V3 + up
3t Uy — (3t up)
V3 F Unt + V3 F U
. Up41 — Up
BT U FV3 F U,

Usando a hipétese de inducao temos upio — u,yr1 > 0, como queriamos
demonstrar.

3. Indique, justificando, se (u,) é uma sucessao convergente, determinando o seu limite,
caso este exista.

(u,) é limitada e crescente logo é convergente. Seja limw, = a. Entao, dado
que lim u,, 1 = lim u,,, temos

limu,yy = limv3 +u, = /3 +limu, = a=vV3+a = a*>—a—-3=0,

1+4/13
.

logo concluimos que lim u,, =




