1 Funcoes parciais recursivas

De um modo sucinto pode-se dizer que a classe das fungoes parciais recursivas é
constituida por um certo niimero de fungoes atémicas e por fungoes que se obtém
de outras fungoes parciais recursivas por composigao (substitui¢do), recursao
(recorréncia) ou minimizagao. Assim, para definir rigorosamente a classe das
funcbes parciais recursivas, hd que definir, em primeiro lugar, quem sao as
funcgoes atémicas e o que se entende por composi¢ao, recursao e minimizagao.

Notagao: Para cada n € Ny,
[INg — INo]

representa a classe das funcoes que tém conjunto de partida INj} e conjunto de
chegada INyg. O caso em que n = 0 corresponde as constantes naturais. As
funcoes em [IN§ — INp| sao designadas funcoes n-drias ou de aridade n.

Definigao!: FUNGOES ATOMICAS/PRIMITIVAS
Designam-se fungoes atémicas (ou primitivas) as seguintes fungoes

e a constante 0, usualmente designada Z (zero)
e \x.z+ 1 € [INg — INy|, usualmente designada S (sucessor)
e paracadan e IN el <i < n,
A2y ... zp.xi € [INg — INo|
usualmente designada U, ; (projeccdo n, i).
Definigao: FUNGAO DEFINIDA POR COMPOSIGAO (OU SUBSTITUIGAO)

Sejam k € IN, n € INg, f € [INf — INog] e g1,...,9x € [IN} — INg]. A fungdo
em [IN} — INg|

h=Xx1...xn.f(g1(x1, . Zn)y ooy gk (X1, .0y 2))

diz-se definida por composi¢ao (ou substituigao) a partir de f e g1,..., g.

Exemplo:

1. A funcdo h = Azy. |2 — y| é definida por composicio a partir de?
f=Xzyr+y, g1 =Aryx —yegs = ry.y — x, isto é

Mz, y) = f(g1(z,y), g2(z,9)) = (x —y) + (y — )

!Estas notas sdo baseadas em Sintaxe e Semaéntica de Linguagens I, J-F Costa,
DMIST,2000; Introducdo a teoria da computagao, C. Sernadas, Editorial Presenga, 1993;
Computability-an introduction to recursive function theory, N. Cutland, Cambridge University

Press, 1980
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2. A fungdo h = \xy.max(z,y) é definida por composigao a partir de f =
Axy.x +y, Usp e de g = Azy.x — y, isto é

hz,y) = f(Uza(z,y),9(x,y) =y + (x —y)

Proposigao:
Sejam n € INg, f € [IN} — INg) e g € [INJ™? — IN]. Existe uma e uma s6
funcio h € [INJ™ — INo] tal que

.h(xla"'vznao):f(xb'"axn)
o h(xla ey Ty Y + 1) = g(xla “ee a$n,y7h(ﬂfl, .. axnay))‘
Defini¢gdo: FUNGAO DEFINIDA POR RECURSAO (OU RECORRENCIA)

Sejam n € INg, f € [IN} — INo] e g € [INJ'™? — INp]. A fungdo h € [INJ™! —
INy| tal que

o h(z1,...,2,,0) = f(x1,...,2p)
o h(z1,...,xn,y+1)=g(z1,...,Tn,y, h(T1,...,20,Y)).

diz-se definida por recursao (ou recorréncia) a partir de f e g.

Observagao: E possivel definir outras formas de recursao. A definicao de
recursao acima apresentada é usualmente designada recursao primitiva.

Exemplo:

1. A funcao h = Axy.x +y é definida por recursao a partir da funcao unéria
f e da funcao ternaria g seguintes

e funcao f:
- h(z,0) = f(z)
— h(z,0) ==z

e portanto f = \z.x
e funcao g:
— h(z,k+1) =g(z,k,h(z,k))
— hz,k+1)=x+(k+1)=(x+k)+1="nh(z,k)+1
e portanto g = Axyz.z + 1

2. A funcdo® h = Az.z — 1 é definida por recursio a partir da constante f e
da funcao bindria g seguintes

e constante f:
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- h0)=f
— h(0)=0
e portanto f =0
e funcao g:
— h(k+1) = g(k, h(k))
—hk+1)=(k+1)—-1=*k+1)-1=k
e portanto g = A\zy.x

3. A funcao® h = Azy.z — y é definida por recursio a partir da funcio undria
f e da funcao ternaria g seguintes

e funcao f:
= h(z,0) = f(x)
— h(z,0) ==z

e portanto f = Ax.x
e funcao g:
— h(z, k+1) =g(z,k,h(z, k))
— bz k+1)=2—(k+1)=(x —k)—1=nh(z,k) -1
e portanto g = Azyz.z — 1

Definicao: OPERADOR u
Sejamn € INg e f € [Wé”“ — INy]. Para cada z1,...,x, € INy, define-se

wy.(f(z1,...,xn,y) =0)

como o mais pequeno ¥y, se existir, tal que

f(x1,...,xp, 2) estd definida para cada z < y
e
f(mla"'axnay) =0.
Se nao existir um tal y, entdao o valor de py.(f(z1,...,zn,y) = 0) nao estd

definido.

Definigao:FUNGAO DEFINIDA POR MINIMIZAGAO
Sejam n € INg e f € [INg** — INg]. A fungdo g € [IN} — INy] tal que

g=2x1...xq.uy.(f(z1,...,20,y) =0)

diz-se definida por minimizagao a partir de f.

Exemplo:

‘dado que k+1> 1,
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1. A fungao h = Az. “x/4 se x é multiplo de 4 e nao definida caso contrario”
¢é definida por minimizacao a partir da funcao binaria

f(z,y) =[4y — z|

isto é
h(z) = py(|4y — = |=0)

2. A funcao h = Ax. “quociente da divisao inteira de x por 4” é definida por
minimizagao a partir da fun¢ao bindaria

flz,y) = (x+1) —4(y+1)

isto é .
hz) = py((z +1) —4(y +1) = 0)
pois h(z) =“menor y tal que = < 4(y + 1)”

3. A fungdo h = Ax. “raiz cibica inteira de x” é definida por minimizagao a
partir da fungao binéria

flay) =(z+1) = (y+1)°

isto é
h(z) = py((x+1) = (y+1)° =0)

pois h(z) =“menor y tal que = < (y + 1)3”

Podem agora definir-se a nogao de fungao (parcial) recursiva e outras nogoes
associadas.

Defini¢ao:FUNGCOES (PARCIAIS) RECURSIVAS

A classe R das fungoes (parciais) recursivas® é a mais pequena classe que contém

as fungoes atomicas e é fechada para a substituicao, recorréncia e minimizagao.
Outra forma, equivalente, de definir esta classe é a seguinte. A classe R é a

classe de funcoes definida indutivamente como se segue:

e todas as fungoes atémicas pertencem a R

e se k,n € INg, f é uma funcao de aridade k pertencente a R e g1,...,gx
sao funcoes de aridade n pertencentes a R entdao a fungao h definida por
composigao (ou substituigdo) a partir de f e g1, ..., gr também pertence
aR

e sen € INy, f é uma funcao de aridade n pertencente a R e g é uma fungao
de aridade n + 2 pertencente a R entao a fungdo h definida por recursao
a partir de f e g também pertence a R

Smuitas vezes, para enfatizar o facto de se tratar aqui de funcoes (e nao necessariamente
apenas aplicages) a classe R designa-se classe das fungdes parciais recursivas



e sen € INg e f é uma funcao de aridade n + 1 pertencente a R entao a
funcao ¢ definida por minimizacao a partir de f também pertence a R.

Defini¢gdo: FUNCOES PRIMITIVAMENTE RECURSIVAS
A classe Pgr das fungoes primitivamente recursivas é a mais pequena classe que
contém as fungoes atémicas e é fechada para a substituicao e recorréncia.

Um predicado primitivamente recursivo é um predicado cuja caracteristica
¢é primitivamente recursiva.

Como provar que uma funcao f € parcial recursiva, ou seja, que pertence a R?

Para provar que uma funcao f é parcial recursiva é necessiario mostrar que
ela pode ser obtida a partir de funcoes atémicas e das operagoes de composicao
e/ou recursao e/ou minimizagdo. Uma forma de o conseguir pode ser a exibi¢ao
de uma derivagao (ou demonstracao) da funcao, ou seja, uma sequéncia

fi
f2
f]
fa
tal que
e fnéf

e para cada 1 < j < n, f; é uma funcao atémica ou é uma funcao que é
obtida por composi¢ao, recursao ou minimizacao a partir de fungoes em

{fl?"'afjfl}-

Definigao: DERIVACAO DE FUNGAO

Seja f € [IN — INg], com n € INy. Uma derivagao (ou demonstragao) de f é
uma sequéncia fifo... f, de funcoes parciais recursivas tal que f, é f e, para
cada 1 < j < mn, f; ¢ uma funcao atémica ou é uma fungao que é obtida por
composigao, recursdo ou minimizagao a partir de fungoes em {fi,..., fj—1}.

Proposigao:
Sendo f € [IN} — INg], com n € INy, f é uma funcao parcial recursiva sse
existe uma derivagao (ou demonstracao) de f.

Exemplo: Apresentam-se seguidamente algumas derivagdes. Em algumas
situagoes, e para simplificar, pode omitir-se a (sub)derivagdo de uma dada
funcao indicando que foi provado que essa fungado é parcial recursiva (abre-
viadadamente, “f.p.r.”).

e A funcgdo h = Azy.xr + y é parcial recursiva:



1. \z.w Ui
2. \xyz.z Usg3
3. Ax.x+1 S
4. A\zyz.z+1 C(3;2)
5. Azy.x+y R(1,4)

Uma outra forma de mostrar que h = Azy.x+y é parcial recursiva consiste
em construir uma expressao que ilustre o modo como a h é obtida a
partir das fungoes atomicas e das operacoes de composigao, recursao e
minimizacao: h = R(Uy,1,C(S;Us3).

e A funcdo h = Az.xz — 1 é parcial recursiva:

1. 0 A
2. \zy.x Uz
3. Avr — 1 R(1,2)

Uma outra forma de mostrar que h = Az.z — 1 é parcial recursiva consiste
em construir uma expressao que ilustre o modo como a h é obtida a
partir das funcoes atomicas e das operacoes de composicao, recursao e
minimizacdo: h = R(Z,Us ).

e A funcdo h = Axz.xy — y é parcial recursiva:

1. \x.x Ui
2. \zyz.z Uss
3. Az — 1 f. p. r. (provado)
4. Aryz.z — 1 C(3;2)
5. \ry.x —y R(1,4)

e A funcdo h = Azy. |z — y| é parcial recursiva:

L Azyx —y f. p. r. (provado)
2. Azy.x+y f. p. r. (provado)
3. \ry.x Uz
4. \zy.y Uz
5. \ry.y — x C(1;4,3)
6. A\zy. |z —y| C(2;1,5)



2 Funcoes parciais recursivas e fungoes URM-computaveis

Prova-se que a classe das fungoes parciais recursivas coincide com a classe das
fungoes URM-computédveis, isto é, R = C. A prova pressupbe que se mostre,
em particular, que as func¢oes atéomicas sao URM-computéaveis e que as funcoes
obtidas por composicdo, recursao ou minimizacao a partir de fungoes URM-
computéveis sdo também URM-computaveis. O facto de R = C permite que
se possam fazem provas azriomdticas de computabilidade.

Seguidamente apresentam-se as proposicoes que estabelecem estes resulta-
dos.

Proposigao:
As funcoes atémicas sdo computdaveis pela maquina URM.

Prova:

e 7 é calculada pelo programa Z(1)

e S é calculada pelo programa S(1)

e Uy, paracadan € IN e 1 <7 <mn, é calculada pelo programa 7'(i, 1)
Proposigao:
Sejam k,n € INg, f € [IN¥ — INo] e g1,...,gr € [IN} — INg. Se fegi,...,gk

sao funcoes URM-computaveis entao a fungdo h definida por substituicao (ou
composigao) a partir de f e g1, ..., gr também é URM-computavel.

Prova: Sendo F, (G1,...,G programas normalizados para f e gi,..., gk, re-
spectivamente, e

m = maz{n, k,p(F),p(G1),...,p(Gpn)}

o programa H que calcula h é
T(1,m+1)

T(n,m+ n)
Gilm+1,....m+n—m+n+1]

Ggm+1,....m+n—m+n+k|
Fim4+n+1,....,m+n+k — 1]

Proposigao:

Sejam n € INg, f € [IN} — INo] e g € [INJ™ — INg]. Se f e g sdo fungdes
URM-computéveis entao a funcao h definida por recursao a partir de f e g
também é URM-computavel.

Prova: Sendo F' e G programas normalizados para f e g, respectivamente, e

m = max{n + 2, p(F), p(G)}



o programa H que calcula h é
T(1,m+1)

Tn+1,m+n+1)
F[1,...,n —>m+n+ 3]

P, J(m+n+2m+n+1,0)
Gm+1,...m+nm+n+2m+n+3—

m +n+ 3]
S(m+n+2)
J(17 17 l2)
Yun T(m +n+ 37 1)
Proposigao:

Sejan € INge f € [ﬂV(’)”l — INp] uma fungao URM-computavel. A fungao g
definida a partir de f por minimizacao é URM-computavel.

Prova: Sendo F' programa normalizado para f e
m =maz{n+ 1, p(F)}

o programa G que calcula g é
T(1,m+1)

T(n,m+n)
L, Fim+1,....m+n+1—1]
J(,m+n+2,0)
S(m+n+1)
(1 17l2)

(m+n+1,1)

’ﬂk

Proposicao: Tem-se que R = C, isto é a classe das fungoes parciais recursivas
coincide com a classe das fungoes URM-computéaveis.

Prova (esbogo): Prova-se seguidamente que R C C. A prova do caso C C R
pode ser consultada, por exemplo, num dos livros recomendados na bibliografia
da cadeira: Computability-an introduction to recursive function theory, N. Cut-
land, Cambridge University Press, 1980.

Como se viu anteriormente, uma funcao f é parcial recursiva (ou seja, per-
tence a R) sse existe uma demonstragao, ou derivagao, da funcao, ou seja, uma
sequéncia

fifeoo fn
tal que

o fnéf

e para cada 1 < j < n, f; é uma funcao atémica ou é uma funcao que é
obtida por composi¢do, recursao ou minimizacao a partir de funcées em

{fl?"'afjfl}-



A prova de que R C C decorre por indugao no comprimento das derivagoes
(isto é, no nimero de elementos da derivacao).

Prova da base: Mostra-se que qualquer funcao f € R que tenha uma
derivacao de comprimento 1 é URM-computavel (isto é, f € C). De facto,
pela definicao de derivacao, se f tem derivagao de comprimento 1, f é o tnico
elemento da derivacdo e necessariamente f é funcao atémica. Como todas as
fungoes atémicas sao URM-computéveis, o resultado fica estabelecido.

Prova da passo: Mostra-se que qualquer funcao f € R que tenha uma
derivagdo de comprimento n, n > 1, é URM-computavel (isto é, f € C) ad-
mitindo, por hipdtese de inducao que fungoes em R que tenham derivagao de
comprimento menor que n sao URM-computdveis.

Seja f € R com derivagao de comprimento n

fifeo o fn.

Sendo k < n, derivagao fifa ... fi € uma derivacao de fj e portanto fr € R.
A derivacao de f; comprimento menor que n, logo, pela hipdtese de indugao,
fr ¢ URM-computédvel. Conclui-se assim que, para cada k < n, fi é URM-
computéavel.

Por definicao de derivacao, f, ¢ uma funcao atomica ou é uma funcao
que é obtida por composi¢ao, recursao ou minimizag¢ao a partir de fungoes em
{fi,.--, fn=1}. No primeiro caso, como todas as fun¢oes atémicas sao URM-
computaveis, o resultado fica estabelecido. Nos outros casos, o resultado fica
também estabelecido porque (i) pelo pardgrafo anterior, fi,..., f,—1 sdo URM-
computaveis e (ii) pelas proposigoes anteriores, fungoes obtidas por composicao,
recursao ou minimizagao a partir de fungoes URM-computdveis sdao também
URM-computéaveis.

OBSERVACAO: Uma outra forma de provar que R C C consiste em fazer uma
prova por inducao sobre o conjunto (indutivamente definido) R. Neste caso, a
prova da base de indugao consiste em provar que todas as fungoes atémicas sao
URM-computaveis. A prova do passo de indugao consiste em provar que (i) se
feNt — Nyl e g1,...,gr € [IN} — INg], k,n € INy, sdo URM-computéveis
entao a funcado obtida por composicao de f com g1, ..., g ¢ URM-computavel;
(ii) se f € [IN} — INg] e g € [INJT? — INg|, n € INp, sio URM-computaveis
entdo a fungao obtida por recursao a partir de f e g ¢ URM-computavel e (iii)
se [ € [NSL'H — INg], n € INp, é URM-computavel entao a funcao obtida por
minimizacao a partir de f é URM-computavel.

3 Provas axiomaticas de computabilidade

O facto de R = C permite provar que uma funcao é URM-computivel sem
construir um programa que a calcula. Tais provas designam-se por provas az-
tomdticas de computabilidade.

De facto, como R = C, se se provar que uma funcao f pertence a R, exibindo
a correspondente derivagdo, tem-se também que f pertence a C. Assim, prova-
se que uma funcao é URM-computavel nao directamente através da construcao



de um programa que a calcula, mas de uma prova de que a funcao é parcial
recursiva. A derivacao referida é a prova axiomatica da computabilidade de f.
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Proposigao:
Se M e (@) sao predicados m-arios, n € I[Ny, decidiveis entao também sao de-
cidiveis os predicados

.—|M
e M ANQ
e MVQ

Prova: Tem-se que

o coy é Ay .. xnl = ep(xy,. .., Tp)

o cvnQ € ATt .. xp.Cpr (T, ..., Xn)cQ(Xn, ., )

o cuvQ é Axy ... xpmazx(cyp (2, ..., xn), cQ(x1,. .., 2p))
Proposigao:

Seja n € INg e R um predicado n + 1-ario decidivel entdo a fungao

o menor y, se existir, tal que R(z1,...,ZTn,y)
)\1'1, vy .
indefinida, caso contrario

é U RM-computavel.

Prova: A fungao em questao € igual a

Azy, . oy (sg(cr(21, . ., T, y)) = 0)
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