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1 Programas URM e funcoes URM-computaveis

1. Faga o fluxograma correspondente a cada um dos programa URM seguintes e indique
as fungoes de aridade 1, 2 e 3 que sao calculadas por estes programas. Para cada
um dos programas diga ainda se é ou nao normalizado e indique o respectivo espaco
de trabalho (p).
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2. Prove que as seguintes funcoes em [IN) — INo|, n € INy, sao URM-computéveis e,
para cada um dos programas desenvolvidos, diga se o progama é ou nao um programa
normalizado e indique qual o valor do seu espago de trabalho (p):
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h(z,y)=x+y

h(z) = sg(z) (se x =0 entao 0 senao 1)

h(x) = sg(x) (se x # 0 entdo 0 sendo 1)

h(z,y) = mazx(z,y)

h(z,y) = min(x,y)

h(z) =2 +1 (xr ménus 1, ie., se x> 1 entdo x — 1 sendo 0)

x,y) = se (x < 2) entdo 1 sendo 0

h(z,y) =2 xy

h(z,y) =z ~vy (x ménus y, i.e., se x > y entdo  — y sendo 0)
h(z,y) = se x > y entdao = — y

hz,y) =z —y |

h(z) = quociente da divisao de = por 2

h(z,y) = ¥

h(z) = Yi<i<e @

h(z) = y onde y é o nimero de ocorréncias em x do maior digito de x. S6é pode
usar os oraculos DIGN, DEZ e LESS.

h(z) = y onde y é o nimero que se obtém eliminandp de x os digitos que surgem
em posigoes pares, assumindo que o primeiro digito é o das unidades, o segundo
o das dezenas, etc. Por exemplo, h(635798) = 378. S6 pode usar os ordculos
SUM, DEZ, PROD, DIGN.

h(z) =1 se x é um palindromo e h(z) = 0 caso contrdrio. S6 pode utilizar os
oraculos SUB1, DEZ, LESS, DIGN.

h(z) =1 se x é um palindromo e h(z) = 0 caso contrario. S6 pode utilizar os
oraculos SUM, DEZ, PROD, DIGN.

h(x) =y onde y é o niimero que é obtido invertendo a ordem dos digitos de x.
Por exemplo, h(345) = 543). Pode usar os oraculos SUM e DEZ.



3. Prove que os seguintes predicados sobre os naturais sao URM-decidiveis:

(a) P(z) =“x éigual a 3”

(b) P(z) =“z é diferente de 3”

(¢) P(z) =“z é maior que 3”

(d) P(xz) =“z é menor ou igual a 3”
(e) P(xz,y) =z éigual ay”

(f) P(z,y) =*“ x é diferente de y”
(g) P(x,y) =“x é menor que y”
(h) P(x,y) =“ x é maior que y”

(i) P(z,y) =“x é maior ou igual que y”
() P(z) = “ é par’

(k) P(x) = “x é impar”

(1) P(z) = “x é multiplo de 3”
(m) P(z) = “z nao é multiplo de 3"

2 Funcgoes parciais recursivas

1. Prove que as seguintes fungoes em [INJ — INg]|, n € INp, sdo funcoes parciais recur-

sivas:
(a) h(z,y)=z+y
(b) 1. h(zx)=2 =1 (x ménusl,ie., sex >1entdo z — 1 sendo 0)
2. h(z,y) =2~y (r ménus y, i.e., se x > y entdo  — y sendo 0)
(c) hz,y) =z —y|

(d) 1. hi(z,y) = maz(z,y)
2. ho(z,y) = min(z,y)
(e) 1.¢=0
2. Cl1 =
3. ¢, = konde k € INg
4. ho(x) =0
5. hl(x) =1
6. hi(x) =k onde k € IN
(f) hlz,y) =z xy
(8) h(z) = !
(h) h(z,y) =a¥
(i) L. h(.%',y) = Zi<y !

onde se assume que » ;o ' =0

2. h(z,y) = Hz‘<y a’ )
onde se assume que [[,.o ' =1



(J) L. h(l‘,y) = Zi<y f(x72)
onde f é uma aplicagao de aridade 2 parcial recursiva
e se assume que Y, f(z,i) =0

2. h(l’,y) = Hi<y f(l‘,’L)
onde f é uma aplicagdo de aridade 2 parcial recursiva
e se assume que [[; o f(z,7) =1

1. sg(x) = se x = 0 ent@o 0 sendo 1

2. sg(x) = se x # 0 entdo 0 sendo 1

(1) h(z,y) = se x >y entao 1 sendo 0
(m) h(z,y) =se z >y entdo z + 1 senao y + 1
(n) h(x,y) = se x >y entao z¥ senao y*
(0) h(z,y,z) =se x < (y+ z) entdo = + y sendo x + z
(p) rm(x,y) = se x = 0 entao y senado resto da divisao inteira de y por x
(q) qt(z,y) =se x =0 entao 0 sendo quociente da divisao inteira de y por

1 sexédivisordeyouxr=y=0

0 se x nao é divisor de y ou (x =0 e y #0)

(s) 1. h(z) = se z é quadrado perfeito entao /x
2. h(x) = se x é cubo perfeito entao /z
(t) 1. h(z)=x/2se x é par
2. h(x) = x/4 se x é miltiplo de 4
(u) 1. h(xz) = raiz quadrada inteira de x
2. h(x) = raiz cubica inteira de x
(v) h(z,y) = quociente da divisdo inteira de y por = se x # 0
(W) h(z,y) =z —ysex >y
(x) h(z,y) = y/x se x é divisor de y e x # 0
(y) mod(z,y) = se x # 0 resto da divisao de y por x
() @)

sendo f uma aplicacao parcial recursiva undria injectiva

. Sejam k,n € INg, f € [IN} — INg] e g1,...,9x € [IN} — INg]. Mostre que se f e
g1, - - -, gk sao funcoes URM-computdveis entao a funcao h definida por substituicao
(ou composigao) a partir de f e g1,...,gx também é URM-computavel.

. Sejam n € INg, f € [IN} — INg] e g € [IN'™? — INg]. Mostre que se f e g sdo
funcoes URM-computéaveis entao a fungao h definida por recursao a partir de f e g
também é URM-computével.

. Sejan e INge f € []N(;LJrl — INg]. Mostre que se f é URM-computdvel entao a
fungado g definida a partir de f por minimizagao é URM-computéavel.

. Prove aziomaticamente que as funcgoes descritas em 1. sao URM-computaveis.



6. Seja f € [IN} — INg], n € INp, uma funcao total URM-computavel. Prove aziomati-
camente e sem utilizar minimizacao que

o menor z < y tal que

TlyeeesXTp,2) =0 se existir tal z
g(xlw"axn?y): f( ! " )

Y se nao existir tal z
é URM-computavel.

7. Prove aziomaticamente que as seguintes funcoes em [IN}' — INg], n € INg, sao URM-
computaveis:

1 sex =0
(a) D(w) = { nimero de divisores de x  se x # 0
(b) Pr(x)= se z é primo entao 1 senao 0
<c>p<x>={0,. oro orime
z-ésimo numero primo se z # 0
assumindo-se que o primeiro primo é 2, o segundo é 3, ...

0 sex=0ouy=0

(d) exp(w,y) = o expoente do y-ésimo nimero primo

na factorizagao prima de x sex#0ey#0

0 sex =0

(e) dg(x) =

ntimero de digitos de x (base decimal) se z # 0

8. Prove aziomaticamente que os predicados sobre os naturais seguintes sao decidiveis:

(a) P(x,y) =“x éigual a y”

(b) P(z,y) =“z é diferente de y”

(¢) P(z,y) =“x é maior ou igual que y”
(d) P(z,y) =“r é maior que y”

(e) P(z,y) =“x é menor ou igual que y”
(f) P(x,y) =“z ¢ menor que y”

(g) P(z) = “x é par”

(h) P(xz) = “z é impar”

(i) P(z) = “x é multiplo de 3”

(j) P(x) = “z nao é multiplo de 5”

(k) P(x) = “xz é um quadrado perfeito”

9. Mostre que se M e N sao predicados sobre os naturais de aridade n decidiveis entao
também sao decidiveis os predicados



(a) ~M
(b) M AN
(c) MV N

10. Seja M um predicado sobre os naturais de aridade n 4 1 decidivel. Mostre que sdo
decidiveis os predicados

(a) My(z1,...,2n,y) = “M(z1,...,2n,2) para todo z < y”
(b) My(z1,...,zn,y) = “existe z < y tal que M(z1,...,x,,2)"

11. Seja M um predicado sobre os naturais de aridade n + 1 decidivel.
(a) Mostre que é URM computdavel a fungao g € [INJ — INy| tal que
o menor z < y tal que

M(zy,...,2n,2) se existir tal z
g(z1,. .., xy) =

0 se nao existir tal z
(b) Mostre que ¢ URM computével a fungao g € [INJ' — INy| tal que
o menor z tal que

M(x,...,xn, 2 se existir tal z
g(x1,.. . ) = (@1, 2n, 2)

nao definida se nao existir tal z
3 Godelizagao de programas URM

1. Sendo 7 : INg X INg — INg, £ : IN X IN x IN — INg, B: I — INg e
7 Upen (INE) — INy as bijeccdes estudadas, calcule:

(a) m(1,0), m(2,4), 7(3,2), 7(4,2) e 7(3,5)

)
(b) 7#=1(4), #=1(31), #=1(39), 7~ 1(47), 7= 1(72), 7~1(83) 7 1(103) e 7~1(83)
(c) &(1,1,1), £(1,2,1), £(3,1,3) e £(3,4,5)
(d) €71(19), £71(39), £71(103), £71(159) e £71(191)
(e) B(Z(1)), B(Z(5)), B(S(3)), B(5(6)), B(T(2,11)), B(T'(3,4)), B(J(1,1,1)) e B(J(2,1,2))
(f) 671@8), 71(12), 671(13), B71(25), B~1(34), B7(39), B~'(58) e B~(79)
(g) 7(1,1,1), 7(2,0,1), 7(3,2,1, 7(1,2,3), 7(0,2,1) e 7(1,3,0)
(h) 771(8), 771(13), 771 (24), 7= 1(41), 7=1(71), 771(129) e 771 (241)
2. Indique o c6digo do programa URM:
(a) <Z(1)>
(b) <S(1)>
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4. Calcule ¢7, W7 e Ex



10.

11.

Calcule ¢og, Wag e Eoq
Calcule ¢gs, Wgs € Fgg
Calcule

(a) @159, Wisg € Eisg
(b) ¢%59, W1259 € E%59

Calcule

(a) d639, Wesg € Eeag
(b) ¢%397 W6239 e Egsg

Calcule

(a) ¢1343, Wizas e Eiza3

(b) PT343, Wisgs € Efzgs

Calcule

(a) ¢a127, Waio7 € Eqi27
(b) ¢421127, W42127 € E2127

Calcule

(a) ¢g224, Waaoa € Egooa

(b) ¢§2247 W82224 € E§224



