PROPOSICAO: Seja G = (V,I,P,S) uma gramdtica regular. Eriste uma
expressao reqular o € Ry tal que L(a) = L.

Prova(esbogo): No que se segue, ¥ =V U [.

1. Seja X e Ve
X—>a1X

X—>akX
X — b Y

X = b, Y
X — B

X — B
todas as producgoes em P que tém X como membro esquerdo onde k,m,n € INg,
Ay ..y, 01, .0 € I, Y1,...Y, € V., Br1,...,08, € I U{e} e existe no
méximo um 1 < j <n tal que 3; = e.
Tem-se que a linguagem gerada por X em G é

LX) = {a} LX) U . .. U {ag} L(X)U
{hi}L(Y1)U...U {bk:}L'(Ym) U{BitU...U{Bn}
L(X) = {a1,. .. ar, }L(X) U {bl}LQﬁ) U U b L(Ym) U{Br, ... B}

L(X)=AL(X)UB

onde A = {al, ce ,ak} e B = {bl}L(Yl) u...uJ {bm}L(Ym) U {51, . ,ﬁn}
Obtém-se assim uma equagao envolvendo conjuntos (linguagens) que tem como
incégnitas as linguagens geradas por cada um dos simbolos nao terminais en-
volvidos, i.e., L(X), L(Y1), ..., L(Yn).

Mostra-se que esta equagao tem a solugao

L(X)=A*B

para a incognita L(X).
Com efeito, fazendo a substituicado obtem-se
A*B=AA*BUB
i.e.
A*B = (AA* U {e})B
i.e.

A*B=A*B

Assim, dado um simbolo X € V e considerando todas as produgoes que tém
X no membro esquerdo como acima, tem-se que

L(X) = A*B.

Note-se que se B = () entdao L(X) = 0.



2. REGRA-R: Como ficou exposto em 1.,
L(X)=A"B
é solugao (para a incdgnita L(X)) da equagao
L(X)=AL(X)UB

(sendo L(X), A e B como acima). Nesta situacao, diz-se que L(X) = A*B
resulta de L(X) = AL(X) U B por aplicagao da regra-R.

3. Dada a gramética G, Lg é, naturalmente, L(S5), isto é, o conjunto das
sequéncias de simbolos terminais para as quais existe uma demonstragao em G.
Para encontrar L(S) pode proceder-se do seguinte modo:

e para cada simbolo X em V consideram-se todas as produgoes em P cujo
membro esquerdo seja X e constréi-se uma equacao entre conjuntos como
referido em 1

(esta equac@o tem como incdgnitas a linguagem gerada por X, (L(X)) e
as linguagens geradas por todos os simbolos nao terminais envolvidos em
producoes que tenham X como membro esquerdo)

e resolve-se o sistema de equacOes entre conjuntos assim obtido usando
a regra-R, e eventuais substituicoes e aplicacdes de propriedades! das
operagoes sobre conjuntos envolvidas (uniao, concatenagao (ou justaposicao)
e fecho de Kleene) com o objectivo de chegar a uma solu¢ao para L(S)
que explicitamente apenas dependa de subconjuntos de 1.

Tendo em conta que as Unicas operacoes sobre conjuntos que estao envolvidas
sa0 a unido, a concatenacao e o fecho de Kleene é possivel provar que para cada
simbolo nao terminal X, L(X) é um conjunto admissivel, i.e., um conjunto para
o qual existe uma expressao regular « tal que L(X) = L(«).

OBSERVACAO: Usualmente e para simplificar a manipulacao das equacoes, utilizam-
se expressoes regulares para representar ambos os membros das equagoes entre
conjuntos que resultam das produgoes em P. Na resolucao do sistema utilizam-

se entao propriedades das expressoes regulares que reflectem precisamente as
propriedades das operacoes entre conjuntos envolvidas. Em particular, em ter-
mos das expressoes regulares, a regra-R é

REGRA-R: A equacao X = aX + § tem solugdo X = a*(

onde « e 3 sao tais que L(a) = A e L() = B sendo A e B como acima.
Assim, assumindo que V = {X3,..., X, } e que, paracada 1 < j <r,

Xj—a Xl | X; | 0] o XT (8] | )

1 e e . .~ ~ . .~ .. .~
e.g. associatividade da unido e concatenagio (ou justaposigio), comutatividade da unido,
distributividade da concatenacao face a uniao



sao as produgoes em P que tém X do lado esquerdo (na notacao simplificada
usual) e X{,...,Xi, € V, af,... ak,bjl,...,bjm elefpl,....0, e IU{e} o
sistema ¢é usualmente representado da seguinte forma

Xi=alXi 4. +ap Xy +01X] . H L XL+ 8+ 46

X, =aiXo 4 ...+ a5 X + U XT . AU XE 4 BT+ ..+ T

(onde as incdgnitas sdo os simbolos nao terminais) ou, na chamada forma
canodnica,

Xi=(at+.. . +a)Xi +01X} .+ L XL +8L+.. 4+ 8]

X, =(a] +...4+a)Xp + 00X 4B X" 4 BT+ 4B

Como se disse acima, o sistema é resolvido usando a regra-R e as propriedades
das expressoes regulares que reflectem precisamente as propriedades das operacoes
entre conjuntos envolvidas.

EXEMPLO: Dada a gramatica regular G = (V, I, P, S) tal que
o V={SA,C}
o [ ={a,b,c}

S —aS|eS|bA|bC
e P:: A—adA|e
C—cCle

a expressao regular que denota a linguagem gerada por G obtém-se da seguinte
forma:

S=aS+¢cS+bA+bC
A=aA+e¢
C=cC+e

S:a5+cS+bA+bC

A
C
S = (a+c)S—|—b(A+C’)
A=
C=

(a+c) b(A+C)

(a +¢)*b(a* + ¢*)

S
A
C
S
A
c



A expressao regular é a expressao encontrada para o sfimbolo S, isto é, (a +
c)*b(a* + c*).

EXEMPLO: Dada a gramética regular G = (V, I, P, S) tal que
. V={50,D)
o 1={0,1,2}
P ={(5,09),(S,1U),(S,¢), (S,2D), (U,0S), (U,1U), (U,¢), (D, 0S), (D,€)}

S 08|10 |2D |
e P:: U—0S|1U |e
D —0S|e

a expressao regular que denota a linguagem gerada por GG obtém-se da seguinte
forma:

S=0S+1U +2D +¢
U=1U+05+¢

D=0S5+c¢
S=054+1U +2D +¢
U=1*(0S+¢)
D =05+¢
S =08 + 1(1*0S + 1*) + 2(0S + €) + ¢
U=1%(0S +¢)
D=05+c¢
S=0S+11*05 +11* + 205 + 2+ ¢
U=1%(0S+¢)
D=05+c¢

S=(0+11"04+20)S +11*+ 2+ ¢
U=1"(0S+¢)
0S + ¢

D

S = (0+ 11*0 + 20)*(11* + 2 + ¢)
U=1*(0S+¢)

D=05+c¢

A expressao regular é a expressao encontrada para o simbolo S, isto é, (0 +
11*0 4+ 20)*(11* + 2 + ¢).



