PROPOSICAO: Para cada expressao reqular oo € Ry existe um autdmato finito
determinista D tal que L(a) = Lp.

Prova (esbogo):

Prova-se, por inducao na complexidade das expressoes regulares o € Rj que,
para cada expressao regular a € R existe um autémato finito nao determinista
com movimentos €, A, tal que L(a) = L4. Como, por duas proposigoes anteri-
ores, para cada autémato finito nao determinista com movimentos €, A, existe
autémato finito nao determinista , A’, tal que L4 = L4 e para cada autémato
finito nao determinista, A’, existe um autémato finito determinista D tal que
Lp = Ly a proposicao fica assim provada. Segue-se a defini¢do da nogao de
complexidade de uma expressao regular e depois a prova por inducao referida.

A compleridade de uma expressao regular define-se como uma aplicagao
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e C(af) =C(a)+C(B)+1
C(a) + 1.
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(i) Prova-se em primeiro lugar a base de indugao: para cada expressao regular «
de complexidade 0 existe um autémato finito nao determinista com movimentos
€, A, tal que L(a) = L.

e Se o« = a com a € I considere-se o autéomato

A= ({qo0,q1},1,6,q0,{q1})

onde 0 : {qo, q1} x (IU{e}) — 219091} ¢ tal que §(qo, a) = {q1} e 6(q,i) =
nos outros casos. Facilmente se conclui que L(a) = {a} = Lp.

e Se a = () considere-se o autémato

A= ({0, 0}, 1,9,q0,{a01})

onde 6 : {qo,q1} x (I U{e}) — 2001} ¢ a aplicacdo que a cada elemento
do dominio atribui a imagem (). Facilmente se conclui que L()) = () = L.

e Se o = € considere-se o automato

A= ({qo},1,0,q0,{q0})

onde ¢ : {qo} x (I U{e}) — {qo} é a aplicagdo que a cada elemento do
dominio atribui a imagem (). Facilmente se conclui que L(e) = {e¢} = La.



(ii) Prova-se agora o passo de indugdo: admitindo, por hipdtese de indugao, que
para cada expressao regular o’ de complexidade menor ou igual a n (n > 0)
existe um autémato finito ndo determinista com movimentos €, A/, tal que
L) =1L A,,, mostra-se que para cada expressao regular a de complexidade
n+1 existe um autémato finito nao determinista com movimentos €, A,, tal
que L(a) = La,,.

e Se a = B+~ tem complexidade n+1 entao (§ e v tém complexidade menor
ou igual a n e portanto, pela hipdtese de inducao, existem autématos
finitos nao deterministas com movimentos €

Aﬁ = (Ql?Ia 61aQéaFl)

A’y - (Q2717527Q(2]7F2)
tais que L(8) = La,, L(y) = La, e, sem perda de generalidade, Q1NQ2 =
(). Considera-se o autémato finito nao determinista com movimentos e
Aoz - (Q?Ia67q05F1 UFQ)

onde

— Q=Q1UQ2U{qo} onde g ¢ Q1U Q>

—§:Qx (TU{e}) — 29 tal que

8(q0,€) = {a5, 45}

d(qo,a) = () para cada a € I

para cada ¢ € Q1 e a € I U{e}, d(q,a) = d1(q, a)
para cada ¢ € Q2 e a € I U {e}, d(q,a) = d2(q,a).

*

*

*

*

Ter-se-ia de provar agora que L4, = L(8 + 7).

e Se o = 3y tem complexidade n+1 entao 3 e v tém complexidade menor ou
igual a n e portanto, pela hipétese de indugao existem autématos finitos
nao deterministas com movimentos e

A,B - (Ql?-la 617Q(1)7F1)

AW = (Q27I7527Q87F2)
tais que L((3) = Lag,, L(y) = La, e, sem perda de generalidade, Q1NQ2 =

(. Considera-se o autémato finito nao determinista com movimentos e

Ao = (Q1UQ2,1,6,q5, F»)
onde

—6:Q x (TUu{e}) — 29 tal que
* 8(q,€) = {q3} U d1(q, €) para cada ¢ € F}
% 0(q,a) = 01(q,a) paracadaa € I e g € F}
« para cada ¢ € Q1\F1 e a € I U{e}, 6(q,a) = d1(q, a)



* para cada ¢ € Q2 e a € I U{e}, d(q,a) = da(q, a).
Ter-se-ia de provar agora que L4, = L(B7).

e Se a = * tem complexidade n + 1 entao § tem complexidade menor ou
igual a n e portanto, pela hipdtese de indugao, existe um autémato finito
nao determinista com movimentos €

Aﬁ = (Ql?Ia 61aQéaFl)

tal que L(B) = La,. Considera-se o autémato finito nao determinista
com movimentos €
Aa = (QalvéaqmF)

onde

— Q=Q1U{qo} com qo ¢ Q1
- F=F U{q}
—6:Q x (TUu{e}) — 29 tal que
* 0(qo, €) = {ag}
4(qo,a) = 0 para cada a € [
5(q,€) = {q}} U d1(q, €) para cada g € I}
d(q,a) = 61(q,a) para cadaa € [ e g € F
para cada ¢ € Q1\F1 e a € I U{e}, d(q,a) = d1(q, a).

*

*

*

*

Ter-se-ia de provar agora que L4, = L(3*).

NOTA: A construcao acima descrita para obter o autémato A, tal que Ly, =
L(3*) a partir do autémato Az é uma construgdo geral, no sentido em que
é uma construcao que pode ser aplicada qualquer que seja o autémato finito
Ag. No entanto, se o autémato Ag tiver certas caracteristicas, a construcao de
A, pode ser mais simples (nomeadamente, nao é necessario introduzir o novo
estado qp). Tem-se entao a construcao que se segue.

e Seja 0 uma expressao regular e
A,B - (Q17I7 617q87F1)

um autémato finito ndo determinista com movimentos € tal que L(3) =

LAB el

g6 € F1 ou {q € Q; : existe x € T U {e} tal que §(¢q,x) = ¢t} = 0.

LA restricido imposta é necessaria para que esta construcio esteja correcta. Considere-se o
autémato Ag = ({qo,q1},{a,b},d,q90,{q:1}) tal que 6(q0,a) = {¢1} e 6(q1,b) = {qo}. Tem-se
que Ly = L(B) com B = a(ba)* e nao é verificada a restri¢ao indicada. Se se considerar o
autémato A, obtido a partir desta nova construgao tem-se que ab € La, (pois qo passa a ser
um estado final) mas ab ¢ 3*.



Considera-se o autémato finito ndo determinista com movimentos ¢

Aa = (Qh[a 57 qé¢F1 U {qé})
onde
—6:Q1 x (TU{e}) — 291 tal que
x 6(q,€) = {q}} Ud1(g, €) para cada q € F}

* 0(q,a) = d1(q,a) paracadaa € [ e g € F}
« para cada ¢ € Q1\F1 e a € I U{e}, §(q,a) = d1(q, a).

Ter-se-ia de provar agora que L4, = L(3%).

Exemplo: Pretende-se encontrar um autémato finito nao determinista com
movimentos € cuja linguagem seja a linguagem denotada por (11)* + (10)*.
Este automato é obtido de forma incremental da seguinte forma:

o Al = ({q0,q1},{0,1},81,q0, {q1}) onde 41 é tal que

S10] 1 e
@ | 0| {qu} |0
G| 0] 0 |0
d A% = ({g2, 43}, {0, 1}75%,@, {g3}) onde 5% é tal que
210 1 |e
g | 0| {3} | 0
g |0 0 [0

° All = ({QOaQ17QQ7Q3}7 {07 1}75117(107 {%}) onde 511 é tal que

611 |0 1 €
q |0 {CI1} 0
q |0 0 {2}
g2 | 0| {gs} | 0
g3 | 0] 0 0

e Any = ({90,91,92,a3},10, 1}, 6(11), G0, {g3, qo}) onde (1)~ € tal que

Sy | 0 1 €
do0 0 {q1} 0
qn 0 0 {g2}
@2 |0 {et] 0
e |0 0 |{q}
o A3 = ({g5,96},{0,1},0%, g5, {qs}) onde &3 é tal que
sSlol 1 e
s | 0| {g6} | 0
a6 |0 O |0




AO = ({Q77QS}7 {Oa 1}7 507 qr, {Q8}) onde 50 é tal que

do 0 1] e
qr | {as} |0 |0
gs | O [0 |0

o Ao = ({q5, 96,9793}, {0,1}, 601, g5, {gs}) onde d19 ¢ tal que

do1 0 1 €
g5 | 0 | {ge} | 0
g | 0 0 | {q7}
qr | {as} | 0 0
qs 0 0 0

o Auoy = ({¢5, 96,97, 48, 99: }, {0, 1}, 5(10)+, 45, {8, g5 }) onde J(1)~ € tal que

d(10)* 0 1 €
qs 0 | {a} | 0
g6 0 0 | {ar}
g | {gs} | 0 0
qs 0 0 | {e}

A(ll)*—l—(l[))* = ({q07 41,492,943, 44,945, 46, 97, qg}a {07 1},
O(11)*4(10)*» 94, {90 43, G5, g8 }) onde d(11)« 1 (10)- € tal que

5(11)*_’_(10)* 0 1 €
q0 0 {1} 0
q1 0 0 {a2}
% 0 | {as} 0
3 0 0 {0}
q4 0 0 {QO, Q5}
a5 0 | {gs} 0
6 0 0 {a7}
qr {as} | 0 0
qs 0 0 {g5}

A partir do autémato anterior, e usando algoritmos estudados, poder-se-ia obter
um autémato nao determinista sem movimentos € e um autémato determinista.

OBSERVACAO:

e A construgéo acima indicada para a obtengéao de um autémato cuja lin-
guagem gerada é L(f + ) constitui uma demonstracao alternativa para
o resultado, anteriormente apresentado e provado, que estabelece que a
classe das linguagens regulares é fechada para a unido. Assim, dado um
automato A; cuja linguagem é L e um autémato Ay cuja linguagem é
Lo, a construcao acima indicada permite encontrar um autémato A cuja
linguagem é L; U Lo.



A construcao acima indicada para a obtencao de um autémato cuja lin-
guagem gerada é L([(7) constitui uma demonstragao para o resultado,
anteriormente apresentado, que estabelece que a classe das linguagens
regulares é fechada para a concatenacdo. Assim, dado um autémato A;
cuja linguagem é L e um autémato As cuja linguagem é Lo, a construcao
acima indicada permite encontrar um autémato A cuja linguagem é L1 Lo.

A construcao acima indicada para a obtencdo de um autémato cuja lin-
guagem gerada é L((*) constitui uma demonstracao para o resultado,
anteriormente apresentado, que estabelece que a classe das linguagens
regulares é fechada para o fecho de Kleene. Assim, dado um autémato
A cuja linguagem é L1, a construcao acima indicada permite encontrar
um autémato A cuja linguagem é Lj.

Exemplo: Sejam

L1 o conjunto das sequéncias de 0’s e 1’s que tém no minimo dois Os;
Ly o conjunto das sequéncias de 0’s e 1’s que tém no maximo um 1;
L3 o conjunto das sequéncias de 0’s e 1’s que contém a sequéncia 010;

L4 o conjunto das sequéncias de 0’s e 1’s que contém um nimero par de
0’s;

L5 o conjunto das sequéncias de 0’s e 1’s que comecam em 0 e terminam
em 1.

Usando as técnicas aprendidas no contexto do algoritmo que permite con-
struir um autémato finito ndo determinista com movimentos € a partir de uma,
expressao regular, pretende-se encontrar autématos finitos nao deterministas
com movimentos € que reconhegcam exactamente as seguintes linguagens

1.

2.

®© N

LU Ly
L3U Ly

. Ly U Ls
. L1Ly

Lol

Os seguintes autématos reconhecem as linguagens em causa.



01 0 1
e A1 = ({q0,91,92},{0,1}, 01,40, {q2}) onde &1 é tal que g | {01} | {ao}
o | {2} | {a1}
¢ | {e2} | {2}
reconhece exactamente Lq.
09 0 1
o Az = ({po,p1},{0,1},d2,po, {po,p1}) onde d é tal que| po | {po} | {p1}
p1 | {p1} 0
reconhece exactamente Lo.
03 0 1
ro | {r1} | {ro}
o Az = ({ro,m1,72,73},{0,1}, 93,70, {r3}) onde o3 é tal que| r1 | {r1} | {ra2}
ra | {rs} | {ro}
rs | {rs} | {rs}
reconhece exactamente Ls.
04 0 1
o Ay = ({s0,51},{0,1}, 64,50, {s0}) onde 64 é tal que | so | {s1} | {so}
s1 | {so} | {s1}
reconhece exactamente Ly.
05 0 1
o As = ({to,t1,2},{0, 1}, 85, to, {t2}) onde 85 & tal que Z) Eﬁ {2}
ta | {1} | {ta}

reconhece exactamente Ls.

e L1 U Lgy é reconhecida pelo autémato nao determinista com movimentos

e A= ({Qa q0, 41, qup(]’pl}a {07 1}7 57 q, {qQap()vpl}) onde 0 ¢ tal que

1) 0 1 €

g | 0 0 | {q0,p0}
90 | {a1} | {90}
o | {2} | {a1}
@ | {e2} | {e}
po | {po} | {p1}
p1 | {p} | 0

e Para L3U Ly e Ly U Ly faz-se uma construcgao idéntica.
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e [ Ls é reconhecida pelo autémato nao determinista com movimentos €
A= ({QO7 q1, qQap07p1}7 {0’ 1}3 57 q0, {pOap1}> onde ¢ ¢ tal que

0 0 1
q | {o1} | {90}
a1 | {2} | {a}
@ | {2} | {2} | {
po | {po} | {p1}
p1|{pi} | 0
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e [oL; é reconhecida pelo autémato nao determinista com movimentos €
A= ({QO7 qi1, q2:p0:p1}7 {07 1}7 5,1707 {QZ}) onde § é tal que
) 0 1 €

9 | {a1} | {90}
o | {2} | {a1}
@ | {e} | {e}
Po {po} {pl} {QO}
p1 | {p} | O | {qo}

Para LsL4 e L4Ls faz-se uma construgao idéntica.

_S=

L7 é reconhecida pelo autémato nao determinista com movimentos e
A= ({q,9,q1,9},{0,1},6,q9,{q,g2}) onde § é tal que

0 0 1 €
g 0 | 0 |{a}
w0 | {n} | {w}]| 0
@ | {e} |[{n}t] 0
@ | {e2} | {e} | {0}

L3 ¢é reconhecida pelo autémato nao determinista com movimentos €
A= ({po,p1},{0,1},0,p0,{po,p1}) onde § é tal que

o 0 1 €
po | {po} | {p1} | {po}
pi{pit | 0 | {po}

L3 é reconhecida pelo autémato nao determinista com movimentos €
A= ({Q7 {T(]a r1, T2, 7“3}, {07 1}a 67 q, {(L T3}) onde ¢ ¢ tal que

0 1 €
q Q) @ {7’0}
To {T1} {To} @

ri | {ri} | {re} | 0
2 {7”3} {7’0} @
rs | {rs} | {rs} | {ao}

e L} é reconhecida pelo autémato nao determinista com movimentos e
A = ({to, t1,t2},{0,1}, 9, to, {to,t2}) onde 4 é tal que
) 0 1 €
to | {t1} | 0 0
ty | {t1} | {t2} | 0
ta | {t1} | {t2} | {to}




