1 Sistema dedutivo 7

1.1 Arvores e arvores etiquetadas

Informalmente, uma arvore é uma estrutura constituida por um conjunto de

elementos, designados nés, ordenados de um modo particular. Quando se faz

a representacao grafica desses nds seguindo a ordem referida obtém-se uma

imagem que lembra uma arvore, dai decorrendo a designagao dada a estrutura.
Mais rigorosamente, a definicao de arvore é a seguinte.

Definigao 1.1 ARVORE

Uma &rvore é um par (N, <) constituido por um conjunto finito IV, cujos ele-
mentos sao designados nds, e por uma relagao binaria < em N reflexiva, tran-
sitiva, anti-simétrica, com elemento minimo e tal que, dados n,n’,n” € N, se
n<nen<nentdon <n"oun”<n'. O

Recorde-se que uma relacao binaria < em N é um subconjunto < de N x N
e que se usa a nj < ng como abreviatura de (nj,n2) € N. Recorde-se também
que: < é reflexiva se n < n para cada n € N; < é transitiva se, quaisquer que
sejam n,n’,n” € N,sen <n’ en’ <n” entao n < n’; < é anti-simétrica se,
quaisquer que sejam n,n’ € N,sen < n’ en’ < nentaon = n'; < tem elemento
minimo se existe n € N tal que n < n’ para cada n’ € N.

Neste contexto, se n1 < ng, diz-se que o né no é sucessor do né ny, ou, de
modo equivalente, que ny é predecessor de no. O nd ny é sucessor directo de
n1 se ny # na, no é sucessor de nj e nao existe ng distinto de ny e de no que
seja simultaneamente sucessor de n; e predecessor de ns. De modo equivalente,
neste caso, diz-se que ny é predecessor directo de ny. O elemento minimo é
designado por raiz da arvore. Os nds que nao tém sucessores directos sao as
folhas da arvore. Se n é um né folha, o conjunto dos nds que sao predecessores
de n designa-se por ramo da arvore. Note-se que cada ramo inclui o né raiz e
uma Unica folha.

Exemplo 1.2 Constitui uma érvore o par (N, <) em que
— N={n;:0<i<8}

— n; <ng, ng < ng, np < ngi—q e ng < ny; para cada 0 <71 <8,

ng < nz, no <Ny e ng < ng.

O né raiz é ng. Os sucessores directos de ng sao nq € ny. Os sucessores de nq
sao ni, ng, ns e ny. As folhas sao ns, ng, n7 e ng. Existem assim quatro ramos:
{ng,n1,ns}, {no,n1,n3,n7}, {no, ne, ng,ne} e {ng, na, ng,ng}.

Representando graficamente esta estrutura, dispondo os ndés de modo a re-
speitarem a ordenacao induzida por <, com a raiz em baixo e as folhas no topo,
e com uma linha horizontal separando cada né dos seus sucessores directos,
para melhor percepcao, obtém-se



ny ne ng

ns ns Ny

ni n2

no

E também frequente adoptar a representacao em que a raiz se encontra no topo:

no
ni no
ns ns Ty
77 Ng ng
Esta sera a representagao adoptada neste texto. ]

E muitas vezes relevante associar determinada informacao aos nés de uma
arvore, o que pode ser conseguido através de uma fun¢dao cujo dominio é o
conjunto dos nds da arvore. Obtém-se assim uma arvore etiquetada.

Definicao 1.3 ARVORE ETIQUETADA
Uma &rvore etiquetada é um triplo (N, <, etq) em que (N,<) é um &rvore e
etq: N — Etq é uma funcao. O conjunto Ftq é o conjunto das etiquetas. [

Exemplo 1.4 Considerando a arvore (N, <) referida no Exemplo 1.2 tem-se
que (N, <, etq) em que etqg: N — INg, com etq(n;) = 2i para cada 1 <i <8, é
uma arvore etiquetada. O conjunto das etiquetas é neste caso o conjunto INg,
pelo que a cada nd se esta a associar um numero inteiro positivo ou nulo.

A sua representagao gréafica é semelhante & anteriormente apresentada mas,
em vez de estarem presentes os nomes dos nds, estao agora representadadas as
etiquetas correspondentes:

14 12 16



1.2 Sistema dedutivo 7

O sistema dedutivo 7, também designado sistema de tableauzr ou sistema ou
cdlculo de Smullyan, é um sistema dedutivo cujas derivagdes sdo arvores eti-
quetadas. A estas arvores dé-se o nome de tableaur. As etiquetas dos nds dos
tableauz sdo conjuntos de férmulas. Os tableaur constroem-se partindo de um
tableau singular (uma &rvore com um dnico né) e aplicando sucessivamente re-
gras de inferéncia do sistema. Se o conjunto de férmulas ® é a etiqueta do né
raiz do tableau diz-se que este é um tableau para P.
No sistema 7 existem onze regras de inferéncia assim designadas:

e regra A
e regra —/\
e regra V
e regra —V
e regra —
e regra o —
e regra ——
e regra V
e regra —V
e regra J
e regra —J

Estao presentes duas regras relacionadas com cada conectivo, com a excepgao
do conectivo -, e duas regras relacionadas com cada quantificador.

A aplicacao de uma regra a um tableau t vai dar origem a um novo tableau.
Este novo tableau é obtido a partir de ¢ acrescentando um ou dois nés sucessores
directos a alguma folha de t. A etiqueta de cada um desses novos nés é um
conjunto de férmulas que depende da regra em causa. Quando se aplica a regra
A, a regra —V, a regra — —, a regra ——, a regra V, a regra —V, a regra 3 ou a
regra —3, é acrescentado apenas um no sucessor a uma dada folha de t. Por isso
estas regras sao designadas regras undrias. No caso da aplicagao de cada uma
das outras regras sao acrescentados dois nds sucessores. Estas outras regras sao
assim designadas regras bindrias.

Uma dada regra s6 pode ser aplicada a um tableau t se na etiqueta de algum
né de t existir uma férmula com a sintaxe adequada. Por exemplo, para aplicar
a regra A a t tem de existir em algum né de ¢ uma féormula do tipo ¢ A ¥ e
para aplicar a regra —A tem de existir uma férmula do tipo =(¢ A1)). Escolhida
a férmula com a sintaxe adequada e o né a que pertence, diz-se entao que a
regra de inferéncia correspondente pode ser aplicada a essa férmula, e é apenas
a folha de um ramo 7 que inclua esse né que a aplicacao da regra permite



acrescentar o(s) novo(s) né(s). Pode também entao dizer-se que o novo tableau
é obtido a partir de ¢t por aplicacao da regra de inferéncia a formula em causa,
relativamente ao ramo r.

Apresentam-se agora as regras de inferéncia do sistema dedutivo 7. Na
representacao usada para estas regras, a féormula acima da linha horizontal
estabelece a sintaxe da formula que deve estar presente na etiqueta de algum né
do tableau para se poder aplicar a regra. As féormulas abaixo da linha horizontal
representam as férmulas que vao estar presentes na(s) etiqueta(s) do(s) novo(s)
né(s) acrescentado(s) por aplicacao da regra. O simbolo | ocorre nas regras
bindrias, caso em que sao acrescentados a uma folha dois nés sucessores directos.
A férmula & esquerda do simbolo | constitui a etiqueta de um dos nés e a férmula
a direita a do outro. Nos outros casos trata-se de regras unarias, sendo apenas
acrescentado um sucessor directo a uma folha. Se estao presentes duas férmulas
separadas por uma virgula, a etiqueta de cada novo né é constituida por essas
duas féormulas, caso contrario a etiqueta inclui apenas a férmula indicada. A
designacao da regra estd presente a direita da linha horizontal.

REGRAS DE INFERENCIA DO SISTEMA 7 :
As regras de inferéncia de 7 sdo as seguintes

REGRA A REGRA —A
p AP (e AY)
A A
0, o |
REGRA —V REGRA V
—(p V) oV
-V v
-, _‘U} 2 | ¢
REGRA — — REGRA —
(¢ =) =1
- — —
©, o |
REGRA —1—
(=)
©



REGRA YV REGRA —V
VY —(Vz )
—V -V
[e]f ~([ly)

t é um termo y € uma variavel que

nao ocorre no tableau

REGRA 3 REGRA —d
Jz ~(Jz )
— 3 — 3
0]y ~([]?)
y é uma variavel que t é um termo

nao ocorre no tableau

Note-se que nas regras —V e 3, para além de ter de existir no tableau uma
férmula com a sintaxe indicada, exige-se ainda que varidvel y nao exista em
nenhuma das férmulas do tableau a que se aplica a regra. Recorde-se ainda que
a notacao [¢|f pressupoe que o termo ¢ é livre para a varidvel z em .

Pode considerar-se apenas o fragmento proposicional deste sistema dedutivo,
ou seja, o sistema que se obtém quando se eliminam as regras V, =V, 3, =3 e se
consideram apenas férmulas proposicionais. Este sistema ¢ designado por 7,,.

Apresentam-se seguidamente véarios exemplos ilustrativos. Para simplificar
a notacao, é usual omitir as chavetas dos conjuntos que etiquetam os nds dos
tableaur. Ao construir um tableau é também usual incluir a designacao das
regras que sao aplicadas na sua construcao.

Exemplo 1.5 Considere-se o conjunto ® = {=(=(¢1 A 1) — 13), 1 A e}
Comece-se por considerar o tableau singular para ®, isto é, a arvore com um
dnico no cuja etiqueta é este conjunto:

=(=(Y1 Apa) — b3), Y1 A e

Tendo em conta as formulas do conjunto, podem aplicar-se duas regras a
este tableau: a regra — —, a férmula —=(¢1 A 12) — 13), e a regra A, a féormula
11 Ao, Aplicando a regra — — obtém-se o tableau seguinte.

(=1 Apa) — b3) s b1 Aba

(Y1 Adg), b3

Ao tinico n6 do tableau inicial acrescentou-se um né sucessor directo, etique-
tado pelo conjunto constituido pelas féormulas (¢ A 12) e =1b3. A designacao
da regra é incluida a direita.

A este novo tableau continua a poder-se aplicar a regra A a férmula 11 As.
Aplicando esta regra obtém-se :



=(=(Y1 Aa) — b3), P1 A e

(Y1 Ag), —bs

¢1 7¢2

A (tinica) folha do tableau anterior acrescentou-se um sucessor directo, cuja
etiqueta é o conjunto constituido por 7 e ¥s. Aplica-se agora a regra —A,
naturalmente & formula —(i; A 1)2):

=(=(Y1 Apa) — b3), Y1 A e

(Y1 Ag), s

¢1 7¢2
=A

- )2

Foram acrescentados dois nds, ambos sucessores directos da folha do tableau
anterior, um etiquetado com —)1 outro com —py. O tableau obtido tem assim
dois ramos.

Recorde-se que todos os tableaur até agora obtidos sao tableaux para o con-
junto @, pois a etiqueta da raiz de cada um destes tableauz é .

Por vezes, para além de se indicar a regra usada, pode ser relevante indicar
explicitamente qual é o né e a formula que permitiram aplicagdo dessa regra.
Nesse caso, numeram-se convenientemente as férmulas, sendo o seu nimero
indicado junto com o nome da regra. No caso que tem vindo a ser ilustrado
neste exemplo ter-se-a:

(= (1 A tha) — g) D, by A P

- (1)
(1 Ap2)®), =g
A, (2)
1,2
A, (3)
- )9

0

Exemplo 1.6 Apresentam-se mais alguns exemplos de tableaux. O primeiro é
o tableau ty para {—(¢1 — (=), 1 V ~tha}:

(Y1 — (—2)), b1 V —ho
wlu _‘<_‘¢2)
(0

/|

P1 )



Segue-se o tableau to para o conjunto conjunto constituido pela férmula

(1 — (P2 —1p3)) = (Y1 —=102) — (Y1 —93))).

Neste caso indicam-se explicitamente as férmulas a que se aplicam as regras.

(1 — (W2 = 1)) — (1 — a) — (Y1 — 1h3)))) M)

- — (1)
Y1 — (P2 — 3)?),
(1 = h2) — (1 — 13))®)
- — (3)
P — ¢§4),
(1 — 1p3)®)
- — (5)
1, 3
— (2)
1y o — ¢;(),6)
— (4)
- o
— (6)
—tpy Y3

O tableau seguinte, o tableau t3, é um tableau para o conjunto constituido

pela férmula
—((Fz P(z)) — (-(3z (=P(x)))))

onde P é um simbolo de predicado unério. Volta-se a fazer referéncia explicita
as formulas a que se aplicam as regras.

~((3z P(z)) — (=(3z (=P(x)))))™

- — (1)
3z P(x)®),
(-3 (~P()®
- (3)
3 (~P(2))®
3(2)
P(y)
3(4)
—P(2)

Recorde-se que ao aplicar a regra 3 ha que utilizar varidveis que nao ocorrem
nas férmulas presentes no tableau.

Segue-se o tableau t4 para o conjunto constituido pela férmula

(B (VyQ(z,9))) — (Vy (32Q(x,y))))

onde () é um simbolo de predicado bindrio.



=((Fz (Vy Q(z,9))) — (Vy Bz Q(x,))))

- —

Jz (Vy Q(x,y)),
~(Vy 3z Q(z,9)))

3
vy Q(z,9)
-V
-3z Q(z,w)
v
Q(z,w)
=3
_'Q(Zaw)

O proximo é o tableau ts para o conjunto
{vz (P(z) = R(x)), ~((P(a) A P(b)) = (R(a) A R(D)))}

onde P e R sao simbolos de predicado unarios. Uma vez mais sao indicadas
explicitamente as férmulas a que se aplicam as regras.

Vz (P(x)— R(z))M),
—((P(a) A P(b))— (R(a) A R(b)))@

- — (2)
(a) A P(b)®),
=(R(a) A R(b))®
A (3)
P(a), P(b)
V(1
P(a) — R(a)®
— (5)
—P(a) R(a)
=A (4)
-R(b) —R(a)
V(1)
P(b) — R(b)©)
— (6)
—P(b) R(b)

Note-se que na construcao deste tableau se aplicou duas vezes a regra V a
féormula (1). Numa das vezes, substitui-se a varidvel x pela constante a e na
outra pela constante b. O

O sistema dedutivo 7 é um sistema de refutagdo. Cada ramo de um tableau
t pode ser visto como correspondendo a uma tentativa de construir uma in-
terpretacao que satisfaca o conjunto ® associado a raiz de t. Em certos casos
essas tentativas falham porque a interpretacao deveria satisfazer simultanea-
mente uma dada férmula e sua negacao. Quando todas as tentativas falham,
pode concluir-se que nao existe nenhuma interpretacao que satisfaga ®.



Assim, como se provard adiante, para determinar se uma féormula ¢ é valida,
pode considerar-se um tableau para & = {—¢}. Cada ramo de ¢ corresponde
entao a uma tentativa de encontrar uma interpretacao que satisfaga -, ou seja,
corresponde a uma tentativa de encontrar um contra-exemplo para a assercao
representada por ¢, isto é, corresponde a uma tentativa de refutar a assergao
representada por ¢. Se todas as tentativas falham, nao existe uma tal inter-
pretagao e portanto ¢ é valida.

No caso de um tableau para ® = {p1,...,¢n, 79}, cada ramo pode ser
visto como correspondendo a uma tentativa de construir uma interpretacao que
satisfaca o1, ..., @, e ndo satisfaca . Se todas as tentativas falham, nao existe
um tal interpretacao e portanto p é consequéncia semantica de @1, ..., @n.

Este assunto sera estudado com detalhe na secgao seguinte. Para tal convém
desde ja introduzir as nocoes de ramo fechado, de tableau fechado, de ramo
aberto, de tableau aberto, de conjunto confutado, de teorema de 7 e de derivagao
em 7. Usar-se-4 Form(r) para denotar o conjunto das férmulas de um ramo r
de um tableau.

Definicao 1.7 RAMO FECHADO E RAMO ABERTO
Um ramo r de um tableau é ramo fechado se existe uma férmula ¢ tal que ¢ e
—p pertencem ambas a Form(r); r é ramo aberto se nao é fechado. U

Exemplo 1.8 O tableau t; do Exemplo 1.6 tem um ramo fechado e um ramo
aberto.

Por vezes é til indicar explicitamente no tableau quais sdo os ramos fecha-
dos. Para este propédsito usa-se neste texto o simbolo x. No caso do tableau t1,
por exemplo, tem-se entao

(1 — P2), 1 V ho
1/117 _‘(_‘1#2)
(0

P1 )

Definicao 1.9 TABLEAU FECHADO E TABLEAU ABERTO
Um tableau t diz-se tableau fechado se todos os ramos de ¢t sao ramos fechados
e diz-se tableau aberto se nao é fechado. O

Definigcao 1.10 CONJUNTO CONFUTADO
Um conjunto de férmulas @ diz-se confutado se existe um tableau fechado para
®. A férmula ¢ diz-se confutada se o conjunto {¢} é confutado. O



Definigao 1.11 TEOREMA DE 7 E DERIVAGAO EM 7
e A férmula ¢ diz-se teorema de 7, o que se representa por
Fr o
se - é férmula confutada.

e Existe uma derivacao da férmula ¢ a partir do conjunto de férmulas @
no sistema 7, o que se representa por

03 o 0
se ® U {—p} é conjunto confutado. O

Exemplo 1.12 Os tableauzt; e t3 do Exemplo anterior sao abertos. Os tableauz
to e t4 sao fechados e portanto

(1 = (Y2 — ¥3)) — (Y1 — P2) — (Y1 — ¥3))))

~((Fz (Vy Q(z,9))) — (Vy 3z Q(x,9))))

sao férmulas confutadas. O tableau t5 é também fechado pelo que
{vVz (P(z) = R(x)), ~((P(a) A P(b)) — (R(a) A R(D)))}

é conjunto confutado.
Consquentemente, tem-se que

Fr (Y1 — (Y2 — 3)) — (Y1 — 2) — (Y1 — ¢3)))

Fr Bz (Vy Q(z,y))) — (Vy Bz Q(=,v)))

e também
{va (P(x)— R(z))} b1 (P(a) A P(b)) = (R(a) A R(D))
O
Deixa-se como exercicio a verificacao de que usando a abreviatura definida

para < e as regras do sistema 7 anteriormente apresentadas se obtém as
seguintes regras (derivadas):

REGRA 71 <> REGRA <«
(e < ¢) @ )
iR ed >
2 _@ | 2 d) P, TIZ) | -, _‘%Z)
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2 Correccao do sistema 7

Como foi referido, cada ramo r de um tableau para ® pode ser visto como
correspondendo a uma tentativa de encontrar uma interpretacdo que satisfaca
®. Um ramo fechado corresponde a uma tentativa falhada porque obrigaria a
que a interpretacao satisfizesse uma certa formula e a sua negacao. Se todos os
ramos de um tableau t para ® sao fechados isso significa que todas as tentativas
falharam e, portanto, ® nao é possivel. Se ® = {—p}, a férmula ¢ é valida.
Com efeito, neste caso, cada ramo do tableau corresponde a uma tentativa
de refutar ¢ (pois é uma tentativa de verificar —p) e se todas as tentativas
falham entao nao é possivel refutar a férmula, pelo que a férmula é valida. Se

O ={p1,...,¢n, ¢}, dado que ® nao é possivel, entao qualquer interpretagao
que satisfaga @1, ..., @, satisfaz obrigatoriamente ¢, pelo que ¢ é consequéncia
semantica de {¢1,...,¢on}

Estas afirmacgoes sao enunciadas de um modo mais rigoroso nas definigoes
e proposicoes seguintes. Uma das nogoes fundamentais é a nogao de correcgao
de regra de inferéncia.

Definigao 2.1 CORRECGAO DE REGRA DE INFERENCIA DE 7
Uma regra do sistema 7 diz-se correcta se verifica a seguinte condicao:

se t é um tableau com um ramo r tal que Form(r) é um conjunto possivel
entao qualquer tableau t' obtido a partir de ¢ por aplicacao dessa regra
tem também um ramo r’ tal que Form(r’) é um conjunto possivel.

0

Todas as regras do sistema 7 sao correctas. Este resultado é estabelecido
na proposicao seguinte.

Proposigao 2.2 CORRECGAO DAS REGRAS DE INFERENCIA DE 7
Todas as regras de inferéncia do sistema 7 sdo correctas.

Prova: Ha que fazer a prova para cada uma das regras.

Regra A: Seja t um tableau e r ramo de r tal que Form(r) é conjunto
possivel. A regra A pode ser aplicada a t quando ¢ A 1) pertence a algum ramo
7 de t, ou seja, ¢ A € Form(F). Da aplicagdo da regra resulta que todos os
ramos de t sao ramos de t/, com excepcao de 7. Em t/, em vez de T, existe
um ramo 7, que resulta de acrescentar um sucessor a folha de 7 e que verifica
Form(7') = Form(T) U {¢, ¥}

Se o ramo r referido no inicio nao é 7 o resultado é trivial.

Suponha-se agora que 7 é r, pelo que Form(T) (isto é Form(r)) é conjunto
possivel. Sendo IMI uma estrutura de interpretacdo e p uma atribuicao, se
DM, p = Form(T) entao, em particular, IMI, p = ¢ A1 e portanto M, p |= ¢ e
M, p = 1. Consequentemente, IMI, p = Form(F) U {¢, 1}, pelo que Form(7)
é um conjunto possivel.

Regra V: O raciocinio é semelhante ao anterior. Neste caso a férmula é do
tipo ¢ V ¢ e, em ¢/, em vez do ramo T estdo presentes os ramos T e Th, em
que cada um deles resulta de acrescentar um sucessor a folha de 7, e tais que

F(r) = F(r)U{p} e F(ry) = F(r) U{y}.

11



No caso em que 7 é r, Form(7) (isto é Form(r)) é conjunto possivel e portanto
existe uma estrutura de interpretagao IMI e uma atribuigao p tais que IM, p =
Form(7). Em particular, IMI, p = ¢ V ¢ e portanto M, p = ¢ ou M, p |= 1.
Consequentemente, M, p = Form(7) U{p} ou IMI, p = Form(7)U{¢} pelo que
ou Form(7)) é um conjunto possivel ou Form(7}) é um conjunto possivel.

Regra V: O raciocinio é semelhante ao caso da regra A, mas neste caso a
férmula é do tipo Vz ¢ e Form(t") = Form(7) U {[¢]f}. No caso em que 7 é r,
Form(T) (isto é Form(r)) é conjunto possivel e portanto existe uma estrutura de
interpretagdo IMI e uma atribuigao p tais que M, p = Form(7). Em particular,
M, p = Vz . Entao, para cada u € U, M, p[r := u] = ¢. Considerando
[ty € U tem-se que, M, plz := [t]};] | ¢. Prova-se, o que se deixa como
exercicio, que se IMI, p[z := [t]},] = ¢ entdo IMI, p = [¢]7. Consequentemente,
M, p = Form(T) U {[¢]{}, pelo que Form(7’) é um conjunto possivel.

Regra 3: O raciocinio é de novo semelhante ao caso da regra A, mas neste
caso a formula é do tipo 3z ¢ e Form(7') = Form(7)U{[]; } em y é uma variavel
que ndo ocorre no tableau. No caso em que 7 é r, Form(T) (isto é Form(r)) é
conjunto possivel e portanto existe uma estrutura de interpretacao IMI e uma
atribuigao p tais que IMI, p = Form(7). Em particular, M, p = 3z ¢. Entao,
existe u € U tal que IMI, p[z := u] = ¢. Considere-se a atribuicao ply := u].
Como y nao ocorre nas férmulas de ¢, tem-se que IM, ply := u| | Form(T).
Como IMI, p[x := u] = ¢ e y nao ocorre em ¢ (pela condicao da regra), prova-
se, o que se deixa como exercicio, que se IMI, p[x := u] = ¢ entdo M, ply :=
u] = [¢]y. Consequentemente, M, ply := u] = Form(T) U {[¢];}, pelo que
Form(7) é um conjunto possivel.

Os outros casos deixam-se como exercicio. O

Estabelece-se agora que ® é um conjunto impossivel sempre que exista um
tableau para ® fechado.

Proposicao 2.3 Seja t um tableau para .

1. Se ® conjunto é possivel entao existe uma ramo r de t tal que Form(r) é
possivel.

2. Se t é fechado entdo ® é impossivel.

Prova (esbogo): (1) Os tableauz sao construidos por aplicagao sucessiva de
regras de inferéncia e portanto a afirmacao é consequéncia da correc¢ao das
regras de 7.

(2) Num tableau fechado todos os ramos sao fechados. Assim, por (1), se ®
fosse um conjunto possivel, o conjunto de férmulas de algum ramo de t seria
um conjunto possivel. Mas o conjunto de férmulas de qualquer ramo fechado
é sempre um conjunto impossivel. Consequentemente, ® é necessariamente um
conjunto impossivel. O

Como corolario da proposi¢ao anterior estabelecem-se resultados que rela-
cionam validade de férmulas e consequéncia seméantica com teoremas de 7 e
derivacoes em 7.
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Corolario 2.4
1. Se o conjunto de férmulas ® é confutado entao ® é conjunto impossivel.

2. Se Fr ¢ entio = .

3. Se {¢1,...,on}t Fr pentao {¢1,...,on} E ¢ O
Exemplo 2.5 A partir dos tableaus ty, £y e t5 anteriores pode concluir-se que

o = (Y1 — (Y2 —43)) = (Y1 — ¥2) — (Y1 — 93)));

o = (3z (Vy Qz,y))) — (Vy (Fz Q(z,v)));

o {Vz (P(z)—R(z))} = (P(a) A P(b)) — (R(a) A R(D)). O

3 Construcao de modelos no caso proposicional

Como foi referido, se existe um tableau fechado para um conjunto ® entao ® é
um conjunto impossivel. Quando nao é possivel construir um tableau fechado
para o conjunto ® é porque este é possivel. Em certos casos pode-se extrair
uma interpretacao que satisfaz todas as formulas em ® a partir de um ramo
aberto de um tableau para o conjunto.

Na seccao trata-se apenas o caso proposicional, isto é, considera-se apenas
o sistema dedutivo 7,,.

Definicao 3.1 RAMO ESGOTADO DE TABLEAU DE 7,
Um ramo de um tableau de 7, diz-se esgotado se para cada férmula ¢ em
Form(r) se tem que

e se p é =) entdo ¢ € Form(r);

e se ¢ 6 11 Ay entao Y1,y € Form(r);

e se p é (11 Aha) entdo ou Py € Form(r) ou —wpg € Form(r);

e se ¢ é 11 V 1y entao ou ¢y € Form(r) ou ¢o € Form(r);

e se ¢ é =(11 V 1hg) entdo =y, —hy € Form(r);

e se p é 1) — 1Py entdo ou —py € Form(r) ou 1y € Form(r);

e se ¢ é =(11 — 1y) entdo 1, iy € Form(r). O

Note-se que para obter tableaur com ramos esgotados basta garantir que se
vao aplicando a todas as férmulas que estao presentes nas etiquetas dos nos
dos tableaux as regras correspondentes, e que as regras vao sendo aplicadas
relativamente a todos os ramos que incluam o né em cuja etiqueta se encontra
a férmula em causa.

Exemplo 3.2 Assumindo que 1, 12 e 13 sd@o simbolos proposicionais, os
tableauz t1 e to do Exemplo 1.1 tém todos os seus ramos esgotados. Note-se que
alguns destes ramos sao abertos e outros sao fechados. (|
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Corolario 3.3
1. Se o conjunto de férmulas ® é confutado entao ® é conjunto impossivel.
2. Se 7 ¢ entao = .

3. Se & F7 p entao ® = . O

A partir de cada ramo aberto e esgotado r de um tableau para ® pode
construir-se uma valoracao que satisfaz ®. E uma valoracao que atribui o valor
1 a todos os simbolos proposicionais que pertencem ao conjunto das férmulas
do ramo e o valor 0 aqueles cuja negacao pertence ao conjunto das férmulas do
ramo. Diz-se que uma tal valoragao é uma valoracao induzida pelo ramo 7.

Definigao 3.4 VALORAGAO INDUZIDA POR RAMO ABERTO E ESGOTADO
Seja r um ramo aberto e esgotado de um tableau. Diz-se que uma valoracao V'
é uma valoracao induzida por r se

e V(P) =1 para cada P € Form(r) N Prop
e V(P) =0 para cada P € Prop tal que =P € Form(r).

Representa-se por V(r) o conjunto de toda as valoragoes induzidas por r. [

Proposigao 3.5
Seja t um tableau de 7, para ® com um ramo r aberto e esgotado. Se V € V(r)
entdo V satisfaz o conjunto Form(r) e consequentemente satisfaz ®.

Prova (esbogo): O primeiro passo da prova consiste em reconhecer que, pelo
facto de V ser induzida por 7, e sendo P um simbolo proposicional, se tem que
V = Pse P e Form(r) e V |= =P se =P € Form(r).

Sendo P e @ simbolos proposicionais, se P A QQ € Form(r), por exemplo,
por definicao de ramo esgotado, P,Q € Form(r) e portanto V = P eV E Q.
Assim V = P A Q.

Se PV Q € Form(r), por exemplo, por definicdo de ramo esgotado, P €
Form(r) ou Q € Form(r) e portanto V= PouV = Q. Assim V =PV Q.

Raciocinando de modo andlogo para as outras férmula em Form(r) pode
concluir-se que V' = Form(r). Note-se que uma prova rigorosa desta proposigao
deverd ser feita por indugao no nimero de conectivos das férmulas.

Finalmente, como ® C Form(r), tem-se que V = ®. O

Exemplo 3.6 Assumindo que 1, 1 sdo simbolos proposicionais, o tableau t;
do Exemplo 1.1 tem um ramo aberto e esgotado. Os simbolos proposicionais que
pertencem a esse ramo sao 11 e Yo e nenhuma negacao de um simbolo proposi-
cional pertence ao ramo. Assim, uma valoragao tal que V(1) = V(i) = 1
é uma valoragao induzida por esse ramo. Esta valoracao satisfaz o conjunto
correspondente a raiz de tj, o conjunto {—=(¢¥1 — (—2)),¥1 V —be}, isto é,

V(=(1 — (¢2))) =1e V(Y1 V—ipo) = 1. O
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Da Proposicao 3.5 decorre que um ramo aberto e esgotado de um tableau
para ® induz uma valoracao que satisfaz todas as férmulas do conjunto ®
correspondente a raiz do tableau. Uma questdo que se pode colocar é a de
saber se havera valoracoes que satisfacam ® e que nao possam ser obtidas a
partir de ramos abertos e esgotados de tableaur para ®. Prova-se de seguida
que se V é uma valoragao que satisfaz ® entdo, dado um qualquer tableau t
para ® no qual cada ramo ¢é fechado ou é esgotado, tem-se que a valoracao V é
induzida por algum ramo aberto e esgotado de t.

Proposigao 3.7

Seja ® um conjunto de férmulas e V' uma valoragao tal que V' = ¢ para cada
p € ®. Entao, dado um qualquer tableau t para ® no qual cada ramo ¢é fechado
ou esgotado, existe um ramo r de ¢ aberto e esgotado tal que V' € V(r).

Prova: Suponha-se, por absurdo, que V' ¢ V(r) qualquer que seja o ramo r
aberto e esgotado de t. Entao, para cada ramo r nestas condigoes, existe P €
Prop que verifica uma das seguintes condigoes: (i) P € Form(r) e V(P) = 0;
(ii) =P € Form(r) e V(P) = 1. Designe-se este simbolo proposicional por P".

Sejam Pi,..., P, os diferentes simbolos proposicionais que ocorrem nas
férmulas em @ e considere-se a formula Ly A. . .AL, em que, paracada 1l <i < n,
Li=PseV(P)=1eL; =—-P;se V(P) =0. Note-se que V |= L1 A... A Ly.

Seja t' o tableau para ®U{L1 A...A Ly} que se obtém juntando Ly A...A Ly,
a etiqueta da raiz de t. Partindo de t’ e aplicando sucessivamente a regra A um
nimero adequado de vezes, é possivel obter um tableau t” para ®U{LiA... AL}
tal que cada ramo r” de t” ou é um ramo fechado de ¢ ou contém um ramo
aberto e esgotado r de ¢ com Form(r)U{Ly,...,L,} C Form(r").

Prova-se agora que cada um dos ramos r” de t”” que contém um ramo aberto
e esgotado r de t é também um ramo fechado. Comece-se por notar que,
dado P € Prop, se P ou —P estd presente nalguma etiqueta de um né de
t entdo P ocorre também em alguma férmula em ®. Considere-se o simbolo
proposicional P" e suponha-se que verifica a condigao (i). Entao P" € Form(r),
logo P" ocorre nalguma férmula em ® e portanto existe 1 < j < n tal que
L;j = P" ou L; = —=P". Como, V(P") = 0, tem-se que L; = —=P". Como
Form(r)U{Ly,...,L,} C Form(r"), tem-se que P",~P" € Form(r"), pelo que
r” é fechado. Supondo agora que P" verifica a condigao (ii), tem-se neste caso
que ~P" € Form(r) e Lj = P" e de novo se conclui que r” é fechado.

Chega-se assim & conclusao que t” é tableau fechado. Pela Proposicao 2.3,
®U{L; A...A Ly} é um conjunto impossivel, isto é, nao existe valoracao V
que satisfaca todas as férmulas deste conjunto. Isto contradiz o facto de que,
por hipétese, V' = ¢ para cada ¢ € P e o facto de que VELi A...AL,. O

4 Construcao de modelos no caso geral

Explica-se agora como no caso nao exclusivamente proposicional é ainda possivel,
em determinadas condigoes, construir interpretacoes que satisfazem um con-
junto de férmulas @, a partir de um tableau para .
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A ideia é semelhante a apresentada no caso proposicional, sendo as inter-
pretagoes obtidas a partir de ramos abertos esgotados. O que é diferente neste
caso é a nocao de ramo esgotado que vai ser utilizada.

Definigao 4.1 RAMO ESGOTADO DE TABLEAU DE T
Um ramo de um tableau de 7T diz-se esgotado se para cada férmula ¢ em Form(r)
se tem que

e se p é =) entdo ¢ € Form(r);

e se p é 11 A entdo 1,19 € Form(r);

e se ¢ ¢ 2(11 A1)2) entdo ou —py € Form(r) ou —pg € Form(r);
e se ¢ é 11 V 1y entdao ou ¢y € Form(r) ou ¢ € Form(r);

e se ¢ é (11 V 1hg) entdo —hy, —hy € Form(r);

e se p é 11 — 1y entdo ou —py € Form(r) ou vy € Form(r);

e se p é (11 — 1hg) entao Yy, e € Form(r);

e se p é Jxp entdo [p]y € Form(r) para alguma varidvel y que nao ocorra
em nenhuma férmula do tableau, excepto na férmula [Lp]"’y“" referida ;

e se p ¢ ~(Vryp) entdo —([p]y) € Form(r) para alguma varidvel y que

nio ocorra em nenhuma férmula do tableau, excepto na formula —([o]y)
referida;

& {Vxp: x e X, ¢ € Form}U{=(Fzv): z € X, € Form}. O

Um ramo de um tableau de 7 é esgotado se verifica todas as condigoes ja
exigidas no caso de tableauz de 7, , mas agora existem mais condigoes. Exige-se
também que em Form(r) nao exista nenhuma férmula do tipo Vz ¢ nem do tipo
—(3z ) e ainda que se em Form(r) existe uma férmula do tipo 3z ¢ ou =(Vz ¢)
entdo em Form(r) existe também [p]? ou —([p]%), respectivamente, para alguma

y y
variavel y que nao ocorra em mais nenhuma férmula do tableau.

Exemplo 4.2 O ramo do tableau ts apresentado no Exemplo 1.6 é um ramo

esgotado. O ramo do tableau t4 apresentado no mesmo Exemplo nao é um

ramo esgotado porque contém a férmula YyQ(z,y). Por um motivo semelhante

também nao sao esgotados os ramos do tableau t5 no mesmo Exemplo.
Considere-se agora o tableau tg:

~((Fz Q(x)) — (V& Q(x)))
3z Q(z), ~(Vz Q(x))
Qy)

Q)
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O ramo deste tableau é também um ramo esgotado. ([l

Enuncia-se agora o resultado que descreve como a partir de ramos esgota-
dos de um tableau de 7 se obtém uma interpretagdo que satisfaz o conjunto
associado a raiz do tableau.

Recorde-se que se considera fixado um alfabeto de primeira ordem Alf com
conjunto de simbolos de funcao SF, conjunto de simbolos de predicado SP e
conjunto de variaveis X.

Proposigao 4.3 Seja r um ramo aberto e esgotado de um tableau de 7 para
®. Considere-se uma estrutura de interpretacao IMI = (U, I) tal que

e U é o menor conjunto que verifica as seguintes condigoes

— todos termos que ocorrem nas férmulas em Form(r) pertencem a U
— todas os simbolos de constante em SF' pertencem a U

— para cada simbolo de funcao em SF com aridade n > 0 e termos
t1,...,t, €U, f(tl,...tn) eU

e para cada simbolo de constante c em SF, cpy = ¢

e para cada simbolo de funcao f em SF com aridade n > 0 e termos
ti,.o sty €U, far U™ = U é fpp(ty, ... tn) = f(t1,...,tn)

e para cada simbolo proposicional em SP, Ppy = 0 se =P € Form(r) e
Ppr = 1 caso contrério

e para cada simbolo de predicado P em SP com aridade n > 0 e ter-
mos t1,...,t, € U, Ppy : U™ — {0,1} é tal que Ppg(t1,...,tn) = 0 se
=(P(t1,...,tn)) € Form(r) e Ppg(ty,...,t,) =1 caso contrario.

A interpretacao M com uma atribuigao p tal que p(z) = x para cada varidvel
x € U satisfaz o conjunto ®.

Prova (esbogo): Deixa-se como exercicio verificar que com a interpretagao
IMI e atribuigao p referidas se tem que [[t]]?M, =t para cada termo t que ocorre
nalguma férmula em Form(r).

Prova-se que a interpretacao IMI com a atribuicao p satisfaz o conjunto
Form(r).

O primeiro passo da prova consiste em provar que a interpretacao IMI com a
atribuigao p satisfaz todas as formulas atémicas e negacoes de férmulas atomicas
presentes em Form(r).

— Se P € Form(r) é um simbolo proposicional, como r é ramo aberto,
=P ¢ Form(r), logo Ppy = 1 e portanto [P]f, = 1; se =P € Form(r)
entdo, pela definicao de IMI, Ppg = 0, pelo que [-P]}, = 1.

— Se P(t1,...,ty) € Form(r), como r é ramo aberto, ~P(t1,...,t,) ¢ Form(r)
pelo que [P(t1, ... .tn)0y = Paa([t1] g - - - [tnlg) = Poa (e, ... tn) =
1;se = P(t1,...,ty,) € Form(r), entao, pela definicao de IMI, Ppy(t1,...,t,) =
0 pelo que [—P(t1,...,tn)]5y =1
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Se P(t1) A Q(t2) € Form(r), por exemplo, por definicdo de ramo esgotado,
P(t1) € Form(r) e Q(t2) € Form(r) pelo que [P(t1)]5,; = [Q(t2)]py = 1.
Assim [P(t1) A Q(t2)]y =1

Se JxP(x) € Form(r), por exemplo, entao, por definigdo de ramo esgotado,
[P(x)]y € Form(r) em que y é uma varidvel que apenas ocorre em [P(z)]y
(= P(y)). Entao [[P(x)]i]5; = 1, isto é, tendo em conta a defini¢do de p,

P@) T = [P = Prahy) = Poaly) = 1. Por definicio de M,

y € U e tem-se que [[P(a:)]]%::y} = PM([[x]];\[j?:y]) = Ppr(y) = 1. Assim,
[BzP(x)]py = 1.

Raciocinando de modo andlogo para as outras férmula em Form(r) pode
concluir-se que IMI, p = Form(r). Note-se que uma prova rigorosa do resul-
tado aqui enunciado deverd ser feita por inducao no numero de conectivos e
quantificadores das férmulas.

Finalmente, como ® C Form(r) tem-se que M, p = ®. O

Exemplo 4.4 Considere-se o tableau apresentado no Exemplo 4.2. A partir do
seu ramo esgotado, pode considerar-se interpretacao construida como indicado
na Proposigao 4.3, na qual, em particular, {z,y,z} C U. Tem-se também que
Qpr(y) = 1 e Qnr(z) = 0. Esta interpretagdo com a atribuicao p tal que
p(x) =z, p(y) =y e p(z) = z, satisfaz a férmula que constitui a raiz do tableau
em causa. ]

5 Completude do sistema 7

Na secgao 2 provou-se que se {¢1,...,¢n} F7 @ entao {p1,...,0n} E @, isto é,
se existe um tableau fechado para {p1,...,on} U {—¢} entao ¢ é consequéncia
semantica do conjunto de férmulas {¢1,...,¢,}. Em particular, se existe um
tableau fechado para {—¢} entao ¢ é férmula valida.

Nesta secgao estabelecem-se as afirmagoes reciprocas, isto é, se ¢ é con-
sequéncia seméantica do conjunto de férmulas {p1,...,¢,} entdo existe um
tableau fechado para {¢1,...,pn} U {—p} e portanto, em particular, se ¢ é
férmula valida entao existe um tableau fechado para {—¢}.

Proposigao 5.1
1. Se = ¢ entdo 1 .

2. Se {p1,...,on} E pentao {p1,...,on} F1 0.

Prova (esbogo): Refere-se apenas a prova para o caso de 7,. Neste caso, facil-
mente se conclui que para cada conjunto finito ¥ de férmulas é possivel construir
um tableau em que todos os ramos sao esgotados. Se todos os ramos sao fecha-
dos, entao ¥ é um conjunto impossivel (Proposicao 2.3). Caso contrario, existe
um ramo esgotado aberto, pelo que ¥ é conjunto possivel (Proposicao 4.3).
Assim, se |= ¢, considerando o conjunto {—p}, é sempre possivel construir
um tableau para {—¢} com todos os ramos esgotados. Nao pode existir nen-
hum ramo aberto neste tableau pois, caso contrario, {—y} seria possivel, o que
contraria a hipdtese de que = ¢. Logo o tableau é fechado. Idéntico raciocinio
se pode fazer para o caso em que ® = . ]
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