1 Sistema dedutivo R

Apresenta-se na sequéncia o sistema dedutivo R, também designado resolu¢do.
Neste sistema dedutivo existe apenas uma regra de inferéncia, a regra da resolu-
¢ao. Este sistema manipula férmulas na forma normal conjuntiva. Embora o
sistema R também se possa utilizar no caso da légica de primeira ordem, trata-
se aqui apenas o caso proposicional.

Considera-se fixado o fragmento proposicional do alfabeto de primeira ordem
Alf , sendo Prop o conjunto dos simbolos proposicionais.

Definicao 1.1 LITERAIS E LITERAIS COMPLEMENTARES
Um literal é um simbolo em Prop ou a negacgao de um simbolo em Prop .

O literal complementar de P € Prop é —P e o literal complementar do
literal =P é P. Dado um literal L, L denota o seu complementar. O

Definicao 1.2 FORMA NORMAL CONJUNTIVA
Uma férmula estd na forma normal conjuntiva (FNC) se é uma conjungao de
disjuncoes de literais, isto é, é
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em que, para cada 1 < i < n,
i =LiVv.. VL,

e L;,...,L; sao literais. Cada ¢; € uma cldusula e se, em particular, tiver um
(3
Unico literal é uma clausula unitaria.
Usa-se também a notagao

{({Li,..., Ly }o- - ALY, LY 3D

para representar férmulas na forma normal conjuntiva. Nesta notagdao, uma
clausula é um conjunto de literais e uma férmula na FNC é um conjunto de
cldusulas. O

Considera-se também o caso particular da clausula vazia (conjunto vazio
de literais). A cldusula vazia é aqui representada por L. Uma cldusula vazia
(disjuncao vazia) representa uma férmula constraditéria.

Considera-se também o caso particular de uma conjungao de clausulas vazia
(conjunto vazio de clausulas). A conjuncao vazia representa uma férmula vélida.

Exemplo 1.3 Sejam P, ), R e S simbolos proposicionais.

o A férmula PV (=Q) V R é uma cldusula.
Pode ser representada por { P, —Q, R}.

e A férmula (PV (=Q)V R) A ((—Q) V S) A (S V R) esté na forma normal
conjuntiva.

Pode ser representada por {{P,—=Q, R},{-Q, S}, {S, R}}. O



Qualquer formula pode ser transformada numa féormula equivalente na FNC
usando as equivaléncias véalidas
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pAYp) = (PAP)
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Apresenta-se agora o sistema dedutivo.

SISTEMA DEDUTIVO R

REGRA DE INFERENCIA

e Regra res

{L1,...,Ly, P} {ry,...,L,,—~P}

res

(Li,...,Lp, Ly, I}
em que se assume que {L1,...,L,, P} e {L},..., L], ,—P} sao cldusulas. O
Denota-se por

res({L1,..., Ly, P}, {Ly,..., L,  ,—P})

a clausula
{Ly,...,Ly,Ly,...., LI}

a qual é também designada resolvente de {L1,..., Ly, P} e {L},..., L], —~P}.

Segue-se a defini¢cao de derivacao em R .

Defini¢ao 1.4 DERIVAGAO EM R

Uma derivagao de uma cldusula C' a partir de um conjunto de cldusulas { Hy, Ha, . . .

é uma sequéncia de clausulas

CiCy...Cp



n > 1, tal que C = C), e, para cada 1 < i <n, C; € {Hy,Hs,...,H,} ou C;
obtém-se por aplicacao da regra res a Cj, e Cj, com 1 < ji,j2 < 1.
Usa-se a notacao
{H,Hy,...,H,} Fr C

para afirmar que existe uma derivacao da clausula C a partir do conjunto de
cldusulas {H1, Ho, ..., H,}. O

Exemplo 1.5 A sequéncia sequinte é uma derivagao em R de {P4} a partir de
H = {{P\, P, Ps},{—Py, Py}, {=P1, Py}, {—Ps, P4} }:

1. {Py, P5, Ps} cldusula em H
2. {=Ps, Py} cldusula em H
3. {P1, P3, Py} res 1, 2
4. {=Py, Py} clausula em H
5. {Ps, Py} res 3, 4
6. {—Ps, Py} clausula em H
7. {Ps} res 5, 6

U

Definigao 1.6 CONJUNTO INCOERENTE
Um conjunto de cldusulas {C1,...,C,} diz-se incorente se

{C1,Co,...,Cu) b L.

Uma derivacdo de L a partir {C4,...,Cy} é uma refuta¢io do conjunto de
cldusulas {C1,...,C,} em R. O

Exemplo 1.7 A sequéncia sequinte é uma derivacdo em R da cldusula vazia,
J_, a partir de H = {{—|P1, PQ, Pg}, {—|P4, PQ}, {Pl, P4}, {—\PQ}, {—\Pg}}:

1. {=Py, P», P} clausula em H
2. {Py, Py} clausula em H
3. {Py, P3, Py} res 1, 2
4. {-Ps} cldusula em H
5. {Py, Py} res 3, 4
6. {—Py, P} clausula em H
7. {P} res 5, 6
8. {—-P} cldusula em H
9. L res 7, 8
O conjunto de clausulas H é assim incoerente. g



2 Correccao do sistema R

Seguem-se agora os resultados que relacionam derivagoes em R com consequéncia
semantica.

Proposigao 2.1 CORRECCAO DA REGRA DE INFERENCIA res
Tem-se que

Ci1 N Cy l: res(C’l, CQ)

isto é, um resolvente das clausulas C7 e Cy é consequéncia semantica de Cy ACl.

Prova: Sejam C; = {L{,...,L., L} e Cy = {L},...,L? L}. Seja V uma
valoragao tal que V = Cy e V |= Cy. Entao (i) V | L, para algum 1 < j < n,
ouV = Le (ii) V | L, para algum 1 <k <m, ou V = —L.

Se V |= L entdo V |= L% e portanto V = res(Cy, Ca).

Se V |= L entdao V [= Lf e portanto também V = res(Cy, Cy).

Conclui-se entao que o resolvente de C7 e Cy é consequéncia seméantica de
Ci1 N Co. O

Proposigao 2.2 CORRECGAO DO SISTEMA DEDUTIVO R
Se {C1,...,Cp} Fr C entao {C1,...,Ch} E C,

Prova: O resultado é consequéncia da Defini¢do 1.4 e da Proposigao 2.1. [

A coreccao do sistema R estabelece que se existe uma derivagdo em R da
cldusula C' a partir do conjunto de clausulas {C1,...,Cy,} entao C é con-
sequéncia semantica de {C1,...,Cy,}.

Exemplo 2.3 Dada a derivacao apresentada no Exemplo 1.5, tem-se que

U Pr, Po, 3} {=Ps, Py}, {~P1, Py}, {~P3, Py} } | Py

, isto é, a clausula {P;} (ou seja, a féormula Pj) é consequéncia seméantica do
conjunto de cldusulas H = {{ Py, Py, Ps},{— P2, P}, {—P1, P1},{—Ps, Py}}. O

Como Corolério da Proposicao 2.2 tem-se que se existe uma derivacao de L
(clausula vazia) a partir do conjunto de clausulas {C,...,C),} entdo a férmula
{C1,...,C,} é contraditéria.

Se, em particular, existe uma derivacdo de 1 a partir do conjunto de
clausulas {C4,...,Cy,{L1,...,Lx}}, ou seja, se {C1,...,Cp,{L1,...,Lr}} é
um conjunto incoerente, entao este conjunto é contraditério (ou, equivalente-
mente, a férmula representada por este conjunto é contraditéria). Assim, ndo
existe nenhuma valoragdo que satisfaca todas as férmulas do conjunto. Conse-
quentemente cada valoragao que satisfaga as clausulas em {C1, ..., C,} satisfaz
necessariamente (—Lj) A ... A (=Lg) e portanto esta férmula é consequéncia
semantica de {C1,...,Cy}.

Se existe uma derivacao da clausula vazia a partir do conjunto de clausulas
{C1,...,Cy,{=P}}, em que P é um simbolo proposicional, P é entao con-
sequéncia semantica de {C1,...,Cy}.



Corolario 2.4
e Se {C4,...,Ch} Fr L entao {C4,...,Cy} é férmula contraditoéria.
e Se{C1,...,Cn,{L1,...,Li}} Fr Lentdao {C1,...,Cn} = (L1)A. . .A(Ly).
e Se {C4,...,Ch,{—P}} Fr L entdo {C4,...,Cy} E P. O

Exemplo 2.5 A sequéncia sequinte é uma derivacdo em R de 1 a partir de
H = {{=P1, P2, Ps},{— Py, P2}, {P1, P}, {— P2}, {~Ps} }:

1. {=Py, P», P3} clausula em H
2. {Py, Py} clausula em H
3. {Py, P, Py} res 1, 2
4. {-Ps} cldusula em H
5. {Ps, Py} res 3, 4
6. {—Py, Po} clausula em H
7. {P} res 5, 6
8. {—-P>} cldusula em H
9. L res 7, 8

Neste caso pode entao concluir-se que P, é consequéncia semantica de H. [



