1 Légica de primeira ordem

1.1 Sintaxe

Para definir uma linguagem de primeira ordem é necessario dispor de um alfa-
beto. Este alfabeto introduz os simbolos a custa dos quais sao construidos os
termos e as férmulas dessa linguagem.

Definigao 1.1 ALFABETO DE PRIMEIRA ORDEM
Um alfabeto de primeira ordem é composto de:

e um conjunto SF de simbolos de funcao e um conjunto SP de simbolos de
predicado, disjuntos, juntamente com as respectivas aridades, uma funcao
7:SFUSP— INg

e um conjunto numeravel X de varidveis
e 0s conectivos — (negagao), A (conjungao), V (disjungao) e — (implicacdo),
e 0 quantificador universal V e o quantificador existencial 3

e os simbolos de pontuagao ( e ) (paréntese esquerdo e paréntese direito) e
, (virgula). O

O valor que a funcao 7 atribui a cada simbolo de funcao ou de predicado
designa-se aridade do simbolo. Os simbolos de funcao de aridade 0 sdao des-
ignados simbolos de constante. QOs simbolos de predicado de aridade 0 sao
designados simbolos proposicionais.

E possivel considerar fragmentos de um alfabeto de primeira ordem. Pode
considerar-se por exemplo o fragmento em que — e — sd0 0s Unicos conectivos e V
o Unico quantificador. Um outro exemplo, designado fragmento proposicional, é
constituido apenas por conectivos, simbolos de predicado de aridade 0 (simbolos
proposicionais) e parénteses.

Exemplo 1.2 Considerem-se os conjuntos
o SF'={0O,s,q}
o SP={ST,Q, M}
o X={x1,x9,23,...}
e a fungao 7: SFU SP— Ny com
e 7(®)=7(8)=7(T)=0
o 7(s) = 1(g) = 7(Q) = 1
o T(M)=2.



Os conjuntos SF, SP e X acima mencionados, juntamente com os conectivos,
quantificadores e simbolos de pontuacao referidos na Defini¢ao 1.1, constituem
um alfabeto de primeira ordem. A aridade do simbolo de fungdo ® é 0 (e
portanto ® é um simbolo de constante) e a aridade dos simbolos de funcao s
e g é 1. A aridade dos simbolos de predicado S e T é 0 (e portanto S e T sao
simbolos proposicionais). A aridade do simbolo de predicado @ é 1 e a aridade
do simbolo de predicado M é 2.

O fragmento proposicional deste alfabeto é constituido pelos simbolos S e
T, pelos conectivos e pelos parénteses. O

Considera-se fixado um alfabeto de primeira ordem Alf com conjunto de
simbolos de funcao SF, conjunto de simbolos de predicado SP e conjunto de
varidveis X.

Dado um alfabeto de primeira ordem, certas sequéncias de simbolos do
alfabeto sao designadas termos. Termos sao varidveis, constantes e simbolos de
funcao aplicados a outros termos. Os termos representam as entidades cujas
propriedades podem ser descritas ou especificadas através das formulas.

Definicao 1.3 TERMOS
A linguagem dos termos, ou conjunto dos termos, sobre o alfabeto Alf designa-
se Term e é o conjunto de sequéncias geradas pela gramatica com produgoes:

termo — var | sf0 | sfl (termo) | sf2(termo, termo) | ...

var — x1 | xo | x3 | ... (cada uma das variaveis)
sf0 — 2191 f)]... (cada um dos simbolos de fungio com aridade 0)
sfl — flf31fi]... (cada um dos sfmbolos de fungio com aridade 1)
sf2 — f2 f31f3]... (cada um dos sfmbolos de fungio com aridade 2)
e em que termo, var, sf0,sfl,sf2,... sao os simbolos nao terminais, X U SF U
{,,(,)} s@o os simbolos terminais e termo é o simbolo inicial. O

Um termo diz-se fechado se nele ndao ocorrem variaveis.

Exemplo 1.4 Considerando o alfabeto do Exemplo 1.2, tem-se que ®, 1,
s(®), q(x2), s(q(z3)) sdo exemplos de elementos de Term, sendo ® e s(®)
termos fechados. Os outros termos nao sao fechados. O

As férmulas sdo também sequéncias de simbolos do alfabeto, construidas
segundo regras apropriadas. As férmulas representam assercoes acerca das en-
tidades representadas pelos termos.

Definigao 1.5 FORMULAS

A linguagem das férmulas de primeira ordem, ou conjunto das férmulas de
primeira ordem, sobre o alfabeto Alf designa-se Form e é o conjunto de sequéncias
geradas pela gramatica que inclui todas as produgoes da gramatica que gera a
linguagem dos termos e também:



form — formatomica | (—form) | (form A form) | (form V form) |
(form — form) | (quant var form )

formatomica — sp0 | spl (termo) | sp2(termo, termo) | ...

quant — V| 3

var — x1 | xo |23 | ... (cada uma das variaveis)

sp0 — PP | P} | P
spl — P | Py | P§

. (cada um dos simbolos de predicado com aridade 0)

. (cada um dos simbolos de predicado com aridade 1)

sp2 — PE|Pi| P} |... (cada um dos simbolos de predicado com aridade 2)

e em que form, formatomica , quant , termo, var,sf0,sfl,...,spf0,spl,..., sao
os simbolos nao terminais, os simbolos terminais sdo todos os simbolos de Alf e
form é o simbolo inicial. O

E usual omitirem-se os parénteses mais exteriores das formulas.

As férmulas nas quais apenas ocorrem termos e simbolos de predicado sao
designadas formulas atomicas.

As férmulas nas quais ocorrem apenas simbolos de predicado de aridade 0
(simbolos proposicionais) e conectivos sao fdrmulas proposicionais. Para con-
struir estas férmulas sao apenas necessarios simbolos do fragmento proposicional
do alfabeto de primeira ordem.

Cada subsequéncia de ¢ que seja ela propria uma férmula em Form diz-se
subformula de .
Exemplo 1.6 Considerando o alfabeto do Exemplo 1.2 tem-se que
o S
* Q(©)
o M(x1,x2)
e ST
Q(s(z1)) A M(q(s(z2)), 5(x1))
o Vz1Q(z1)
o Juz (M(x3,©) A Q(x3))

sao exemplos de formulas em Form. As trés primeiras sdo féormulas atomicas.
A primeira e a terceira sao férmulas proposicionais.

A férmula Jzs (M(x3,0) A Q(z3)) tem quatro subférmulas: M (z3,®) A
Q(x3), M(x3,0), Q(xs) e Jwg (M(xs,©) A Q(x3)).

M (z1,x2) é a tnica subférmula de M (z1,x2). O



O conectivo < é aqui definido como abreviatura:
@ ¢ =aw (0= @) AP — )

Uma dada variavel pode ocorrer véarias vezes numa férmula. Na férmula
Jzs3 (M (z3,®) A Q(x3)), por exemplo, existem trés ocorréncias da varidvel xs.

Diz-se que uma ocorréncia da varidvel x € X numa férmula ¢ € Form estd no
alcance de uma quantificagdo Yy se essa ocorréncia estd numa subférmula de ¢
do tipo Yy . Mutatis mutandis para para o caso da quantificacao Jy.

Diz-se que uma ocorréncia da variavel x € X numa férmula ¢ € Form é
uma ocorréncia muda se estd no alcance de uma quantificagao Vz ou de uma
quantificacado Jz. Se uma ocorréncia da varidvel x € X numa férmula ¢ € Form
nao é muda, diz-se que é ocorréncia livre.

A férmula ¢ € Form diz-se fechada se nenhuma variavel tem ocorréncias
livres em . Caso contrario diz-se formula aberta.

Exemplo 1.7

e Na férmula Jz3 (M (x3,®) A Q(x3)) existem trés ocorréncias da varidvel
x3. Todas essas ocorréncias estao no alcance de uma quantificagao Jxs.
Todas as ocorréncias sdo mudas. Esta formula é fechada.

e A segunda ocorréncia de x1 e a terceira ocorréncia de xy na férmula
M(q(s(x2)),s(x1)) A (Vx1 Q(z1)) estdao no alcance de uma quantificacao
Vz1. Estas ocorréncias sao mudas. A primeira ocorréncia de x1 € livre e
a ocorréncia de x9 é também livre. Esta formula é aberta.

e Asocorréncia das varidveis x; e x2 na férmula Q(s(x1))AM (¢(s(x2)), s(x1))
sao livres. Esta féormula é aberta.

e As duas ocorréncias da varidvel x; na férmula Vr; (M (q(s(x2)), s(x1)))
estao no alcance de uma quantificagao V1. Sao assim ocorréncias mudas.
A ocorréncia da varidvel zo estd também no alcance de uma quantificacao
Vx1 e é uma ocorréncia livre (dado que nao esta no alcance de uma quan-
tificagao Vo ou dzz). Esta férmula é aberta. O

As ocorréncias de varidveis em termos podem ser substituidas por outros
termos. As ocorréncias (livres) de varidveis em férmulas podem ser substituidas
por termos.

Definigao 1.8 SUBSTITUIGAO EM TERMO
Para cada t,s € Term e z € X, o termo que se obtém por substituicdo de x por
t em s denota-se (s)7 e define-se indutivamente como se segue.

o (v)f =vseve X\{z}

e (c)7 = ¢ para cada simbolo de constante ¢



i (f(tlv---atn»tz:f((tl)txﬁ"w(tn)f)
se t1,...,t, € Terme f € SF tem aridade n > 0. O

Definigao 1.9 SUBSTITUIGAO EM FORMULA
Para cada ¢ € Form, t € Terme x € X, a formula que se obtém por substituicao
de x por t em ¢ denota-se por ()¢ e define-se indutivamente como se segue.

(P)¥ = P para cada simbolo proposicional P

(P(t1, -5 tn)) = P((E1)F, -, (En) §)
sety,...,t, € Terme P € SP tem aridade n > 0

o =" F=()T— ()T [

Note-se que da Definicao 1.9 resulta que, ao substituir uma variavel x por um
termo numa férmula, s6 nas ocorréncias livres de x sao efectivamente realizadas
as substituicoes. Deste modo, se uma variavel sé ocorre muda numa férmula, a
sua substituicao por um qualquer termo nao modifica a férmula de partida.

Exemplo 1.10 Sendo t = g(x2) e t’ = s(x3) tem-se que

° f,l = Q(z3) A (Fxz M(q(x3),s(z3))). O

Existem situacoes em que nao é desejavel que certas ocorréncias livres de
varidveis sejam substituidos por determinados termos, pois tal pode alterar de
modo nao desejado a interpretacao da férmula (a interpretagao das férmulas,
ou semantica das férmulas, é estudada com detalhe na secgao seguinte).

Um desses casos tem lugar quando se considera, por exemplo, a férmula
dxg M (x2,21) € 0 termo s(x2). Quando se substitui x; por s(x2) nesta férmula
obtém-se a férmula o M (2, s(x2)). Se se interpretar M como um predicado
que exprima a usual relagdo “maior que” no conjunto dos nimeros naturais, a



férmula Jxg M (x9,z1) exprime que existe um natural maior que o representado
por z1 (o que é verificado no conjunto dos naturais qualquer que seja o natural
representado por x1). Se se interpretar s como a fungao que a cada natural faz
corresponder o seu sucessor, Jxrg M (x2,s(z2)) exprime que existe um natural
que é maior que o seu sucessor (o que nao é verificado no conjunto dos naturais).
Assim parte-se de uma férmula que representa uma afirmacao verdadeira e
obtém-se apds a substituicao uma que representa uma afirmacao falsa.

Repare-se que a ocorréncia de x; em Jxo M (z2,21) que vai ser substituida
é, naturalmente, livre mas estd no ambito de uma quantificacao dz2. O termo
que vai substituir ¢, s(z2) tem precisamente uma ocorréncia de xs. A férmula
de partida Jxg M (x9,x1) é uma férmula aberta pois a (tinica) ocorréncia de 1
é livre. No entanto, é muda a terceira ocorréncia de xo em Jzg M (x2, s(z2)), a
férmula que resulta da substituicao, e esta féormula é fechada.

Situacoes indesejadas na substituigdo de x por t em ¢ como a se que acabou
de descrever estao relacionadas precisamente com esta questao: na férmula ¢,
uma ocorréncia livre da varidvel x estd no alcance de uma quantificagdo sobre
uma varidvel que ocorre em t. Assim, em geral , s6 se permitem substituicoes
quando tal problema nao ocorre, caso em que se diz que o termo t € livre para
T em .

Defini¢ao 1.11 TERMO LIVRE PARA VARIAVEL NUMA FORMULA

Para cada ¢ € Form, t € Term e © € X, o termo t diz-se livre para x em ¢ se
nenhuma ocorréncia livre de z em ¢ estd no alcance de uma quantificagao Vy
ou de uma quantificacdo Jy em que y é uma varidvel que ocorre em t. O

Exemplo 1.12 Tem-se que

e s(x2) nao é livre para x1 em Jzg M(x2, 1)

x1) e s(x3) sdo livres para x1; em Jxo M(x9, x1)

[ ]
w

e s(x1), s(x2) e s(x3) sdo livres para xo em Jrg M(x2, 1)

)
e ¢(x2) nao é livre para x1 em Q(x1) A (Voo (Q(x2) — M(x3,s(x1))))

e q(x2) é livre para x1 em Q(z1) A (Va1 (Q(z1) — M (x3, s(x
x

)))
)))

x3) é livre para x3 em Va1 (Q(x1) — (Vg M(x3, s(x2)))). O

2
e ¢(x3) nao é livre para o em Vry (Q(x1) — (Vas M(x3, s(x2

(2)
(1)
(1)
o g(x1) 6 livre para 1 em Q(w1) A (Va2 (Q(z2) — M (23, 5(21))))
(2)
(2)
(3)
(3)

®q

De agora em diante usa-se a notagao
X
[l
para representar o resultado de substituir a varidvel x pelo termo t em ¢
seguindo a Definigao 1.9 com t termo livre para x em ¢. Assim, sempre que se
usar esta notacao estd implicito que ¢t tem de ser termo livre para x em ¢.



1.2 Semantica

Um alfabeto de primeira ordem introduz simbolos de funcéo e de predicado,
isto é, nomes de funcoes e de predicados. Esses simbolos ou nomes podem vir
a ser interpretados de muitas formas diferentes, no sentido em que a cada um
desses nomes se pode fazer corresponder uma certa fungao (total) ou predicado.
Quando se faz corresponder a cada simbolo de funcao uma certa funcao e a cada
simbolo de predicado um certo predicado (propriedade) estd a definir-se uma
estrutura de interpretagdo. As funcoes e predicados sao definidos & custa de
conjuntos, pelo que as estruturas de interpretagao incluem também conjuntos.
Na logica de primeira ordem que é objecto de estudo neste texto, os simbolos de
funcéo e de predicado sao interpretados como funcées e predicados envolvendo
apenas um conjunto. Assim, cada estrutura de interpretagao inclui apenas um
conjunto, designado dominio ou universo de interpretacao. A interpretagao de
um termo numa estrutura de interpretagao é um elemento desse dominio e a
interpretacao duma férmula é uma afirmagao sobre elementos desse dominio.

No entanto, se se considerar apenas o fragmento proposicional do alfabeto,
néo existem termos e sé se podem construir formulas proposicionais. Havendo s6
férmulas proposicionais nao é necessario considerar um dominio, basta atribuir
a cada simbolo proposicional um valor booleano. Assim, a seméantica do frag-
mento proposicional é mais simples que no caso geral, razao pela qual é apre-
sentada em primeiro lugar, na secgao 1.2.1.

1.2.1 Fragmento proposicional

Apresentam-se nesta sec¢ao os detalhes da semantica do fragmento proposi-
cional. Neste caso nao se consideram simbolos de fun¢ao, simbolos de predicado
de aridade positiva e quantificadores.

Designa-se Prop o conjunto de simbolos proposicionais do alfabeto Alf
(simbolos de predicado de aridade 0) e Form, o conjunto das férmulas proposi-
cionais.

Defini¢gao 1.13 ESTRUTURA DE INTERPRETACAO SOBRE Prop
Uma, valoracao, ou estrutura de interpretacao, sobre Prop ¢é uma funcao total

V: Prop — {0,1}.

Dada uma valoracao V, designa-se por Vr a sua extensao a Form, definida
indutivamente da seguinte forma:

Vi : Form, — {0,1}
tal que
e Vp(P) =V(P) para cada P € Prop

se V(o) =1e Vp(y¢') =1
caso contrario

s viend) = {



n_ |1 seVr(p)=1louVp(¢)=1
* Vi(pVy¢)= { 0  caso contrario

1 seVp(p)=00uVr(¢)=1
AN
° Vi(p — ¢) = { 0  caso contrario

1 seVe(p)=0

o Vp(—yp) = { 0  caso contrdrio N

Note-se que no caso da implicagdo tem-se que Vi(¢ — ¢’') = 0 apenas se
Vi(e) =1 e Vp(¢') =0. Uma outra forma de definir Vr(p — ¢') é a seguinte:
Vi(p — ') =1 se e s6 se sempre que Vr(p) = 1 entao Vr(¢') = 0.

Para simplificar a notagao é usual escrever apenas V(y) em vez de Vr(p).

Definigao 1.14 SATISFAGAO
Dada uma valoragao V' sobre Prop e uma férmula ¢ € Form,, diz-se que V
satisfaz ¢, o que se denota

VEe

se V(¢) = 1. Usa-se V = ¢ como abreviatura de “V nao satisfaz ¢”, isto é,
quando V(¢) = 0. Dado ® C Form,, diz-se que V satisfaz ®, o que se denota

ViE®
se V |= ¢ para toda a férmula ¢ € ®. O

Exemplo 1.15 Sejam {P,Q, R, S} C Prop eV uma valoragao sobre Prop tal
que V(P)=1,V(Q)=0,V(R)=0e V(S) =1. Tem-se que

e como V(P)=1entdo V = P
e como V(Q) =0entdao V £ Q
)

e como V(Q

0

0 entao V(P A Q) =0 e portanto V [= P A Q

1 entdo V(P — S) =1 e portanto V = P — §
0

(
(

e como V(S)
( entdo V(R — Q) = 1 e portanto V = R — Q

e como V(R)
e como V(R)=0e V(PAQ)=0entao V(RV(PAQ)) =0
e portanto V £ RV (P A Q). O

Definicao 1.16 FORMULA POSSIVEL, CONTRADITORIA E VALIDA
Seja ¢ € Form,.

e ¢ diz-se possivel se existe uma valoragao V sobre Prop que satisfaz ¢

e ¢ diz-se contraditéria (ou impossivel) se nenhuma valoragao sobre Prop
satisfaz ¢



e ¢ diz-se valida, o que se denota

%

se todas as valoragbes V' sobre Prop satisfazem ¢. As férmulas proposi-
cionais validas sao também designadas tautologias.

Algumas destas nogoes podem ser estendidas a conjuntos de férmulas. Sendo
® C Form,,, ® diz-se possivel se existe uma valoracao V' sobre Prop que satisfaz
todas as férmulas em ®. Caso contrario, isto é, se para cada valoragao V sobre
Prop existe sempre uma férmula em ® que nao é satisfeita por V, diz-se que
® é conjunto contraditério (ou impossivel). O

Definigao 1.17 CONSEQUENCIA SEMANTICA
Sendo ® C Formy, a férmula ¢ € Form, diz-se consequéncia semantica de ®, o
que se denota

ey
se para cada valoragao V sobre Prop ,se V = ® entdao V = . O

Exemplo 1.18 Seja {P,Q, R, S} C Prop . Tem-se que

e sdo férmulas possiveis
- P
- PAQ
- RV(PAQ)

e 530 formulas contraditérias
— PA (—\P)
= (R—= S) A (RA(=S))

e sao férmulas validas, ou tautologias
- PV (—\P )
- (PAQ)—Q

e (P>QQ—REP—R
ou seja, P — R é consequéncia semantica de {P — Q,Q — R}. ([l

A proposicao seguinte mostra que para determinar se uma férmula proposi-
cional ¢ é ou nao satisfeita por uma dada valoragao V', basta saber qual o valor
que V atribui aos simbolos proposicionais presentes em ¢. Isto significa que
dadas duas valoragoes V e V' (sobre P), tem-se que se ambas atribuem os mes-
mos valores aos simbolos proposicionais presentes em ¢ entdo V = ¢ se e s6 se

V' E .

Proposigao 1.19

Sejam V e V' duas valoragoes sobre Prop . Para cada ¢ € Formy,, se para
cada simbolo proposicional P que ocorre em ¢ se tem que V(P) = V/(P) entao
VEepseesdse V' E . O



Uma consequéncia deste resultado é que, para determinar se uma férmula é
ou nao valida, basta considerar um nimero finito de valoracoes. Mais precisa-
mente, basta considerar 2" valoragoes, onde n é o nimero de simbolos proposi-
cionais distintos que ocorrem na férmula.

Idénticas observacoes se podem fazer quando se considera o caso da con-
sequéncia seméantica.

1.2.2 Caso geral

Apresentam-se agora as estruturas de interpretacdo no caso geral. Recorde-se
que se considera fixado um alfabeto de primeira ordem Alf com conjunto de
simbolos de funcao SF, conjunto de simbolos de predicado SP e conjunto de
variaveis X.

Um predicado II de aridade n (ou n-ario), n € IN, sobre um conjunto U é
uma funcdo total I : U™ — {0,1}. U representa um conjunto singular.

Definigao 1.20 ESTRUTURA DE INTERPRETAGAO
Uma estrutura de interpretacao sobre o alfabeto de primeira ordem Alf é um
par

M= (U, I)

onde

e U é um conjunto nao vazio designado universo, dominio ou suporte, da
estrutura

e [ é uma funcao total, designada funcao de interpretacao, que a cada
simbolo em SFU SP associa uma fungao total do seguinte modo

— para cada simbolo de funcao f de aridade n, I(f) é uma fungao total
I(f):U" = U

— para cada simbolo de predicado P de aridade n, I(P) é uma aplicagao

I(P):U™— {0,1}.

Para cada simbolo de funcao f de aridade 0, ou seja, para cada simbolo de
constante f, I(f) é uma aplicacio que ao elemento do conjunto singular UY faz
corresponder um elemento u € U (a interpretacao do simbolo de constante f
na estrutura de interpretagao IM). E usual, nesta situacao, escrever-se apenas
I(f) para denotar o elemento wu.

De modo semelhante, para cada simbolo de predicado P de aridade 0, I(P)
denota um elemento de {0,1}. Note-se que cada simbolo de predicado de ari-
dade 0 é um simbolo proposicional e I é neste caso uma valoragao proposicional.

Usam-se também as notacgoes fnr e Ppy para I(f) e I(P), respectivamente.

Exemplo 1.21 Considere-se o alfabeto apresentado no Exemplo 1.2. O par
M = (Z,I) onde, considerando as habituais operagoes de soma e multiplicagao
em Z,

10



o[@):()

(
o I(s): Z — Z tal que I(s)(n) =n+ 1 para cadan € Z
o I(q): Z — Z tal que I(q)(n) =n+*n para cadan € Z

o I(Q): Z — {0,1} tal que I(Q)(n) = 1 se n é um quadrado perfeito (ou
seja, se existe k € Z tal que n =k x k) e I(Q)(n) = 0 caso contrario

o I(M) : Z* — {0,1} tal que I(M)(n1,n2) = 1 se n; é maior que ng e
I(M)(n1,m2) = 0 caso contrario,

é uma estrutura de interpretacao sobre o alfabeto considerado. Neste caso faz-
se corresponder ao simbolo de constante ® o inteiro 0, ao simbolo de funcao s
a funcao sucessor, ao simbolo de fun¢ao g a funcao que associa a cada inteiro o
seu quadrado, ao simbolo de predicado @ o predicado “é quadrado perfeito” e
ao simbolo de predicado M o predicado “é maior do que”.

Tendo em conta a notacao acima referida, poder-se-ia também ter escrito

° @MZO
o spr:Z — Z tal que spy(n) =n+1 paracadan € Z

® gnr: Z — Z tal que qpg(n) = n*n paracadan € Z

Qnr : Z — {0,1} tal que Qpr(n) = 1 se n é um quadrado perfeito e
Qpnr(n) = 0 caso contrario

Mpy = Z* — {0,1} tal que Mpg(ni1,m2) = 1 se ny é maior que ny e
Mpg(ni,n2) = 0 caso contrario.

Por ser mais simples, serd esta a notacao que se utilizara preferencialmente na
sequéncia. O]

A semantica, ou significado, das férmulas depende da interpretacao dos ter-
mos. Uma estrutura de interpretacao so fixa uma interpretacao para os simbolos
de funcao e de predicado. Como para além de simbolos de fun¢gdo um termo
pode conter varidveis, para interpretar um termo é necessario atribuir também
um valor as varidveis. E assim necessario introduzir a nocao de atribuigao (de
valores as varidveis).

Considera-se fixada uma estrutura de interpretacdo Ml = (U, I) sobre Alf .

Definigao 1.22 ATRIBUIGAO
Uma atribui¢do de X em IMI é uma fungao total p : X — U que associa a cada
varidvel um elemento do universo U.

Para cada k € U, p[x := k| é a atribuigao que associa k & variavel z e associa
p(v) a cada v € X\{z}. Estas atribui¢oes dizem-se z-equivalentes a p. O
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Defini¢ao 1.23 INTERPRETAGAO DE TERMOS
Seja p uma atribuicdo de X em IMI. A interpretacao dos termos em IMI com p
é uma funcao
[0y : Term — U
definida indutivamente como se segue:
o [z]h; =p(z)sex e X
e [c]%s = cnar se ¢ é um simbolo de constante

o [f(tr,.. s ta)lpg = foa([t1]gs - - - [tn]py) se f é um simbolo de fungao
de aridade n > 0 e tq,...,t, € Term. O

Fixada uma estrutura de interpretacao e uma atribuicao nessa estrutura, a
interpretacao de cada termo é um valor do universo subjacente a estrutura de
interpretacao.

Exemplo 1.24 Considerem-se a estrutura de interpretacao apresentada no Ex-
emplo 1.21 e a atribuicao p tal que p(z1) = 1, p(z2) = 2 e p(z3) = 3. Tem-se
que

[
[z1]% = p(z1) = 15

[s(O)Nar = spa([©]pg) = s0a(0) = 1;
[

[

q(x2)]hy = anar ([22]pp) = o (2) = 4

s(q(z3)py = sna(ana([x3]y)) = sna(ana(3)) = 10. 0

Definigao 1.25 SATISFAGAO POR ESTRUTURA DE INTERP. COM ATRIBUIGAO
Seja p uma atribui¢do de X em M. Denota-se também por [.]}, a seguinte
funcao, definida indutivamente sobre :

[.Vay : Form — {0,1}
tal que

e [P]%; = Pna, para cada simbolo proposicional P

o [P(tr. 1)y = Pra(Itag- - [talfg).
para cada P simbolo de predicado de aridade n > 0 e ty,...,t, € Term

1 sefelpr=lel@ly=1
A T — r M
o [enelpg = { 0  caso contrario
o [oVlyy = 1 se ey =1ou[opy =1
nr 0 caso contrario
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1 se[plpr=0ou [ =1
e _ M nr
e [¢— ¢ { 0  caso contrario

(-], = 1 sefelpy=0
M 0 caso contrario

1 se [[gp]]”[x::“] =1 para cadau € U
o [Vx rr= o
[ W]]M { 0 caso contririo
1 se [[@]]p[m:ZU] =1 para algum v € U
o [dz po= D
[ (P]]M { 0 caso contririo

Diz-se que IMI com p satisfaz ¢ € Form, o que se denota

M. pE o

se [[‘PMMI = 1. Usa-se IMI, p [~ ¢ sempre que IMI com p nao satisfaca ¢, 6u seja,
sempre que [¢]}, = 0.
Dado ® C Form, IMI com p satisfaz ®, o que se denota
M,pE @

se ML, p = ¢ para cada ¢ € ®. O

Pode também definir-se a nocao de satisfacao por estrutura de interpretacao
apenas.

Exemplo 1.26 Considerem-se a estrutura de interpretacao apresentada no Ex-

emplo 1.21 e a atribuigao p tal que p(z1) = 1, p(x2) = 2 e p(x3) = 3. Tem-se
que

e M,pF Q(®) porque
[Q(O)hr = Qoa([©]}y) = @na(0) =1
pois 0 é um quadrado perfeito

e IMI, p i M(xy, ) porque

[M (21, 22)g = Mpa([21) g [22]g) = Mpar(1,2) = 0
pois 1 nao é maior que 2

o M, p = Q(s(x1)) A M(q(s(z2)),s(z1)) porque
[Q(s(1)) A M{g(s(22))s(z)og = 0

uma vez que [Q(s(21)) g = Qna([s(21)[g) = Qna(2) = 0
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o M, p |~ Va1 Q(x1) pois
[Q)]h =" =0

uma vez que
[QEDIfr ™ = Qna(l=1)a7" ™) = Qua(5) = 0.
o M, p = Jxz(M(x3,®) A Q(x3)) porque

[M(x3,0) A Q(z3)]57 = =1

uma vez que

— [M ()5 = Mg ([os] 527 [0]525 =) = Mpg(4,0) =1

e
~ Q)57 = Qua([uslf7 ") = Qua(4) =1.
o M, p = Vri1 Q(q(x1)), para cada atribuicao p de X em M. O

Note-se que da Definicao 1.25 resulta que em férmulas do tipo Va ¢ ha que
garantir a satisfagao de ¢ por IMI com p[x := u| para cada u € U, e portanto o
valor de p(z) nao é, por si s6, relevante. De igual modo, em férmulas do tipo
Jz ¢ ha que garantir a satisfagao de ¢ por IMI com uma atribuicao p[x := u] para
algum u € U, pelo que também neste caso o valor de p(x) nao é necessariamente
relevante. Daqui resulta que os valores que uma atribuicao p associa as variaveis
que s6 tém ocorréncias mudas numa féormula ¢ sao irrelevantes para a satisfacao
de ¢ por IMI com p.

As varidveis mudas sao apenas auxiliares da quantificacdo e poderdo ser
trocadas por outras (se certas condi¢oes forem respeitadas) sem que seja mod-
ificada a satisfagdo ou nao satisfagao por IMI com p.

Naturalmente que o mesmo ja nao se passa relativamente as variaveis livres.
Considerando, por exemplo, a férmula M (x1, x2) do Exemplo 1.26, tinha-se que
M, p = M (21, x2) mas, se for considerada uma atribuicao p’ tal que p'(x1) =4
e p'(x2) = 2 ja se tem que M, p' = M (x1,x2).

Definicao 1.27 FORMULA POSSIVEL E CONTRADITORIA

e o € Form diz-se possivel se existe uma estrutura de interpretacao IMI
sobre Alf e uma atribuicao p de X em IM tal que IMI, p = ¢

e © € Form diz-se contraditéria (ou impossivel) se ndao é possivel.

Estas nocoes podem ser estendidas também a conjuntos de férmulas, da
forma esperada. ]

Defini¢ao 1.28 VALIDADE DE FORMULA
A férmula ¢ € Form diz-se véalida, o que se denota

%

se IMI, p = ¢ quaisquer que sejam a estrutura de interpretagao IMI sobre Alf e
p atribuicao de X em M. O
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Definicao 1.29 CONSEQUENCIA SEMANTICA
Sendo ® C Form, a féormula ¢ € Form diz-se consequéncia semantica de @, o
que se denota

CEe

se para cada estrutura de interpretacdo IMI sobre Alf e cada atribuicdo p de X
em IMI, se tem que

se ML, p |= ® entao M, p = .

Como se referiu, no caso do fragmento proposicional, para estabelecer ¢ = ¢
por via semantica, basta considerar apenas um nimero finito de estruturas de
interpretacao (valoragoes). Note-se que o caso geral, que tem vindo a ser ap-
resentado nesta secgao, é completamente diferente. Para estabelecer ® = ¢ é
necessario considerar todas as estruturas de interpretacao M = (U, I) e todas
as atribuigoes p em IMI. Embora a satisfacao de uma férmula por IMI com p
s6 dependa, de facto, dos valores que p atribui a um ndmero finito de varidveis,
como U pode ser um qualquer conjunto nao vazio, infinito em particular, pode
existir um numero infinito de atribuigoes relevantes a considerar. Assim, esta-
belecer por via seméntica ® = ¢ no caso geral é uma tarefa com um caracter
infinitario, por constraste com o caracter finitario de idéntica tarefa no caso do
fragmento proposicional.

Exemplo 1.30 Considerando o alfabeto apresentada no exemplo 1.2 tem-se
que

E V21(Q(21) V (=Q(21))), ou seja, Va1 (Q(z1) V (—Q(x1))) é uma férmula
valida

K Va1 Q(x1), ou seja, Vo Q(z1) nao é uma férmula valida

{3z1(Vze M (21,22))} E Vo1 (322, M(21,22))}, ouseja, Vo1 (Jra , M (21, x2))
é consequeéncia semantica de {3z (Vee M (z1,22))}

{M(x1,22))} £ Vo1 M(x1,22)}, ouseja, Yoy M(x1, x2) ndo é consequéncia
seméantica de {M (z1,z2)}. O
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