1 Enumeracgoes, conjuntos numeraveis e efectivamente

numeraveis!

Recorde que uma funcao se diz bijectiva se é simultaneamente injectiva e sobre-
jectiva. Uma funcao bijectiva é também designada por bijec¢ao.

No texto seguinte consideram-se apenas fungoes totais, pelo que sempre que
se faz referéncia a uma funcao se assume que é sempre uma funcao total.

Definigao: ENUMERACOES, ENUMERACOES SEM REPETICAO, CONJUNTOS NU-
MERAVEIS E CONJUNTOS EFECTIVAMENTE NUMERAVEIS
Sendo X um conjunto

e uma enumeragao de X é uma fungao sobrejectiva em [INg — X|
e uma enumeracao de X sem repeticoes é uma enumeracao injectiva
e X diz-se numeravel sse existe uma fungao bijectiva em [X — INy]

e X diz-se efectivamente numerdvel sse existe uma funcao bijectiva f em
[X — INg] tal que f e f~! sdo efectivamente computaveis?.

Proposigao: Sao efectivamente numeraveis os conjuntos
e INy x INy
e INxIN xIN
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Prova (esbogo):

e A funcao
VI Wo X NO —>]]V0

tal que
m(m,n) =2"2n+1) -1

é uma bijeccao e é efectivamente computavel. A funcao inversa de 7,
71 INg — INg x INg

é tal que

!Estas notas sdo baseadas em Sintaxe e Seméntica de Linguagens I, J-F Costa,
DMIST,2000; Introducdo a teoria da computacao, C. Sernadas, Editorial Presenga, 1993;
Computability-an introduction to recursive function theory, N. Cutland, Cambridge University
Press, 1980

2A nocio de funcéo efectivamente computével deve ser aqui entendida no sentido em que
pressupoOe apenas a existéncia de um algoritmo que permite o célculo efectivo dos valores da
funcdo (e nao necessariamente um programa URM).



7l (z) = (m(z), ma(2))
com
71 (x) = expoente de 2 na factorizacao prima de = + 1

m(z) = 555w — 1)

e é efectivamente computavel.

A funcéo
£:IN x IN x IN — INy

tal que
€(m7na Q> = 7r(7r(m - 1,7’L - 1),(] - 1)

é uma bijeccao e é efectivamente computdvel. A funcéao inversa de &,
€1 INg - IN x IN x IN

é tal que

¢ (z) = (m,n,q)

onde

e é efectivamente computavel.
A funcao
T U ﬂ\féc — WO
tal que
T(at, ..., ap) = 2% 4 2002t [y gartertdantn=l)

é uma bijecgao e é efectivamente computavel. A funcao inversa de T,

1. INg — U ﬂ\f(’f
k>0

é tal que

onde, sendo
r+1=2" 4  42bn

com 0 < by <by <...<by, setem que



a1:b1
agzbg—bl—l

an:bn—bn_l—l

e a funcao é efectivamente computavel.

Observagao:

e A definicdo da funcdo 7 e o facto de ser injectiva e sobrejectiva tem por
base o conhecido resultado que estabelece que cada natural k& € IN tem
uma factorizacao unica em poténcias de nimeros primos

k=2™ x 3" x5™ x ...
o que pode ser transformado em
k=2"2n+1)

onde m = ny e 2n + 1 é o nimero impar correspondente ao produto dos
factores constituidos pelas poténcias dos primos distintos de 2 (como estes
primos sao impares, este produto é necessariamente um nimero impar).
Daqui decorre que a cada k € IN corresponde um e um sé par (m,n) tal
que k =2"(2n + 1).

Como este resultado s6 se aplica valores £k > 1 e se pretende que o
codominio de 7 seja INg, ™ ndo associa a cada par (m,n) o valor 2™(2n +
1), mas sim o valor 2™(2n + 1) — 1.

e O facto da funcao £ ser injectiva e sobrejectiva é uma consequéncia da
injectividade e sobrejectividade de 7.

e A definicdo da funcao 7 e o facto de ser injectiva e sobrejectiva tem por
base o resultado que estabelece que cada natural k € IN pode ser escrito,
de forma unica, como uma soma de poténcias de 2

k=2M 492" 4+ 4 2™

na qual os expoentes das varias poténcias sao distintos entre si. Esta
soma pode ser obtida a partir da conversao da representacdo de k em
base 2 na representacdo de k£ em base 10 (eliminando as poténcias que
tém coeficiente 0).

Uma outra forma compreender o que motiva a construgao da bijeccao
7 é a que se descreve de seguida. A ideia é fazer corresponder a cada
tuplo de naturais < aj,as,...,ar > o natural que em notagao binaria
tem a seguinte representagao: (i) tem k 1’s, (ii) tem a; 0’s antes do
primeiro 1, (iii) tem as 0’s entre o primeiro 1 e o segundo 1, (iv) tem
a3z 0’s entre o segundo 1 e o terceiro 1, etc. Por exemplo, a ideia é



fazer corresponder a < 3,1,2 > o natural que em binario é 100101000.
No entanto, esta correspondéncia nao permitiria que 0 pertencesse ao
contradominio de 7. Dado que cada elemento em | Jj, o IN§ tem no minimo
um elemento, o natural construido da forma indicada tem sempre um 1
e portanto o codominio de 7 seria IN. Assim, e tal como acontecia com
a bijeccao m, subtrai-se 1 unidade ao valor indicado, isto é, em vez de se
fazer corresponder a < ai,as,...,ar > o natural com as caracteristicas
referidas, faz-se corresponder esse natural subtraido de 1. Por exemplo,
a < 3,1,2 > faz-se corresponder 100101000 — 1. Finalmente, deixa-se
como exercicio verificar que a representagdao em base 10 do natural que
em binario tem as caracteriticas indicadas pode ser obtida directamente
dos valores a1, as, ..., ar como indicado na definicao da funcao 7.

2 Numero de Godel de um comando e numero de
Godel de um programa

Notagao:
e II é o conjunto dos comandos URM.

e [P é o conjunto dos programa URM.

Proposigao: O conjunto I é efectivamente numeravel.

Prova: A funcao
ﬁ I — ﬂVO

tal que para cada n,m,q € IV,
B(Z(n)) =4(n—1)
B(S(n))=4(n—-1)+1
B(T(m,n)) = dr(m — 1,n — 1) +2
BJ(

é uma bijecgao e é efectivamente computdvel. A fungao inversa de 8 é

m,n,q)) = 4§(m,n,q) +3

B INg — I
onde, para cada n € INg
Z(u+1) sen =4u+0
4-1(n) = S(u+1) sen=4u+1
) T(m(u) +1,ma(u) +1) sen=4u+2
J(m,n, q) sen=4u+3e (m,n,q) =& ()



e é efectivamente computavel. O facto de (3 ser injectiva e sobrejectiva é con-
sequéncia da sobrejectividade e injectividade de 7 e £. O mesmo se pode dizer
relativamente ao facto de e B! serem efectivamente computéveis.

Proposicao: O conjunto IP é efectivamente numeravel .

Prova: A funcao
v:IP — INg

tal que para cada P =< p1,...,pn, >€ IP,

V(P) =7(B(p1), -, B(pn))

é uma bijeccao pois 7 e 3 sao bijecgoes. Por outro lado, 7 e 3, sao efectivamente
computaveis logo v é efectivamente computavel. A funcao inversa de ~,

1INy — IP
é tal que
-1 .
Y (x)_<plavpn>
onde
p1=0""(a1)
_ -1
pn =0 (an)
e
7 Hz) =< ay,...,a, >

As funcdes 771 e 7! sdo efectivamente computéveis logo 4! é efectivamente
computéavel.

Definigao: NUMERO DE GODEL DE UM COMANDO E NUMERO DE GODEL DE
UM PROGRAMA

Para cada comando p € I, o valor 3(p) é o niumero de Godel de p. Para cada
programa P € IP o valor v(P) é o nimero de Godel de P.



