1 Autématos finitos nao deterministas

Nesta sec¢ao estuda-se um outro tipo de autématos finitos: os autématos fini-
tos nao deterministas. Existem duas diferencas fundamentais entre autématos
finitos deterministas e nao deterministas. A primeira reside no facto de nos
automatos finitos nao deterministas poderem existir duas ou mais transigoes
associadas a um mesmo simbolo a partir de um tnico estado. A designacao nao
determinista advém precisamente desta caracteristica. A segunda diferenca
reside no facto de nos autématos finitos nao deterministas ser permitido efec-
tuar transicoes entre estados sem que nenhum simbolo do alfabeto a elas esteja
associado, as chamadas transicoes-¢, ou movimentos-e. No entanto, como se
estudard adiante na seccao 1.2, estes dois tipos de autématos sao equivalentes
do ponto de vista das linguagens por eles reconhecidas. Se uma linguagem
é reconhecida por um autémato finito nao determinista entao existe também
um autémato finito determinista que a reconhece e vice-versa. A vantagem
dos automatos nao deterministas sobre os deterministas é que, em geral, os
autématos nao deterministas sao mais faceis de conceber e tém menos estados.
Em contrapartida, a verificacdo de que uma palavra é aceite por um autémato
nao determista é mais elaborada do que no caso dos autématos deterministas.

1.1 Autédmatos finitos nao deterministas

Defini¢ao 1.1 AUTOMATO FINITO NAO DETERMINISTA
Um autémato finito ndo determinista, ou apenas AFND®, é um quintuplo

A = (QvlaéaqmF)
onde
e () é um conjunto finito (conjunto dos estados);

e [ é um conjunto finito (conjunto dos simbolos de entrada);

§:Q x (IU{e}) — 29 é uma funcao total (funcdo de transicdo);
e ¢ € Q (estado inicial);
e F C Q (conjunto dos estados finais).

Designa-se por autdmato finito ndo determinista sem movimentos-€, ou ape-
nas AFND, qualquer autémato finito ndo determinista tal que d(q,e) = () para
cada ¢ € Q. Sempre que se considerem de AFNDS, podem omitir-se todas as
referéncia a € pelo que se pode escrever simplesmente A = (Q, I,6,qo, F') em
que o dominio da func¢ao de transicao § é apenas @ x I. <

Recorde-se que 2% denota o conjunto constituido por todos os subconjuntos

de Q.
Exemplo 1.2 A¢ = (Q, 1,9, q, F') em que

b Q = {q07q1an7Q3>Q4};



o [ ={a,b};

e 5:Q x (TU{e}) — 29 é tal que

(ol a [ b ] e |
Q| 0 0 | {q1,q3}
a1 || {2} | {aa} 0
@ || {a} | {ee} 0
g3 || {a3} | {aa} 0
qa || {qa} | {a3} 0

o F'={q1,q4}

Exemplo 1.3 A¢ = (Q, 1,9, qo, F') em que

o Q= {po,p1,02,D3,P4,D5};
o [ ={a,b,c};

e §:Q x (IU{e}) — 29 é tal que

(0] a [ b | c | ¢ |
Do {p1} 0 0 | {p1}
p1 | {p2,p3} | O 0 | {ps}
D2 0 0 | {pa}| 0
D3 0 {ps} | 0 0
pa | {ps} 0 D | {p}
D5 0 0 0 0

® o =DP;
o F'={ps}.
Exemplo 1.4 A= (Q,1,9,q, F) em que
e Q=1{pqr s}
o I={0,1}

e 5:Q x (IU{e}) — 29 ¢ tal que

(6] 0 | 1 [e]
pl{pr} | {p.g} | 0
q 0 {s} |0
r| {s} 0 0
s 1] 0 0
® Jo = P;
o ['= {8}



Observe-se que este é um autémato finito nao determinista sem movimentos-
€, pelo que também se poderia ter simplesmente escrito A = (Q, 1,9, qo, F') em
que

e 0:Q x1I— 29 tal que

(6] o | 1 ]
p | {p,r} | {p.q}
q| 0 {s}

r | {s} 0
s 0 0

A

3

Tal como um AFD, um AFND€ é constituido por um conjunto finito de esta-
dos, de entre os quais se distinguem o estado inicial e os estados finais, por um
conjunto finito de simbolos de entrada, o alfabeto do AFND€, e por uma funcao
de transicao. Um AFND¢ define também uma linguagem sobre o seu alfabeto.

Como referido, a diferenga entre um AFD e um AFND€ reside na funcao de
transigdo. Para cada simbolo a do alfabeto, d(g,a), o mesmo acontecendo no
caso de d(q,€). Se p € (q,a) diz-se que existe uma transicao de ¢ para p
associada ao simbolo a. Se p € (g, €), diz-se que existe uma transi¢ao-¢, ou
movimento-¢, de g para p. Isto corresponde a possibilidade de transitar de um
estado para outro sem que nenhum simbolo do alfabeto esteja associado a esta
transicao. Note-se ainda que num AFND® a funcao de transicao é sempre total.
Quando §(q,a) = () ndo existem transigoes associadas ao sfmbolo a a partir de
q e quando d(q, €) = () ndo existem movimentos-€ a partir de gq.

Tal como no caso de um AFD, um caminho num AFND é uma sequéncia de
estados q1g2 ...qn, n > 1, mas agora, para cada 1 < k < n, qxy1 € 0(q, ax)
para algum simbolo a; do alfabeto. As palavras ajas...a,_1 assim obtidas sdo
as palavras associadas ao caminho q1¢s . .. ¢,. Por exemplo, ppgs é um caminho
do AFND apresentado no Exemplo 1.4. As palvras 011 e 111 sao as palavras
associadas a este caminho.

Por outro lado, dado um estado ¢ e uma palavra ajas .. .an,, n > 0, num AFD
existe no maximo um caminho com inicio em ¢ associado a esta palavra mas,
no caso de um AFND, podem existir varios caminhos: sao caminhos q1q2 . .. ¢n+1
em que q; é q e qg+1 € 6(qk, ar) para cada 1 < k < n. Pode também nao haver
qualquer caminho a partir de ¢ associado a palavra. Por exemplo, voltando
de novo ao AFND apresentado no Exemplo 1.4, a palavra 0111 estao associados
trés caminhos com inicio em p. Sao os caminhos ppppp, pppqgs e ppppq. Por sua
vez, & palavra 11 nao estd associado nenhum caminho que comece em r.

Faz-se agora referéncia ao caso mais geral de um AFND®. A nocao de cam-
inho num AFND® é semelhante a anterior mas tém de se considerar também
movimentos e€: um caminho é uma sequéncia de estados qi1¢q2...qn, 7 > 1, em
que, para cada 1 < k < n, g1 € 0(qx, k) € vk é € ou é um simbolo do alfa-
beto. As palavras associadas ao caminho sdo palavras obtidas como no caso dos
AFNDS, mas considerando aqui apenas os simbolos v distintos de ¢, e ainda a
palavra € se gx41 € d(qk, €) para cada 1 < k < n. Por exemplo, pop1p2pap1p3pa



é um caminho do AFND€ apresentado no Exemplo 1.3. As palavras associadas a
este caminho s&o aacab e acab. Ao caminho pgp1ps estao associadas as palavras
aee

Naturalmente, dado um estado ¢ e uma palavra ajas ... a,, n > 0, também
no caso de um AFND® podem existir varios caminhos a partir de ¢ associados a
esta palavra. Estes caminhos podem ter mais de n+1 estados pois poderao estar
envolvidos movimentos-e. Sao assim caminhos q1gs ... ¢y, m > n, em que, tal
como anteriormente, q; é g e existem as transigoes associadas aos simbolos aq,
as,. .., a, entre estados adjacentes do caminho, mas poderao também existir
movimentos-¢ entre outros estados adjacentes. De um modo mais rigoroso,
q192 - - - ¢m € um caminho a partir de ¢ associado a palavra ajas...a, se m > n,
q1 € q e existe uma funcao injectiva e estritamente crescente f : {1,2,...,n} —
{1,2,...,m} tal que, para cada 1 < j < m, gj4+1 € 6(qgj,ax) se j = f(k) para
algum 1 < k < n e gj41 € §(gj,€) caso contrario. A funcao f indica, para cada
simbolo ay, qual é o estado ¢; do caminho a partir do qual existe a transi¢ao
associada a ay para o estado seguinte gj41. Claro que pode também nao existir
qualquer caminho a partir de ¢ associado a palavra ajas...a,. Por exemplo,
considerando de novo o AFND® do Exemplo 1.3, a palavra aca estao associados
trés caminhos que comecam em pg: sao 0s caminhos pop1PaP4Ps, PoP1P2P4P1P2
€ PoP1P2P4P1P3- A palavra ba nao estd associado nenhum caminho que comece
em pg.

Para definir a linguagem reconhecida por um AFND€, e tal como nos casos
anteriores, é util a fungdo de transicao estendida. Para definir a funcao de
transicao estendida neste caso é conveniente considerar primeiro a nogao de
fecho-€ de um estado.

Considera-se fixado um AFND® A = (Q, I, 4, qo, F).

Definicao 1.5 FECHO-¢ DE UM ESTADO DE AFND¢
O fecho-e de um estado q de A€ é o conjunto ¢¢ definido como se segue:

* geqS
e se ¢ € ¢° entdo (¢, €) C ¢-.
Dado um subconjunto C de @, C¢ é o conjunto quc q°. |

O fecho-¢ do estado ¢ é o conjunto de estados constituido pelo préprio
estado g e por todos os estados de cada caminho do AFND® que comece por ¢ e
a que esteja associada a palavra e. Por outras palavras, o fecho-e¢ do estado ¢
é constituido por ¢ e por todos os estados para os quais se possa efectuar um
movimento-e a partir de ¢ ou varios movimento-e consecutivos a partir de q.

Observe-se que se num autémato finito ndo deterministas ndo existirem
movimentos-€ entao ¢¢ = {q} para cada estado q.

Exemplo 1.6 Considerando o AFND® A€ apresentado no Exemplo 1.2 tem-se
que:

e ¢5 = {q.q1,a3}:



e ¢i ={a1};

e ¢5={q};
* ¢5=1{aw};
e gi={q}.

e, como exemplo de fecho-e¢ de um conjunto de estados,
o {0, 2} = {9 a1, 92, a3};
o {01, 0} ={n ¢}
No caso do AFND® A€ apresentado no Exemplo 1.3:
* ph = {po,p1,p5};
o pi ={p1.ps};

€

o 05 = {p2};

s = {p3};

pi = {p1,pa, ps};
o p5 = {ps}-
No caso do AFND apresentado no Exemplo 1.4, tem-se que ¢ = {¢'} para
cada estado ¢’ do autémato. A
Define-se agora a funcao de transicao estendida de um AFNDE.
Definigao 1.7 FUNGAO DE TRANSIGAO ESTENDIDA DE AFNDS
A funcao de transicio estendida de A€ é a funcao 6* : Q x I* — 29 tal que
q° se w =€
6" (q,w) = {
(g,w) Uyeg (Ugresqa) 0°(@" 0'))  se w =aw'

para cada g € Q e w € I*. Naturalmente, no caso particular de um AFND, a
funcio de transicao estendida 6* : Q x I* — 29 ¢é

5 w)_{q sew=¢€
&YW = Uyes(ga) 0" (@ ') sew =aw

para cada g € Q ew € I*. <

O facto de p € 6*(q, w) significa que em A€ existe pelo menos um caminho
que comega em ¢ e termina em p e estd associado a palavra w.

Definicao 1.8 PALAVRA ACEITE E LINGUAGEM RECONHECIDA POR AFND¢
A palavra w € I* diz-se aceite por A® se §*(qo,w) N F # (. A linguagem
reconhecida por A€, ou linguagem de A€, é o conjunto

Lae ={weTI":6(q,w)NF #0}.



Uma palavra w é aceite por A€ se existe um caminho de A€ associado a w que
comeca no estado inicial e termina no estado final. A linguagem reconhecida
por A€ é o conjunto de todas as palavras aceites por A€.

Exemplo 1.9 Considere-se o AFND® apresentado no Exemplo 1.4. Calcule-se o
valor que a fungao §* atribui ao par (p,010). Como este autémato é um AFND,
usa-se a definicao de §* correspondente:

o (p7 010) = Uq’eé(p,(]) o (q,a 10)
=Uyegpr 9°(¢,10)
= §*(p, 10) U 6*(r, 10)
= (Uq 'ed(p, 1)5 (¢,0)) U (Uq/ea(m) 5*(¢',0))
(Uq 'e{p,q} §*(¢',0)) U (Uq’E@ 5*(¢',0))
=0"(p,0) Ud*(q,0)
(

= (Uyesp,0)97(d€)) U (Uyes(qo 97(d s €))
= (Uq 'e{p,r} " (q 6)) U (Uq’ea)(s*( /76))

= §*(p,e) Ud*(r,€)

={ptu{r}

= {pa T}

O facto de §*(p,010) = {p,r} significa que os caminhos de A associados a
palavra 010 que comecam em p, sao caminhos que ou terminam também em p
ou terminam em r. Como nao existe nenhum caminho que comece no esatdo
inicial, p, e termine no estado final, isto é, s ¢ §*(p,010), a palavra 010 nao é
aceite por A.

Calcule-se agora o valor que a fungao 6* atribui ao par (p, 1011):

6*(p,1011) = Uyesp) 0 (d,011)
=Uye(pqy 07(d',011)
= §*(p,011) U §*(q,011)
= (Uygespo) 9°(d11)) U (Uyesqo 97 (¢ 11))
= (Ugegpr 0@, 11) U(Uyepd*(d',11))
= §*(p, 11) U 6*(r, 11)
= (Uyesp) 97(d- 1)) U (Ugesiry 07(d', 1))
= (Ugegpg (@ 1)) U (Uyepd™(d, 1))
=6"(p,1) Ud*(q,1)
= (Uq '€d6(p,1) o (q 6)) U (Uq’eé(qyl) 5*<q/7 6))
= (Uyegpar 07 €) U (Uygeqs) 07(d' )
0*(p,€) Ud*(q,€) Ud*(s,€)
={p} U{a} U{s}
={p,q,s}

O facto de 6*(p, 1011) = {p, q, s} significa que os caminhos em A associados
a palavra 1011 que comecam em p ou terminam em p, ou terminam em ¢ ou
terminam em s. Como p é o estado inicial e existe um caminho que termina no
estado final, isto é s € §*(p, 1011), a palavra 1011 é aceite por A.



A linguagem reconhecida por A é o conjunto de todas as palavras sobre o
alfabeto {0,1} que terminam com dois simbolos iguais. A

Exemplo 1.10 Considere-se o AFND¢ apresentado no Exemplo 1.4. Calcule-se
o valor que a fun¢@o §* atribui ao par (g, b):

5*((]0, b) = Uq’qu (Uq”E(S(q/b) 5*((1//, ))

Uq G{qo,qhqs}(Uq”eé(q',b)5 (q //76))

= (U q"€6(qo,b) ( 76)) U

U ”ea(qlb)5 (¢",e)) U
( €))

—_~ N~
_Q
o
=
Oq
/\
\_/
~—
C\.

- 5*(q17 6) U 5*((]47 6)
=qiUdq
={a1}U{q}

=1{q1,q4}

O facto de 6*(qo,a) = {q1,qa} significa que os caminhos de A associados a
palavra a que comecam em pg sao caminhos que terminam em algum dos estados
em {q1,q4}. Como pgy é o estado inicial e existe um caminho que termina num
estado final, que neste caso pode ser ¢; ou g4, a palavra b é aceite por A€.

A linguagem reconhecida por A€ é o conjunto de todas as palavras sobre o
alfabeto {a, b} que tém um nimero par de a’s ou um nimero impar de b’s. A

Exemplo 1.11 Considere-se o AFND¢ apresentado no Exemplo 1.3. Calcule-se
o valor que a funcao §* atribui ao par (pg, ab):



o* (p07 ab) = Uq’Epg (Uq”eé(q’,a) 0" (q//a b))

- ULJI’E{PMH p5} (%Jclzl”ed(q’,a) 0" (qﬁv b))
= " o* q b
q'"€d(po,a) )
Uq"65 (p1,a) (5* (q,/a
q""€d(ps,a) 6* (q//7

(

(

= Uyregpn 8 (@ B) U
( q"€{p2,p3} 5*(q", b)) U
(Uyrco ("))

= 0*(p1,b) U 6* (pz,b)U5 (

p3,b)

Uq 'epg (Uq’/eé( ") 0" ( )
€)
€)

b

U
Ugeps Ugresigs) 07 (¢",€)) U
Uq’€p§ (Uq”eé(q'b “(q"
- Uq’G{pl,ps}(Uq”eé(q’,b)5 (¢",€))U
Uq’E{pz}(Uq”eé( ’b) 5*((1//7 €))U

q G{ps}(Uq”eé 6*(q",€))
U
U

35
)
)
)

:(Uq”eé(plb) “(¢" )) (Uq"eapg,b)(s*(q//vf))
(Ugresipan) 97(4" )
(Ugrestpsp) 9°(4" )
— U0 (6",) U Uy 8" (")
(Uyreo (6", ) U
<Uq~e{p4}6*< )

*(pas€)

€
4

{p17p47p5}

O facto de 6*(po,ab) = {p1,p4,ps} significa que os caminhos de A€ associ-
ados a palavra ab que comecam em pg sao caminhos que terminam em algum
dos estados em {p1,p4,p5}. Como pg é o estado inicial e existe um caminho que
termina num estado final, neste caso ps, a palavra ab é aceite por A€.

A linguagem reconhecida por A€ é o conjunto de todas as palavras sobre o
alfabeto {a, b} do tipo w, aw, wa ou awa em que w € {ab, ac}*. A

1.2 Autédmatos deterministas vs automatos nao deterministas

Nesta seccao relacionam-se sob alguns aspectos os varios tipos de autématos
apresentados até agora: AFDS, AFNDS e AFNDSs.

Uma questao que se pode colocar é a de saber quais as vantagens e desvan-
tagens da utilizacdo de um tipo de autéomatos face aos outros. Quanto as
vantagens da utilizacao de AFNDSs face a utilizagao de AFNDS, acontece que, em
geral, os AFND®s tém menos transicoes que os AFNDS que reconhecem a mesma
linguagem. Em contrapartida, o cdlculo da fungao de transicao estendida é mais
elaborado no caso dos AFND®s, como se viu anteriormente.

Os AFNDSs sao particularmente iteis quando se trata de construir automatos
para novas linguagens partindo de autématos ja construidos para outras lingua-
genss. Por exemplo, dispondo de dois AFNDS (ou AFDS), A; e Ay para as lingua-



gens Ly e Lo, respectivamente, é facil construir um AFND® A€ para a lingugem
L, UL,. Basta considerar todos os estados e transicoes de A1 e Ao, introduzir
um novo estado, que serd o estado inicial de A€, e introduzir movimentos-e
deste novo estado para os estados iniciais de A; e As. Os estados finais de A€
obtém-se reunindo os estados finais de A; com os de As. E o caso do autémato
A€ considerado no Exemplo 1.3, que pode ser visto como tendo sido obtido
da forma indicada a partir do AFD A; que envolve apenas os estados g1 e ¢
e correspondentes transigoes, e do AFD Ay que envolve apenas os estados ¢3 e
g4 e correspondentes transi¢oes. A linguagem Lj4, é o conjunto das palavras
sobre {a, b} que tém um nimero par de a’s e a A linguagem L4, é o conjunto
das palavras sobre {a,b} que tém um nimero impar de b’s. A linguagem de
A€ é La, ULy,. Mais situacoes de utilizagao de AFND®s semelhantes a esta sao
descritas adiante na seccao 77.

Referem-se agora algumas questoes relativas as vantagens e desvantagens
da utilizacao dos AFNDS face a utilizacao dos AFDS. Os AFNDS sao em geral
mais ficeis de construir que os AFDS. Tém também, em geral, menos estados
e menos transi¢does que os AFDS para a mesma linguagem. Apresentam-se de
seguida dois exemplos ilustrativos.

Exemplo 1.12 Considere-se o AFND A apresentado no Exemplo 1.4. A lin-
guagem reconhecida por A é o conjunto de todas as palavras sobre o alfabeto
{0,1} que terminam com dois simbolos iguais. O AFD D = (Q, 1,4, qo, F') em
que

L4 Q - {QO7QIaCI27Q37Q4}§
o I =4{0,1};

e 0:Q x1I— Q@ étal que

| oJo]1]

qo || 43 | q1
q1 || 43 | 92
q2 || 493 | 92
g3 || 94 | 41
q4 || 91 | 44
o F={q,q};

reconhece exactamente a linguagem L. Além disso, D é um AFD minimo
(verifique usando as técnicas apresentadas na Secgao ??). Comparando os dois
autématos verifica-se que, de facto, D tem mais um estado que A e também
mais transicoes. A

Exemplo 1.13 Suponha-se que se pretende agora construir um AFND para
a linguagem L constituida pelas palavras sobre o alfabeto {0,1} nas quais o
antepentltimo e pentltimo simbolos sao iguais. Por exemplo, 001, 1000 e 10110
sdo palavras desta linguagem. A partir do AFND apresentado no Exemplo 1.9
facilmente se obtém o AFND pretendido. Basta introduzir mais um estado,



que passa a ser o estado final, e considerar transi¢oes associadas a 0 e a 1 do
estado final do AFND anterior para este novo estado. Obtém-se assim A =
(Q>I757 QOaF) €m que

o Q=1{pqrsth
o [ ={0,1};
* g0 =Dp;

o §:Q x1I—29¢tal que

(o] o [ 1 |
p| {7} | {pg}
q| 0 {s}

r {s} 0
s || {t} | {#
t 0 0

o F={t}.

Construa-se agora um AFD para esta linguagem. Neste caso o AFD tem de
ter, no minimo, 9 estados. A linguagem reconhecida pelo AFD D = (Q, I, 9, qo, F)
em que

o Q={q,q,92,93,94, 5, G5, q7, G8 };
o [ =4{0,1};

e 0:Q x1I— (@ étal que

(oJo]1]

qo || 91 | 42
q1 || 92 | 43
92 1494 | 1
q3 | 97 | 95
q4 || 96 | 98
g5 || 97 | 95
g6 || 96 | 48
q7 || 94 | 1
g8 || 92 | 43

o ['= {Q5>Q67Q7aq8}?

é precisamente a linguagem L e este autémato é minimo (verifique). A

Uma outra questao relevante sobre a relacdo entre AFDS, AFNDS e AFND®s
¢é a de saber se existirao linguagens que sejam reconhecidas por um autémato
de um destes trés tipos mas nao o sejam por autématos de algum dos outros
dois tipos. Como se explicard de seguida, tais linguagens nao existem. Do
ponto de vista das linguagens reconhecidas, os AFDS, 0s AFNDS e 0S AFND®s
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sao equivalentes, isto é, se uma linguagem é reconhecida por um AFND€, por
exemplo, entao também é reconhecida por um AFND e por um AFD, 0 mesmo
acontecendo nos outros casos possiveis.

Comece-se por observar que os AFDS podem ser visto como casos particulares
de AFNDS, e estes sao casos particulares de AFND®s. Pode entao concluir-se que
qualquer linguagem que seja reconhecida por um AFD também o é por um AFND
e qualquer linguagem que seja reconhecida por um AFND também o é por um
AFND®.

Um AFND é um caso particular de AFND® no qual nao existem movimentos-e.
E assim trivial obter um AFND® que reconheca a linguagem de um AFND dado:
basta estender a funcao de transicao atribuindo aos pares (g, €) o conjunto vazio.

Dado um AFD, facilmente se compreende que existe um AFND que reconhece
exactamente a mesma linguagem, uma vez que um AFD pode ser visto como o
caso particular de um AFND em que, para cada estado, existe no maximo uma
transicao associada a cada simbolo do alfabeto. Para construir o AFND basta
uma pequena modificacao na fungao de transicao por forma a que o resultado
da sua aplicacdo a cada par seja agora visto como um conjunto. Define-se
seguidamente o AFND resultante de um AFD.

Definicao 1.14 AFND RESULTANTE DE AFD
Dado um AFD D = (Q, 1,9, qo, F'), 0 AFND resultante de D é o AFND
afnd(D) = (Q7 Ia 6/7 q0, F) €m que

e 04:Q xI— 29 étal que

/ _J {p} sed(g,a)=p
7(g,0) = { 0 sed(q,a)l

paracadage Qeac I. <

Todas as componentes de afnd(D) sdo idénticas as de D excepto a fungao
de transigao. A funcado de transicao de afnd(D) define-se atribuindo o conjunto
singular {p} ao par (g, a) se em D existe uma transi¢ao de ¢ para p associada a a
e atribuindo o conjunto vazio ao par (g, a) quando ndo existe transicao associada
a a a partir de ¢q. A linguagem de afnd(D) é precisamente Lp. Esta propriedade
de afnd(D) é enunciada na Proposicao 1.21. Apresenta-se seguidamente um
exemplo de construcao do AFND resultante de um AFD.

Exemplo 1.15 Considere-se o AFD D apresentado no Exemplo 77. O AFND
resultante de D é afnd(D) = (Q, 1,9, qo, F') em que
e 0 :Q xI— 29 étal que
(0al a [0 |
p | {at] 0

q || {ar | {r}
r | g} | {r}

A linguagem reconhecida por afnd(D) é Lp. A
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Estuda-se agora o problema de saber se dado um AFND® é possivel construir
também um AFND cuja linguagem é precisamente a linguagem do AFND¢. Como
se vera de seguida, é sempre possivel construir um tal AFND.

Num AFND¢ que tenha movimentos-e é possivel a partir de um estado ¢
efectuar uma transicao ou varias transigoes consecutivas até a um certo estado
p, sem que nenhum simbolo do alfabeto esteja associado a estas transigoes, isto
é, podem existir caminhos que comecam em ¢, terminam em p e a eles esta
associada a palavra e. Como se sabe, os estados p nestas condigoes constituem,
juntamente com ¢, o fecho-e de ¢. Se a partir de um destes estados no fecho-¢ de
q se pode efectuar uma transicao associada a um simbolo 7 para um outro estado
p’, é possivel a partir de ¢ efectuar transicoes consecutivas até p’, nas quais um
unico simbolo do alfabeto estd envolvido, isto é, de entre essas transigoes existe
uma Unica associada a um simbolo do alfabeto, neste caso i. Isto significa que
existe um caminho que comeca em ¢ e termina em p’ ao qual estd associada a
palavra i. Esta informacao de que no AFND€ é possivel a partir de g chegar a
estados p’ deste modo tem de estar presente no AFND que se pretende construir:
vao ter de existir transicoes associadas a i de ¢ para estes estados p’. Como
exemplo, considere-se o AFND® apresentado no Exemplo 1.3. Os estados pgy e p1
pertencem a pf, e existem transicoes associadas a a de py para pi, de p; para
po e de pp para ps. A palavra a estd asim associada a cada um dos caminhos
PoP1, Pop1P2 € pop1ps. Daqui resulta que no AFND vao ter de existir transicoes
associadas a a de pg para pi, de pg para ps e de pg para ps.

Voltando ao caso geral, se se considerar agora os outros estados no fecho-e
de p/, existem também caminhos que comecam em ¢, terminam num desses
estados e a eles estd associada a palavra i. A informacao de que no AFND®
é possivel a partir de g chegar a estados no fecho-e¢ de p’ efectuando apenas
uma transicao associada a um simbolo do alfabeto, neste caso o simbolo 7,
tem de estar presente no AFND que se pretende construir: vao ter de existir
transicoes associadas a i de ¢ para os estados no fecho-e de p’. No caso do
AFND¢ do Exemplo 1.3, tem-se que ps pertence a p{, pelo que a palavra a esta
ainda associada ao caminho pgpips. Daqui resulta que vai existir ainda uma
transicao associada a a de py para ps.

Assim, no AFND que se pretende construir, os estados sao os estados do
AFND¢ e o estado inicial é também o mesmo, mas as transigoes sao obtidas
como explicado. No AFND hé4 uma transicao associada a ¢ de ¢ para p’ sempre
que no AFND€ existe a partir de ¢’ € ¢¢ uma transicao associada a ¢ para um
estado p e p' € p°. Recorde-se que um estado pertence sempre o seu fecho-e,
pelo que, em particular, ¢ pode ser ¢ e p’ pode ser p. Quanto aos estados
finais do AFND, eles sao todos os estados finais do AFND® aos quais se junta
o estado inicial do AFND®quando no fecho-e¢ deste estado inicial esta presente
algum estado final do AFND®. Com efeito, neste caso, a sequéncia vazia faz
parte da linguagem do AFND€ e, como se sabe, a unica forma de a sequéncia
vazia fazer parte da linguagem de um AFND é o seu estado inicial ser também
estado final.

Apresenta-se agora a definicdo de AFND resultante de AFNDE.
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Definicao 1.16 AFND RESULTANTE DE AFND€
Dado um AFND® A€ = (Q, 1,6, qo, F'), 0 AFND resultante de A é o AFND

afnd(Ae) = (Qvla (5/7(]07F,) em que
e 0 :Q xI— 29 étal que

5,((]7 CL) = LJq’eqE (Uq”eﬁ(q’,a) q/le)
paracada g€ Q ea € I;

o '=FseqsNF=0eF =FU{q} caso contrério. <

A linguagem reconhecida por afnd(A€) é precisamente L 4. Esta propriedade
de afd(A€) é enunciada na Proposigao 1.22. Apresenta-se agora um exemplo que
ilustra a construcao do AFND resultante de um AFNDE.

Exemplo 1.17 Considere-se o AFND® A€ apresentado no Exemplo 1.3. Recorde
que os fechos-¢ dos estados de A€ foram calculados no Exemplo 1.17.
Como exemplo calculam-se algums valores de ¢’

o (90,0)= Uyers Uyresigy ")
- Uq’G{po 1,5} (Ugres (¢/a) q")
- (Uq”eé(ma) q") U (Uq”€5(p17a) ¢") U (UQ”Gé(ps,a) q")
— (ane{pl} q//€) U (Uqlle{p27pd} qlle) U (Uq"6® q//G)
piUp; Ups
= {p1,p2,p3,p05};
o §'(ps,b)= Uq’EpZ(Uq”Ed(q/7b) q")
- UQ'G{p17P47P5}(Uq//@s(q/:b) q")
= (Uq”eé(pl,b) q") U (Uq”eé(m,b) q") U (Uq”eé(ps,,b) q")
= (Ugrep ") Y Uyprep @)Y (Ugrep 47)

9

Os outros casos obtém-se de forma semelhante. Relativamente aos estados
finais, observe-se que pg ¢ o estado inicial de A€ e p5 € pf), pelo que ps5 é estado
final de afnd(A°).

O AFND resultante de A€ é entao afnd(A°) = (Q, I, po, F') em que

o & :Q xI— 29 étal que

Kl a | b [ e |

po || {p1,p2,p3,p5} 0 1]

p1 {p2, 3} 0 0

P2 @ @ {p11p47p5}
P3 0 {p1,p4,p5} 0

ps | {p2,p3,p5} 0 {ps}

D5 0 0 1]

b F/ = {p07p5}
A linguagem reconhecida por afnd(A€) é L ae. A
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Estuda-se agora o problema de construir um AFD equivalente a um AFND
dado. Num AFND com funcao de transicao d, para cada estado g e cada simbolo
a, 6(q,i) é um conjunto de estados, pois, como se sabe, a partir de ¢ podem
existir transicoes associadas a i para varios estados. Para construir o AFD
havera que transformar estas vérias transicOes associadas a i a partir de ¢
numa s6 transigao.

Considerando por exemplo o estado inicial gy do AFND, 0(qo, %) é o conjunto
dos estados para os quais existe uma transicao a partir de gy associada a 1.
No AFD estas véarias transicoes tém de ser transformadas numa sé. A ideia é
entdo considerar este conjunto 6(go,?) como um estado do AFD e considerar
uma transicao associada a i do estado inicial para este estado. Esta transicao
¢é a forma de transferir para o AFD a informagdo sobre o facto de no AFND
ser possivel atingir cada um dos estados em §(qp, a) através de uma transi¢ao
associada ao simbolo i. Como exemplo considere-se o AFND do Exemplo 1.4,
cujo estado inicial é p. Dado que d(p,0) = {p,r}, no AFD pretendido vai existir
o estado {p,r} e uma transigao para {p,r} associada a 0 a partir do estado {p}
(todos os estados deste AFD vao ser conjuntos).

A questao seguinte é saber quais s80 no AFD as transicoes a partir do es-
tado §(qo,a) associadas aos diferentes simbolos. Para simplificar a exposicao,
designe-se este estado por qp. Para cada simbolo ¢, a transicao no AFD a par-
tir de ¢p é obtida reunindo todos os estados para os quais existe no AFND
uma transicdo associada a 7 a partir de um estado incluido em ¢p. Isto é,
calcula-se §(¢/,i) para cada ¢ € ¢qp e faz-se a unido dos conjuntos assim
obtidos. Esta uniao é novo estado do AFD e vai considerar-se entao uma
transicao associada a i de gp para este novo estado. Voltando ao Exem-
plo 1.4, calcula-se 6(¢’,0) para cada ¢’ € {p,r} e considera-se a sua unido:
d(p,0)Ud(r,0) = {p,r} U{s} = {p,r,s}. O conjunto {p,r, s} é entdao um es-
tado do AFD pretendido e nele vai existir uma transicao de {p,r} para {p,r, s}
associada ao simbolo 0.

Todos os estados do AFD sao conjuntos constituidos por estados do AFND e
sao obtidos da forma acima descrita, comecando-se pelo estado inicial do AFND.
O estado inicial do AFD é precisamente o estado inicial do AFND, representado
agora como conjunto, isto é, {qo}. Todas as transi¢des do AFD sdao também
obtidas como descrito. Como consequéncia, se no AFND existe um caminho
que comeca num certo estado ¢ e termina num estado ¢’ e a este caminho est4
associada um palavra w, entdo no AFD vai também existir um caminho a que
esta associada esta palavra, caminho esse que comeca num estado que inclui ¢
e termina num estado que inclui ¢'. E fécil entdo compreender que, para que o0s
autématos reconhecam a mesma linguagem, os estados finais do AFD tenham
de ser todos aqueles estados do AFD que incluem um ou mais estados finais do
AFND.

Define-se seguidamente o AFD resultante de um AFND.

Definicao 1.18 AFD RESULTANTE DE AFND
Dado um AFND A = (Q, 1,0, qo, F'), 0 AFD resultante de A é o AFD
afd(A) = (Q',1,¢,q), F') em que

e Q' é o conjunto definido indutivamente como se segue:
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- {QO} S Q/;
— para cada a € I,
s€ q/ € QI € Uqu’ 5(]?, ) 7é @ entao Upeq ( ) c Q/;
* qp={aq};
° §:Q' xI—Q étal que
5,((]/7@) - { Up€q’ 5(27, a) se Uqu’ 5(p7 CL) 7é @

nao def caso contrario

para cada ¢’ € Q' e a € I;
o F'={d cQ :¢dNF#0}. <

Cada estado do autémato afd(A) é um conjunto de estados do AFND A. O
conjunto dos estados Q' de afd(A) é finito porque o conjunto dos estados de
A é finito. Note-se que a funcao de transicao &' de afd(A) estd bem definida,
isto é, para cada ¢’ € Q' e cada a € I, 0'(¢',a) € Q'. A linguagem reconhecida
por afd(A) é precisamente L,4. Esta propriedade de afd(A) é enunciada na
Proposicao 1.21. Apresentam-se agora dois exemplos que ilustram a construcao
de AFDS resultantes de AFNDS.

Exemplo 1.19 Considere-se o AFND A = (Q, I, 6, qo, F) apresentado no Ex-
emplo 1.4. O objectivo é construir o AFD resultante do AFND A, afd(A). Neste
primeiro exemplo comeca-se por descrever com detalhe a construcao do con-
junto dos estados @' de afd(A), recordando que o estado inicial de A é p:

L {p} € Q’;
2. por 1, Uyeqpy 0(2,a) € Q" com a € {0,1}, logo

e §(p,0) ={p,r} € Q
* 0(p,1) ={p,q} € Q'

3. por 2, U,eqp 0(z50) € Q' e Usegpqr 6(z,a) € Q' com a € {0,1}, logo

e 3(p,0)UG(r,0) = {p,r, s}t € Q"
e 5(p,1)Ud(r,1) = {p.q} € Q";
® 4(p,0)Ud(q,0) = {p,r} € Q';
e i(p,1)Ud(q,1) ={p,q s} € Q";

4. por 3, e dado que os casos de {p,q} e {p,q} ja foram considerados, ha
apenas que calcular (J,cq, - 6(2,a) € Uyeqp g1 0(@,a) com a € {0,1},
pelo que

e 3(p,0) Ud(r,0) Ud(s,0) =d(p,0) Ud(r,0)Ud = {p,r s} €Q;
e 6(p,HUS(r,1)Ud(s,1) =d(p, 1) Ud(r,1)Ud = {p,q} € Q’;
® 5(p,0)Ud(g,0) Ud(s,0) =d(p,0)Ud(q,0) UD = {p,7} € Q";
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e 6(p,1)Ud(q,1)Ud(s,1) =d(p, 1) Ud(¢q, 1) UD ={p,q,s} € Q.

Note-se que no passo 4 ji nao se encontraram estados de Q' que nao tivessem
sido ja calculados. Conclui-se asim que

Q/ = {{p}v {p7 T}? {p7 Q}, {p7 q, S}, {p, L) S}}

Como exemplo calculam-se agora alguns valores de §’:

o 0'({p},0) = Usegpy 0(2,0) = 0(p, 0) = {p,r};
i 5’({]),7‘}, 0) = Uxe{p,r} 5(337 O) = 5(1)70) U 5(Ta O) = {pa r, S}'

Os outros casos obtém-se de forma semelhante. Tem-se entdo que o AFD pre-
tendido é afd(A) = (Q', 1,0, ¢(, F') em que

o Q' ={{p}{p.,v}1, {p.a}. {p, ¢, s}, {p, 7, s} };

* ¢, = {p}
e 0 :Q' xI— Q' étal que
L o [ o | 1 |
{p} {p,r} | {p,¢}
{p,r} | {p.7s} | {p. a4}
{p.q} {p,r} | {p.q s}
{p.q,s} | {p,r} | {p.q s}
{p,r s} | {p,rst | {p q}

o I"={{p,q,s},{p, 7 s}}.
A linguagem reconhecida por afd(A) é a linguagem L4. Compare este AFD

com o AFD construido no Exemplo 1.12. A

Exemplo 1.20  Considere-se o AFND A = (Q, 1,0, qo, F') apresentado no
Exemplo 1.13. O objectivo é de novo construir afd(A). Tem-se entdo que

afd(A) = (Q', 1,8, q), F') em que

o Q' ={{p}{p.a}: {p;v}, {p, ¢, s}, {p, 7 s}, AP, ¢, 5, 1},
{p,r,s,t}{p, 7t} {p, 0, t}};

e qo = {p}
o 0 :Q xI— Q étal que
v [ o [ 1 |
{r} {p,7} {p,q}
{p,q} {p,r} {p,q,s}
{p,r} {p,r, s} {p, 4}
{r.qs} || {psmit} | {p g5t}
{p,r, s} | Ap,7ms,t} | {p,q.t}
{p.as,t} | {p,nt} | {p. g st}
{p7747$7t} {p7r787t} {p7Q7t}
{p,rt} | {p,r s} {p,q}
{p,q,t} {p,7} {p,q.s}
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o ['= {{p7Q737t}7 {pv T7$7t}7 {parat}7{pa Q7t}}'

A linguagem reconhecida por afd(A) é a linguagem L 4. Compare este AFD com
0 AFD construido no Exemplo 1.13. A

Enunciam-se agora as propriedades dos autématos AFNDD, AFDA e AFNDA®
acima referidas.

Proposicao 1.21 Dado um AFD D, a linguagem de afnd(D) é Lp. ]
Proposicao 1.22 Dado um AFND® A€, a linguagem de afnd(A€) é L 4. =

Proposicao 1.23 Dado um AFND A, a linguagem de afd(A) é L. "
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