1 Autématos finitos deterministas

1.1 Autdédmato finito determinista

Um alfabeto é um conjunto finito. Uma linguagem sobre um alfabeto I é um
subconjunto de I*. Usa-se simplesmente a designagao linguagem sempre que
nao exista ambiguidade sobre qual é alfabeto em causa ou nao seja relevante
saber qual é o alfabeto.

Definigao 1.1 AUTOMATO FINITO DETERMINISTA
Um autémato finito determinista, ou apenas AFD, é um quintuplo

D = (Qalvéyq(]aF)
onde
e () é um conjunto finito (conjunto dos estados);

e [ é um conjunto finito (conjunto dos simbolos de entrada);

d:Q x I — @ éuma fungao (funcdo de transicdo);
e ¢ € Q (estado inicial);

e ' C @ (conjunto dos estados finais). <

Qualquer AFD tem pelo menos um estado, o estado inicial gg. O conjunto
dos simbolos de entrada de um AFD é o alfabeto do AFD. Uma sequéncia de
simbolos do alfabeto é neste contexto designada por palavra sobre o alfabeto
ou, simplesmente, palavra. A sequéncia vazia, €, é designada por palavra vazia.
Note-se que a funcao de transicao nao tem de ser necessariamente uma funcao
total. Um AFD pode ter um qualquer ntimero de estados finais, em particular,
nenhum.

Apresentam-se seguidamente varios exemplos de AFDS.

Exemplo 1.2 D = (Q, 1,6, qo, F) em que
e Q={p,qr}
o I ={a,b};

e 0:Q x1I— (@ étal que

R

QR

* g0 =p;
o F'={q}.

Neste caso a fungao de transi¢ao 0 nao estd definida para o par (p,b). A



Exemplo 1.3 D = (Q,1,0,qo, F) em que
e Q={qw a1}
o [ = {Oal};

e 0:Q x1I— Q@ étal que

[ oJo]1]

qo || 90 | q1
q1 || 91 | 9o
o F'={q}- A

Exemplo 1.4 D = (Q,1,6,qo, F) em que
® Q = {POP1,P011,10P1,1011};
o [ =1{0,1};

e 0:Q x1I— (@ étal que
s o J1 |
PoPy || IoP1 | Poly
Poly || IoI1 | PoPy
Il Poly | IoPy
I,P; || PoP; | Lol

® qo = PoPy;
o = {IOPI} A
Exemplo 1.5 D = (Q, 1,6, qo, F) em que

b Q = {QO7Q1aQQ7Q37Q4}§
o 1=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,.};

e ):(Q x1I—Q étal que

[ dJof1[2]3]4[5[6[7[8]9].]
qo || 91 | 492 | 92 | 92 | G2 | 92 | G2 | 2 | G2 | 42
q1 q3
q2 || 92 | 92 |92 | 92 |92 | 92 | 92 | 92 | 92 | 42 | Q3
g3 || 94 | 94 | 94 | 94 | G4 | G4 | Q4 | 94 | G4 | G4
g4 || 94 | 94 | Q4 | Q4 | G4 | Q4 | Q4 | G4 | G4 | G4

o '={q1,q2,q} A

Usa-se notagao 0(q,a)| para indicar que a fungao de transigdo 6 de um AFD
atribui um valor a (¢,a). Quando 0(gq,a)] diz-se que existe uma transi¢ao a
partir de ¢ associada ao simbolo a e, se 6(q,a) = p, diz-se que existe uma
transicao de ¢ para p associada ao simbolo a. Usa-se a notagao 6(q,a)l para



indicar que § nao esta definida para o par (¢,a). Quando d(g,a)T diz-se que a
partir de p nao existe transicao associada ao simbolo a.

Um caminho num AFD é uma sequéncia de estados ¢1qs ... ¢q,, com n > 0,
tal que, para cada 1 < k < n, d(qx, ar) = qx+1 para algum simbolo ay do alfa-
beto, isto é, existe uma transicao de g para qix11. As palavras ajasg . ..a,—1 que
assim se obtém sao as palavras que correspondem, ou que estao associadas, ao
caminho ¢1¢s . .. q,. Por exemplo, considerando o AFD D apresentado no Exem-
plo 1.2, pgrq e qrq sao caminhos de D, sendo aba e ba palavras que lhes estao
associadas, respectivamente. A um caminho num AFD podem corresponder
vérias palavras porque a partir de um estado podem existir transigoes associ-
adas a diferentes simbolos para um mesmo estado. Como exemplo, considere-se
o caminho ¢yq1¢3q4 do AFD apresentado no Exemplo 1.5. As palavras 0.0, 0.1
e 0.2 sao exemplos de palavras associadas a este caminho. Observe-se que a
partir do estado g3 existem transigoes associadas a cada um dos digitos de 0 a
9 para o estado gqy4.

Por outro lado, dado um estado ¢ e dada uma palavra ajas...a,, com
n > 0, o caminho com inicio em g que corresponde, ou que estd associado,
a esta palavra é ¢i1g2...qn+1 em que q1 = q e 0(qg,ar) = qr+1, para cada
1 < k < n. Note-se que este caminho pode nao existir, mas, se existir, é tinico.
Voltando ao AFD apresentado no Exemplo 1.2, o caminho com inicio em ¢ que
estd associado a palavra baa é qrqq. Nao esta associado a palavra baa nenhum
caminho com inicio em p.

Cada AFD define uma linguagem sobre o seu alfabeto. Para caracterizar
rigorosamente esta linguagem é 1til considerar a extensao a I* da funcao de
transicao do AFD.

Considere-se fixado um AFD D = (Q, I, 6, qo, F).

Definicao 1.6 FUNCAO DE TRANSIGAO ESTENDIDA DE AFD
A funcao de transicdo estendida de D é a funcao 6* : Q x I* — Q tal que

q sew =¢€
0 (q,w) =1 6*(d(q,a),w") sew=aw ed(qa)l
nao def se w = a.w' e d(q,a)l
para cada ¢ € Q e w € I*. <
Se §*(q,w) = ¢ tal significa que existe em D um caminho associado &
palavra w que tem inicio em ¢ e que este caminho termina em ¢'. Se w é
a1as...an, n > 0, o caminho é precisamente ¢1gs...¢qn+1 €m que ¢ = q,

Int1 = ¢ € qgy1 = 0*(q1,a1 ... ax), para cada 1 < k < n.
Observe-se que se §*(q,w) = ¢ e 6*(¢,w') = ¢" entao §*(q,w.w’) = ¢
(Exercicio 7?7 da secgao ?77).

1/

Definicao 1.7 PALAVRA ACEITE E LINGUAGEM RECONHECIDA POR AFD
A palavra w € I* diz-se aceite por D se §*(qo,w) € F. O conjunto

Lp={weI":6(q,w) € F}

é a linguagem reconhecida por D, ou linguagem de D. <



A linguagem reconhecida por D é o conjunto das palavras aceites por D. As
palavras aceites por D sao precisamente as palavras associadas aos caminhos
do autémato que comecam com o estado inicial, qg, e que terminam com um
estado final.

Exemplo 1.8 Considere-se o autémato D apresentado no Exemplo 1.2. Calcule-
se o valor que a funcao §* atribui ao par (p, aba):

0*(p,aba) = §*(0(p,a),ba)

O facto de 6*(p, aba) = ¢ significa que em D existe um caminho associado a
palavra aba que tem inicio em p e que este caminho termina em ¢. O caminho
é pgrq. Observe-se que os estados deste caminho sdo precisamente os estados
que se vao sucessivamente obtendo ao calcular 6*(p, aba). Como 6*(p, aba) = ¢
e g ¢ um estado final, a palavra aba é uma palavra aceite por D e portanto aba
pertence a Lp, a linguagem reconhecida por D.

Calcule-se agora o valor que a funcao 0* atribui ao par (p, aabb):

0*(p,aabb) = 0*(6(p,a),abb)

O facto de 6*(p, aabb) = r significa que em D existe um caminho associado a
palavra aabb que tem inicio em p e que este caminho termina em r. O caminho
é pqqrr. Como 6*(p, aabb) = r e r ndo é um estado final, a palavra aabb nao é
uma palavra aceite por D e portanto a palavra aabb nao pertence a Lp.

Calcule-se ainda o valor que a funcao §* atribui ao par (p,baa): como
d(p,b)T, isto é, ndo existe transigao associada ao simbolo b a partir de p, tem-se
que 6*(p,baa)l. Assim, a palavra baa nao estd associado nenhum caminho de
D que comece no estado p. Uma vez que 6*(p,baa)l, §*(p,baa) nao é, natu-
ralmente, um estado final e portanto a palavra baa nao é assim aceite por D.
Consequentemente, baa nao pertence a Lp. Observe-se que o facto de (p,b)T
implica, em particular, que nao sejam aceites por D palavras que comecem por
b.

A linguagem reconhecida por D é o conjunto das palavras sobre o alfabeto
{a,b} que comecam e terminam em a, dado que §*(p,w) € F (ou seja, neste



caso, 0*(p,w) = q) se e apenas se w é uma palavra sobre {a,b} que comega
em a e termina em a. Com efeito, todos os caminhos de D que comecam pelo
estado inicial, o estado p, e terminam num estado final, neste caso o estado g,
estao associados a palavras do alfabeto de D que comegam e terminam em a e,
vice-versa, a todas as palavras com esta propriedade estao associados caminhos
que comecam em p e terminam em q. A

Exemplo 1.9 Considere-se o autémato D apresentado no Exemplo 1.3. Observe-
se que neste caso o estado inicial é também estado final. Calcule-se o valor que
a fungao ¢* atribui ao par (qo, €):

5*((]07 6) =4qo

Como qg € estado final, a palavra vazia é aceite por D. A palavra vazia
pertence assim a Lp.
Calcule-se agora o valor que a fungao 6* atribui ao par (qg, 1001)

6*(qo, 1001) _6*(5(q0, 1),001)
9*(q1,001)
5*( (CIL )7 )
= 0"(q1,01)

= 0*(6(q1,0),1
=6"(q1,1)
5*( (QL )7 )
= 0"(qo, €)

*

= 4o

Dado que 6*(qo, 1001) = qp e gop é um estado final, a palavra 1001 é uma
palavra aceite por D. A palavra 1001 pertence a Lp.
Calcule-se ainda o valor que a funcao 0* atribui ao par (gg,010)

5(Q07O)710)
qo0,10)
5(Q07 )70)
q1,0)
5(q1,0),€)
q1, €)

6*(qo,010) = 6*
= oF
= §*

5*
— (5*
— 5*
=1

o~~~ S~~~

Dado que 6*(qo,010) = ¢ e ¢1 ndo é um estado final, a palavra 010 nao é
uma palavra aceite por D. A palavra 010 nao pertence a Lp.

A linguagem reconhecida por D é o conjunto das palavras sobre o alfabeto
{0,1} que tém um numero par de 1’s, pois, 6*(go, w) € F (ou seja, neste caso,
0*(qo,w) = qo) se e apenas se w é uma palavra do alfabeto de D que tem um
nimero par de 1’s. Observe-se que todos os caminhos de D que comecam por g
e terminam no estado final, também ¢, estao associados a palavras do alfabeto
de D que tém um numero par de 1’s e, vice-versa, todas as palavras com esta



propriedade estao associadas a caminhos de D que comegam em ¢y e terminam
em qo. Note-se que a palavra vazia tem zero 1’s, logo um nimero par de 1’s A

Exemplo 1.10 A linguagem reconhecida pelo autémato D apresentado no Ex-
emplo 1.4 é o conjunto das palavras sobre o alfabeto {0, 1} que tém um nimero
impar de 0’s e um nimero par de 1’s.

Neste autémato foram escolhidos para os estados nomes sugestivos com o
propdsito de facilitar a sua construgao e a tarefa de perceber a linguagem que o
autémato reconhece. A designagao PgP; significa “ntimero par de 0’s e niimero
par de 1’s”, a designacao Pyl significa “ntimero par de 0’s e nimero impar de
1’s”, e os outros dois casos sao semelhantes. Naturalmente estas sao as quatro
situacoes possiveis relativamente a paridade do ntimero de 0’s e 1’s presentes
numa sequéncia. A ideia subjacente a construcao do autémato é que se um
caminho comeca no estado inicial e termina, por exemplo, no estado Pgl; entao
todas as sequéncias a ele associadas tém um numero par de 0’s e ntimero impar
de 1’s. Do mesmo modo, caso termine em PgP;, as sequéncias a ele associadas
tém de ter um ntmero par de 0’s e nimero par de 1’s. Os outros casos sao
semelhantes. Assim, compreende-se que IoP; seja o (nico) estado final. A
escolha de PyP; para estado inicial corresponde ao facto de a sequéncia vazia
ter zero 0’s e zero 1’s, logo um um numero par de 0’s e um ntmero par de 1’s.
Compreende-se também que, por exemplo, 6(IpP1,0) = PoP; (foi lido mais um
0 e portanto a paridade do ntimero de 0’s muda enquanto a de 1’s se mantém)
e que 6(Iply,1) = [HP; (muda agora a paridade do nimero de 1’s).

Claro que do ponto de vista da linguagem reconhecida pelo autémato, o
nome que se da aos estados € irrelevante. Obtém-se um autémato que reconhece
exactamente a mesma linguagem substituindo PyP1, Pgli, IgP1 e Igl; por qo,
q1, g2 € g3, respectivamente. A

Exemplo 1.11 A linguagem reconhecida pelo o autémato D apresentado no
FExemplo 1.5 é o conjunto das constantes numéricas que tém uma parte inteira
e uma parte decimal, separadas por “.”, em que a parte inteira sé comeca por 0
se for exactamente 0 e a parte decimal pode ser vazia, caso em que “.”¢é omitido.
Mais rigorosamente, é o conjunto das constantes numéricas do tipo w; ou wi.wo
em que wip, we sao sequéncias finitas e nao vazias de digitos de 0 a 9 e w; nao
comeca por 0 excepto se w; = 0.

Assim, por exemplo, as palavras 35, 0.56 e 218.05 s@o aceites por D, mas as
palavras 023 ou 35. nao sao aceites por D (verifique calculando os valores de

d* apropriados). A

Note-se que se o estado inicial do AFD D for também estado final, a lin-
guagem reconhecida por D inclui pelo menos uma palavra, a palavra vazia e.
Por outro lado, para que € seja aceite pelo AFD, o estado inicial tem necessari-
amente que ser estado final.

Proposicao 1.12 O AFD D aceita a palavra vazia, €, se e s6 se qy € F'.

Prova: Tem-se que 6*(qo,€) = qo e € é aceite por D se e s6 se 6*(qp,¢) € F. =



Observe-se ainda que se o conjunto dos estados finais do AFD D é o conjunto
vazio, nenhuma palavra é aceite por D. A linguagem reconhecida pelo AFD é
neste caso a linguagem vazia, isto é, Lp = ().

Do ponto de vista da linguagem reconhecida por um AFD, o nome que se da
aos estados é irrelevante. Assim, dados dois AFDS, pode sempre assumir-se, sem
perda de generalidade, que os respectivos conjuntos de estados sao disjuntos.

Dada um certa linguagem L, diz-se que D é um AFD para L se D é um AFD
e Lp = L. Diz-se que uma certa linguagem L é reconhecida por um AFD sempre
que exista um AFD para L. As linguagens que sao reconhecidas por AFDS tém
uma designacao especial: sao as linguagens regulares.

Definicao 1.13 LINGUAGEM REGULAR
Uma linguagem L diz-se regular se existe um AFD D tal que Lp = L. <

Exemplo 1.14 Tendo em conta os exemplos anteriores sdo linguagens regu-
lares, por exemplo, as seguintes:

e o conjunto das palavras sobre o alfabeto {a, b} que comegam e terminam
em a;

e o conjunto das palavras sobre o alfabeto {0, 1} que tém um niimero impar
de 1’s;

e o conjunto das palavras sobre o alfabeto {0,1} que tém um numero par
de 0’s e um numero impar de 1’s;

e 0 conjunto das constantes numéricas do tipo wy ou wi.we em que wi, wWo
sao sequéncias finitas e nao vazias de digitos de 0 a 9 e w; ndo comega
por 0 excepto se wy; = 0.

Exemplos de linguagens nao regulares sao as seguintes:

e o conjunto das palavras sobre o alfabeto {a, b} nas quais o nimero de a’s
¢ o dobro do niimero de b’s;

e expressoes aritméticas nas quais o nimero de paréntesis esquerdos é igual
ao numero de paréntesis direitos.

A prova de que estas linguagens nao sao de facto regulares serd apresentada
adiante. A

A terminar esta secc@o, merece referéncia a seguinte observacao a propésito
da definicao de AFD adoptada neste texto. Na definicao adoptada, a funcao
de transicdo nao tem de ser necessariamente uma func¢ao total. Veja-se, por
exemplo, os AFDS apresentados nos Exemplos 1.2 e 1.5. Mas outros autores
incluem na definigdo de AFD a exigéncia de que a funcao de transicao tem de
ser total. No entanto, as duas defini¢bes sao equivalentes, no que diz respeito as
linguagens que sao reconhecidas pelos dois tipos de AFDS. Qualquer linguagem
que seja reconhecida por um AFD com funcao de transicao nao total é também
reconhecida por um AFD com funcao de transicao total.



Dado um AFD D com funcao de transi¢ao nao total, obtém-se facilmente um
novo AFD com funcao de transicao total cuja linguagem é Lp. E um AFD igual a
D no que respeita ao alfabeto, estado inicial e estados finais, mas tem mais um
estado, o estado ¢;. Sempre que em D nao exista uma transicao associada a um
simbolo a a partir de um estado ¢, no novo autémato vai existir uma transicao
associada a a de ¢ para ¢;. A funcdo de transicao deste novo autémato tem de
ser total, logo tém de existir transi¢oes associadas a cada simbolo do alfabeto a
partir de ¢;. Como se pretende que a linguagem reconhecida nao seja alterada,
estas transicoes sao transigoes para o préprio ¢;. Um AFD construido deste modo
é designado por totalizacado de D. Dado um AFD D com funcao de transigao
total, a totalizacao de D é, naturalmente, o préprio autémato D.

Definigao 1.15 TOTALIZAGAO DE AFD
Uma totalizagdo de D é um AFD TOT(D) construido como se segue:

e se a funcgdo de transigao de D é total, TOT(D) = D;

e se a fungao de transigao de D nao é total, TOT(D) = (Q, I, &, ¢}, Ft) em
que

— Qr=QU{q} com g ¢ @Q;
— 0t Qy x I — @y é tal que

6(q,a) seqeQed(qga)l

5t(Q7a) -
a se ¢ = g ou 6(q,a)!
para cada ¢ € Qt e a € [;
~ 45 = q0;
— Fi=F. |

Segue-se dois exemplos que ilustram a construcao de totalizagoes de AFDS.

Exemplo 1.16 Seja D o AFD apresentado no Exemplo 1.3. Dado que a sua
fungao de transicao é total, TOT(D) = D. A

Exemplo 1.17 Seja D o AFD apresentado no Exemplo 1.5. Dado que a sua
fungdo de transigao nao é total, TOT(D) = (Q, I, b, ¢, F}) em que

o Qi =1{q0,q1,92,93, s, Gt };
e 1 =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,.};

e 0t :(Q x I — Q4 étal que
6 O]1[2[3[4][5]6]7[8[9]. ]
qo || 91 | 92 |92 | 92 | 92 | 92 | 92 | 92 | 92 | G2 | Gt
q1 || 9t | 9t | 9t | 9t | 9t | 9t | 4t | Gt | Gt | Gt | 43
g2 || 92 | 92 | 92 | 92 | 92 | 92 | 92 | 92 | 92 | 92 | 3
g3 || 94 | 94 | 94 | 94 | 94 | 94 | 94 | 94 | 94 | 94 | Gt
g4 || 94 | 94 | 94 | 94 | 94 | 94 | 94 | 94 | 94 | 94 | Gt
Qe || 9t | 9t | 9t | 9t | 96 | 9t | Gt | 9t | 9t | 9t | Gt




* ¢§ = qo;
o Fi =F ={q,q,q}. A

Apresenta-se agora a proposigao que estabelece que a linguagem de TOT(D)
é de facto Lp.

Proposicao 1.18 As linguagens de D e TOT(D) sao iguais.

Prova: Esta prova é deixada como exercicio ao leitor. [

1.2 Autématos vacuosos e triviais

Como ja foi referido, se o conjunto dos estados finais de um AFD D é o conjunto
vazio entao a linguagem reconhecida por D ¢ a linguagem vazia, isto é, Lp = ().
Mas também existem AFDS com estados finais cuja linguagem é vazia: basta
que nao exista nenhum caminho que comece no estado inicial e termine num
estado final. E o caso do AFD apresentado no exemplo seguinte.

Exemplo 1.19 D = (Q, 1,6, qo, F') em que
e Q={p.qr s}
o [ ={a,b};

e 0:Q x1I— Q@ étal que

[9]alb]

P4
a|r|q
r r
s 149

® 4o = p;

o F={s}.

Note-se que nao existe neste autémato nenhum caminho que comece com p
(estado inicial) e termine com s (o unico estado final). Assim, Lp00. A

Designa-se por AFD vacuoso qualquer AFD cuja linguagem seja vazia. Os
AFDS mais simples com alfabeto I cuja linguagem é vazia sdo os que tém um
Unico estado, o estado inicial, a sua funcao de transicao nao esta definida para
nenhum elemento do seu conjunto de partida e nao tém estados finais . Estes
AFDS 820 AFDS vacuosos canonicos. Obviamente todos eles sao iguais, a menos
do nome dado ao seu estado.

Definicao 1.20 AFD VACUOSO E AFD VACUOSO CANONICO
O AFD D é wvacuoso se a sua linguagem é a linguagem vazia. Um AFD vacuoso
canonico é Dyae = ({q}, I, 0vac, ¢, ) em que dyac(q,a)l para cada a € I. <



A linguagem reconhecida por um AFD pode também ser o conjunto de todas
as palavras sobre o seu alfabeto I. E o caso do autémato apresentado no
exemplo seguinte.

Exemplo 1.21 D = (Q,1,6,qo, F) em que
e Q={pqr}
o [ ={a,b};
e §/:Q x1I— (@ étal que

plr|a
a|p|a
T T P

* g =Dn;

o ['={p,q,r}.

Observe-se que neste autémato a qualquer sequéncia em {a, b}* estd associado
um caminho que comeca no estado inicial, p, e termina num estado final. A
linguagem de D é assim {a,b}*. A

Designa-se por AFD trivial qualquer AFD com esta propriedade. Os AFDS
mais simples com alfabeto I cuja linguagem é I* sao os que tém um tnico
estado, que é estado inicial e final, e tém uma funcao de transicao que é funcao
total. Estes AFDS sao designados AFDS triviais candnicos.

Definigao 1.22 AFD TRIVIAL
O AFD D é trivial se a sua linguagem é o conjunto I*. Um AFD trivial candonico
é Dtriv = ({Q}a I)5triV7 q, {Q}) €m que 5triV<Q7 a) = g para cada a € I. <

A proposicao seguinte estabelece que a linguagem dos AFDS vacuosos canénicos
¢ a linguagem vazia e que a linguagem dos AFDS triviais canénicos é o conjunto
de todas as sequéncias sobre o seu alfabeto.

Proposicao 1.23
1. A linguagem de um AFD wvacuoso candénico é a linguagem vazia.

2. A linguagem de um AFD trivial candnico com alfabeto I é I*. ]

1.3 Estados acessiveis, produtivos, tteis e intteis

Num AFD existem certos estados notaveis que verificam propriedades relevantes
para o estudo desse AFD e da linguagem por ele reconhecida. Nesta secgao faz-
se referéncia a quatro tipos de estados notaveis: estados acessiveis, estados
produtivos, estados 1iteis e estados intuteis.
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Definigao 1.24 ESTADO ACESSIVEL, PRODUTIVO, UTIL E INUTIL DE AFD
Diz-se que um estado g de D é

e acessivel se existe w € I* tal que 6*(qo, w) = g;
e produtivo se existe w € I* tal que §*(q,w) € F;
e 1til se é estado acessivel e é estado produtivo;
e indutil se nao é estado util.

Denota-se por Acp o conjunto dos estados acessiveis de D, por Prdp o conjunto
dos estados produtivos de D, por Utp o conjunto dos estados tteis de D e por
Inp o conjunto dos estados intiteis de D. <

Um estado ¢ do autémato D é acessivel se existe um caminho de D que
comeca no estado inicial e termina em ¢. O estado ¢ é produtivo se existe um
caminho de D que tem inicio em ¢ e termina num estado final. O estado ¢ é
inttil se nao for acessivel ou nao for produtivo. Obviamente, Utp = AcpN Prdp

[§] ITLD = Q\ UT,D.

Exemplo 1.25 Considere-se o AFD D = (Q, 1,0, qo, F)) em que
e Q={p,q,r s}
o [ ={a,b};

e §0:Q x1I— (@ étal que

plals
q)a|r
T q r
S S S

* g =p;

o F'={q}.

Os estados p, ¢ e r sao acessiveis e produtivos. Sao deste modo estados
uteis. O estado s é acessivel mas nao é produtivo, logo é um estado inutil.
Deste modo, Acp = Q, Prdp = Utp = {p,q,r} e Inp = {s}.

Note-se que a linguagem reconhecida por este autémato é o conjunto de
todas as sequéncias de a’s e b’s que comecam e terminam em a. E exactamente
a mesma linguagem que é reconhecida pelo autémato apresentado no Exemplo
1.2. O estado s incluido no autémato acima nao contribui para alterar o con-
junto das sequéncis aceites. Com efeito, ndo existem neste autémato caminhos
que incluam simultaneamente s e um estado final. Daqui decorre a designacao

de inttil que aqui é atribuida a s. A

Exemplo 1.26 Considere-se o AFD D = (Q, I, 0, qo, F)) em que
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i Q = {QO7q1aq2};
o [ =1{0,1};

e 0:Q x1I— Q@ étal que

(o o]1]

qo || 90 | 91

q1 || 91 | 9o

q2 || 90 | 91
o FF={q}.

Os estados ¢g e g1 sao acessiveis e produtivos. Sao deste modo estados tteis.
O estado g2 é produtivo mas nao é acessivel, logo é um estado intutil. Deste
modo, Acp = Utp = {qo,q1}, Prdp = Q e Inp = {q2}.

Note-se que a linguagem reconhecida por este autémato é o conjunto de
todas as sequéncias de 0’s e 1’s que tém um ntumero par de 1’s. E exactamente
a mesma linguagem que é reconhecida pelo autémato apresentado no Exemplo
1.3. O estado ¢o incluido no autémato acima nao contribui para alterar o con-
junto de sequéncias aceites. Com efeito, ndo existem neste autémato caminhos
que incluam simultaneamente o estado inicial e g3. Daqui decorre a designacao
de inutil aqui atribuida a go. A

Exemplo 1.27 Todos os estados dos autématos apresentados nos Exemplos
1.2, 1.3, 1.4 e 1.5 sao acessiveis e produtivos. Deste modo, todos esses estados
sao estados uteis. A

O estado inicial de D é sempre um estado acessivel, uma vez que §*(qo, €) =
qo. Assim, o estado inicial s6 ¢é inttil se nao for produtivo. Quando isto acontece,
nao existe nenhuma palavra w € I* tal que §*(qp,w) seja um estado final
e portanto a linguagem reconhecida por D é a linguagem vazia, ou seja, D
é vacuoso. Por outro lado, os estados finais sdo sempre estados produtivos.
Assim, um estado final s6 é inttil se nao for acessivel. Se todos os estados finais
de D sao intuteis entao D é também vacuoso.

Proposicao 1.28 Sao equivalentes as sequintes afirmacdes sobre o AFD D:
(i) D é vacuoso;
(ii) o estado inicial de D nao é produtivo;

(iii) nenhum estado final de D é acessivel;

(iv) todos os estados de D sdo indteis. "

Como se verd adiante com mais detalhe, os estados inuteis de um autémato
podem, em geral, ser removidos, obtendo-se um autémato que reconhece exac-
tamente a mesma linguagem. Como exemplo, refiram-se os autématos apresen-
tados nos Exemplos 1.25 e 1.27. O tnico caso em que nem todos os estados
intteis podem ser removidos é o caso em que D é um AFD vacuoso. Neste caso,
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todos os estados de D sao intteis. Nao é possivel remover todos estes estados
porque um AFD tem de ter pelo menos um estado, o estado inicial. Assim, todos
os estados sao removidos com a excepc¢ao do estado inicial, obtendo-se um AFD
vacuoso canonico.

O caso dos estados acessiveis mas nao produtivos merece uma nota com-
plementar. Estes estados podem, em geral, ser removidos porque a fungao de
transicao & nao tem necessariamente que ser uma funcao total.

Apresenta-se seguidamente um algoritmo que permite calcular os estados
notaveis acima referidos, isto é, os estados acessiveis, os estados produtivos e
os estados teis e intteis de um AFD.

Definigao 1.29 ALGORITMO DE PROCURA DE ESTADOS NOTAVEIS (APEN)
O algoritmo de procura de estados notaveis (APEN) é o seguinte:

ENTRADA: AFD D = (Q, 1,6, qo, F)
SADA: o tuplo de conjuntos APEN(D) = (Ac, Prd, Ut, In)

1. A:={q};
Auz := e {0(q0, 0) };
enquanto Auz Z A
3.1. A:= AU Aux;
3.2. Auxw :=J,c{(p,a) : p € Aux};
Ac:= A;
A:=F;
Auz = Uael{p : 5(]7, a) S F}}7
enquanto Aux € A
7.1. A:= AU Aux;
7.2, Aux :=J e {p : 0(p,a) € Auz};
Prd .= A;
9. Ut:= Acn Prd;
10. In:= Q\(AcN Prd). A

Pl

NS o

®

A execugao do APEN termina sempre e calcula o conjunto de todos os esta-
dos acessiveis, o conjunto de todos os estados produtivos, o conjunto de todos
os estados tteis e o conjunto de todos os estados intteis do AFD de entrada.
Esta propriedade do APEN ¢ enunciada na Proposicao 1.30.

Proposicao 1.30 A execucdo do APEN termina sempre e, sendo D o AFD
de entrada e APEN(D) = (Ac, Prd, Ut, In) a informagdo de saida, tem-se que
Ac= Acp, Prd = Prdp, Ut= Ulp e In= Inp. n

1.4 Produto e complementacao

Dados dois AFDS Dy e Dy como o mesmo alfabeto, pode construir-se um novo
AFD, o AFD produto D; X D2, que tem a particularidade de reconhecer exacta-
mente a linguagem constituidas pelas palavras que sao simultaneamente aceites
por Dy e por Ds, ou seja, a linguagem Lp, N Lp,.

Uma razao pela qual esta construgao é interessante é porque permite a
construgao modular de AFDS. Por construcao modular entende-se o seguinte:

13



se 0 objectivo é obter um AFD para uma linguagem que tem de satisfazer, por
exemplo, dois requisitos em simultaneo, comeca-se por construir um AFD para
a linguagem que satisfaz apenas um dos requisitos e um AFD para a linguagem
que satisfaz apenas o outro (que serdo, em geral, mais simples que o AFD final
pretendido), e constréi-se, por fim, o seu autémato produto.

Uma outra razao pela qual esta construcgao é relevante, é o facto de permi-
tir concluir que as linguagens regulares tém uma propriedade interessante: a
linguagem que resulta da interseccao de duas linguagens regulares é também
regular. Por esta razao diz-se que o conjunto das linguagens regulares é fechado
para a interseccao.

Apresenta-se agora a definicdo de AFD produto, D x Do, na qual se pres-
supoe que os AFDS D e Dy tém o mesmo alfabeto. A linguagem ¢ a intersecgao
das linguagens dos autéomatos dados.

Definicao 1.31 AFD PRODUTO
Dados dois AFDS Dy = (Q1,1,81, 43, F1) e Dy = (Qa, I, 62,3, F»), 0 AFD produto
de Dy e Dy é 0 AFD Dy x Dy= (Q, 1,0, qo, F) em que

* Q=Q1xQ;
e 0:Q x1I— (@ étal que
o= { Gl mhtal o)
para cada (¢q1,¢2) € Q e a € I
* q0 = (4, 9);
o F'=F| x F5. <
O exemplo seguinte ilustra a construgao do autémato produto.
Exemplo 1.32 Considerem-se os AFDS Dy e Dy com alfabeto I = {0,1}
e Dy =(Q1,1,61,q}, F1) em que

! :{7“0,?”1};
— 01: Q1 x1I— Qq étal que

(o Jo]1]

70 o | T1

! ™| To

— 4 = ro;
- F= {TQ}.

L D2 = (QQ:-L 527@%7F2) €m que
— Q2= {s0,51};
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— 09 : Qo x I — 9 é tal que

EAKNEN

S0 S1 S0

S1 || So | S1

— 4 = so;
— F2 = {81}.
O AFD produto é Dy x D= (Q, 1,9, qo, F') em que

e Q= {(r0,50), (r0,51), (r1,50), (11, 51) };
e ):(Q xI—Qétal que

L o | o [ 1 |
(r0,50) || (ro,s1) | (71,50)
(r0,51) || (ro,s0) | (r1,51)
(r1,50) || (r1,51) | (70, 50)
(r1,51) || (r1,80) | (r0,51)
® qo = (70, %0);

Observe-se que o AFD D; é, a menos de uma modificagao no nome dos esta-
dos, o AFD apresentado no Exemplo 1.3. A linguagem Lp, ¢é assim o conjunto
das palavras sobre o alfabeto {0,1} que tém um niimero par de 1’s. Por outro
lado, é facil perceber que a linguagem Lp, é o conjunto das palavras sobre o
mesmo alfabeto que tém um ntmero impar de 0’s.

Relativamente ao AFD produto D x D2, comece-se por observar que, seguindo
a definicdo de AFD produto, o estado inicial é o par constituido pelos estados
iniciais dos dois autématos e o (linico) estado final é o par constituido pelo
(inico) estado final de D; e o (tinico) estado final de Dy. Observe-se também
que no AFD produto existe uma transicao associada a um simbolo do alfabeto
de um estado ¢ para um outro ¢’ se, e apenas se, em D; existe uma transicao
associada a esse simbolo do estado de Dy em ¢ para o estado de Dy em ¢/, e o
mesmo acontece em Ds.

Cada caminho de D x Dy pode ser visto como tendo sido obtido a partir
de um caminho de D; e de outro de Do, e se uma palavra estd associada a
esse caminho de D x Dy entao ela esta associada quer ao correspondente cam-
inho de D1, quer ao correspondente caminho de Dy. Considerando o caminho
(ro, 50)(r0, 81)(r1, 51)(r0, 1), por exemplo, o caminho de Dy é rororirg e o de
Dy é s9s15151. Ao caminho do autémato produto esté associada a palavra 011
e 0 mesmo acontece relativamente aos caminhos de Dy e Ds.

Por outro lado, um caminho de Dy e um caminho de D5 sé vao dar origem
a um caminho de D; X Ds se existir uma palavra que esteja associada quer a D,
quer a Do, estando essa palavra também associada ao caminho do autémato
produto. Considerem-se, por exemplo, rorororg de D1 e sgsisgs1 de Dy, A
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ambos corresponde a palavra 000. Existe no autémato produto um caminho
obtido a partir destes, o caminho (rg,so)(r0,s1)(r0,S0)(r0, 1), ao qual esta
associada 000. Mas a rgrorirg apenas corresponde 011 e a spsgsis; apenas
corresponde 101 e (rg, so) (0, s0)(71, $1)(r0, 1) ndo é caminho de D x Ds.

A linguagem Lp, «xp, é o conjunto das palavras sobre o alfabeto {0,1} que
tem um numero impar de 0’s e um ndmero par de 1’s. Compare-se Dy x Do
como o AFD apresentado no Exemplo 1.4. Estes dois autématos sao, de facto,
iguais, a menos do nome dado aos estados. A

O Exemplo 1.32 anterior ilustra a utilizagdo do AFD produto na construcao
modular de AFDS. Obteve-se um AFD para a linguagem constituida pelas
palavras sobre {0,1} que satisfazem dois requisitos, terem um ndimero impar
de 0’s e terem um niimero par de 1’s, a partir de dois AFDS mais simples, um
para a linguagem das palavras que tém um numero impar de 0’s e outro para
a linguagem das palavras que tém um numero par de 1’s.

A Proposigao seguinte estabelece que a linguagem do AFD D X Dy é pre-
cisamente a interseccao das linguagens Lp, e Lp,.

Proposigao 1.33 Sejam D; e Dy AFDS com o mesmo alfabeto e D1 x Do o
AFD produto. Tem-se que Lp,xp, = Lp, N Lp,. [

O resultado anterior estabelece que sendo Dy e Dy AFDS com 0 mesmo
alfabeto, a linguagem de D;x Dy é a interseccao das linguagens de D; e de
DQ. No caso de D1 = (Ql,ll,(sl,qé,Fl) (§ D2 = (Q2712,52,q8,F2) com Il 7'5 IQ,
é facil perceber que é também possivel obter a partir de D1 e Dy um novo
AFD cuja linguagem é Lp, «p,. Basta considerar D} = (Q1, 11 U I, 8}, ¢}, F1) e
DYy = (Qg2,11 U Iy, 65, q3, F) em que &) é a extensdo de 01 a Q1 x (11 U I2) que
nao esta definida para os elementos nao pertencentes a Q1 X I e ¢4 é definida
de modo semelhante. Naturalmente, LD/1 = Lp, e LD/2 = Lp, e, portanto,
Lpi«p, = Lp; N Lp, = Lp,xD,-

Dado um AFD D com alfabeto I, é também facil construir a partir de D um
outro AFD que aceita precisamente todas as palavras de I* que nfo sao aceites
por D, ou seja, um AFD cuja linguagem seja [*\Lp, o conjunto complementar
de Lp relativamente a I*. Este novo autémato é o AFD complementar de D, o
AFD D.

Esta construcao é também 1til na construcao modular de autématos, como
se ilustrard adiante. Uma outra razao pela qual esta construcao é relevante é
o facto de permitir concluir que as linguagens regulares tém uma outra pro-
priedade interessante: dada uma qualquer linguagem regular L sobre um alfa-
beto I, a linguagem complementar de L relativamente a I*, I[*\L, é também
uma linguagem regular. Isto significa que o conjunto das linguagens regulares
tem uma outra propriedade de fecho: o conjunto das linguagens regulares é
fechado para a complementacao.

Quando a funcao de transicao do AFD D é total, é facil perceber que se
obtém um AFD para a linguagem I*\Lp considerando um autémato idéntico a
D mas em que os estados finais sao precisamente todos os estados nao finais de
D. Quando a funcao de transicao de D nao é total, bastara considerar primeiro
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um autémato totalizagao de D, TOT(D), que tem fungao de transicao total e
cuja linguagem é precisamente Lp, e depois proceder como no caso anterior.

Definicao 1.34 AFD COMPLEMENTAR
Dado um AFD D = (Q,1,0,qo, F'), um AFD complementar de D é um AFD D
construido como se segue:

e D=(Q,I,5,q,Q\F) se a fungdo de transicao ¢ é funcao total;
o D= (Q4,1,0,q5, Q:\F;) se a fungdo de transigao & nao é fungao total e
TOT(D) = (Q, I, 6, ¢}, Fi) é uma totalizagao de D. <

Apresentam-se seguidamente dois exemplos ilustrativos da construcao de
AFDS complementares.

Exemplo 1.35 Considere-se o AFD D apresentado no Exemplo 1.3. O AFD
complementar é D = ({qo,q1},{0,1},0,90,{q1}) com

s o 1]
qgo || 90 | 41
q1 || 91 | 90

Como § é funcdo total, o AFD complementar D é obtido mudando apenas
os estados finais: o conjunto dos estados finais de D é o conjunto dos estados
nao finais de D, isto é, {¢1}. Como todas as outras componentes se mantém,
os caminhos de D e de D sdo exactamente os mesmos e, em particular, as
palavras associadas aos caminhos com inicio no estado inicial, gg, sao também
exactamente as mesmas nos dois autématos. Se um caminho com inicio em
go termina no estado final de D, também ¢g, entdo a palavra correspondente é
aceite por D. Como esse estado j4 nao é estado final em D, a palavra nio é
aceite por D. Por exemplo, o caminho qoqogiqo esta associado & palavra 011.
Esta sequéncia ¢ aceite por D, mas nao é aceite por D.

Se um caminho com inicio em gg nao termina no estado final de D, isto é,
termina em ¢, a palavra correspondente nao é aceite por D e, como este estado
é agora estado final de D, a palavra é aceite por D. Por exemplo, ao caminho
G0q09190q1 esta associada a palavra 0111. Esta sequéncia nao é aceite por D,
mas é aceite por D.

A linguagem de D é assim o conjunto de todas as palavras sobre {0,1}*
que nao sao aceites por D, isto é, L5 é o complementar de Lp relativamente a
{0,1}*. Consequentemente, L3 é o conjunto de todas as palavras sobre {0,1}*
que tém um nimero impar de 1’s. A

Exemplo 1.36 Considere-se o AFD D apresentado no Exemplo 1.2. Dado que
a funcdo de transicdo nao é total a construcdo de um AFD complementar, D
tem dois passos:

(i) TOT(D) = (Q4, 1, 5t,q8,Ft) em que

- Qt = {p7Q7T7 Qt}7
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_I:{avb};
— 0y : Q¢ x I — Q4 é tal que

(O falb]

p q | Gt

q q

r q | r

gt || 9t | 4t
— 45 =D
—Ft:F:{q}

(11> b = (Qt7I75t7Q(t)7 Qt\Ft)a isto éa E = ({pa q,T, qt}7 {CL, b}, 5t7p7 {para qt})

O AFD complementar de D, D, considerado é em tudo semelhante a TOT(D)
excepto no que respeita aos estados finais: o conjunto dos estados finais de D ¢é
Qi\F. Assim os estados finais de D sdo precisamente os estados nao finais de
D e o novo estado ¢; introduzido ao efectuar a totalizacao de D.

Em particular, note-se que para cada palavra w € {a,b}* que nao é aceite
por D pelo facto de §*(p,w)T, ou seja, para cada palavra comegada por b, vai
existir um caminho de D associado a w que comeca em p e que termina em g;.
Como ¢; ¢ estado final, w é aceite por este autémato. Por exemplo, baba nao é
aceite por D, pois 6*(p,baba)T mas, em D, existe o caminho pgyqiqiqy ao qual

corresponde a palavra baba, que é assim aceite por D. A

A proposicao seguinte estabelece que a linguagem do AFD D é de facto a

linguagem complementar de Lp relativamente ao conjunto das palavras sobre
o alfabeto de D.

Proposicao 1.37 Seja D um AFD e D um seu complementar. Tem-se que
Ly =TI"\Lp.

Prova: Seja D = (Q, 1,4, qo, F) o AFD dado e D como na Definicdo 1.34.

(1) No caso de ¢ ser funcao total, tem-se, para cada w € I*, §*(qo,w) € L5
se e 56 se 6*(qo,w) € Q\F se e s6 se 6*(qo, w) & Q\F' se e s6 se 0*(qo, w) € Lp.
Logo, Lz = I"\Lp.

(2) Trata-se agora o caso em que 0 nao é fungao total. A fungao de transic¢ao
de TOT(D) é funcao total e, pela Proposicao 1.18, Lrorpy = Lp. Fazendo
um raciocinio idéntico ao apresentado em (1), mas usando TOT(D) em vez de
D, conclui-se que L5 = I*\Lp. "

A terminar esta seccdo, apresentam-se alguns exemplos que ilustram a uti-
lizagdo dos autématos produto e complementacao na construgao modular de
AFDS, no sentido acima referido.

Exemplo 1.38 Seja L a linguagem sobre o alfabeto {0,1} constituida pelas
palavras que tém um ntmero impar de 0’s e um ntumero par de 1’s com a
excepcao das palavras que tém dois 0’s consecutivos. Por exemplo, 01010 € L
e 011 € L, mas 1011 ¢ L (porque a palavra tem um numero impar de 1’s) e
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00110 ¢ L (porque, apesar da paridade do ntimero 0’s e 1’s estar correcta, a
palavra tem dois 0’s consecutivos).

Pretende-se construir um AFD D para a linguagem L. Note-se que desig-
nando por L’ o conjunto das palavras sobre {0, 1} que tém um niimero impar de
0’s e um ntimero par de 1’s e por L” o conjunto das palavras sobre o mesmo al-
fabeto que tém dois 0’s consecutivos, tem-se que L = L'\ L”, ou, de modo equiv-
alente, L = L' N ({0,1}*\L"”). Assim, usando o produto e a complementacao
de AFDs, pode obter-se um AFD para L da seguinte forma: (i) constréi-se um
AFD D’ para L'; (ii) constréi-se um AFD D” para L”; (iii) constréi-se D”; (iv)
constréi-se D' x D”. Recorde-se que D’ pode, por sua vez, ser obtido através
do produto de AFDS (Exemplo 1.32).

(i) D' =(Q',{0,1},¢,q}, F’) em que

- Q, = {(TO) 80)7 (TO) 81)7 (T].) 80)7 (T].) 81)};
-0 : Q' x{0,1} — Q' é tal que

L o [ 1 |
(ro,50) || (ro,s1) | (r1,50)
(ro,s1) || (ro.s0) | (r1,s1)
(r1,80) || (r1,51) | (ro,50)
(r1,81) || (r1,80) | (ro,s1)

- q6 = (TO, 80);

— " = {(ro,s1)}.

Este autémato corresponde ao AFD produto obtido no Exemplo 1.32. A
sua linguagem é L', o conjunto das palavras sobre {0,1} que tém um
nimero fmpar de 0’s e um nimero par de 1’s.

(ii) D" =(Q",{0,1},0", g5, ") em que

— Q" = {po,p1,p2};
— 6" :Q" x{0,1} — Q" é tal que

("Joft]

Po || P1 | Po
P1 || P2 | Po
D2 || P2 | D2
— gy = Po;
_ F// — {p2}

A linguagem de D” é L”, o conjunto das palavras sobre {0,1} que tém
dois 0’s consectivos.

(iii) D" = ({po,p1,p2},{0,1},0”, po, {po,p1}) em que 6" é, naturalmente, a
funcao de transicao de D”.

(iv) D=D'xD" = (Q,{0,1},6,qo, F) em que
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¢ | o | 1 |
((ro,50),p0) || ((ro,s1),p1) | ((r1,50),P0)
((ro,s1),p0) || ((ro,50),p1) | ((r1,51),p0)
((r1,80),p0) | ((r1,81),p1) | ((r0,80),P0)
((r1,51),p0) || ((r1,80),p1) | ((r0,51),Po)
((ro, s0),p1) || ((ro,s1),p2) | ((r1,50),P0)
((ro,s1),p1) || ((r0,50),p2) | ((11,51),P0)
((r1,80),p1) || ((r1,51),p2) | ((10,50),P0)
((r1,81),p1) || ((r1,50),p2) | ((10,51),P0)
((ro,80),p2) || ((r0,51),p2) | ((11,50),P2)
((ro,s1),p2) || ((r0,50),p2) | ((r1,51),p2)
((r1,80),p2) | ((r1,81),p2) | ((r0,0),P2)
((r1,51),p2) || ((r1,50),p2) | ((r0,51),P2)
— qo = ((r0,50),0):

— F = {((ro,51),p0), ((r0,51),p1) }-

A linguagem deste autémato é o conjunto L, o conjunto das palavras sobre
{0,1} que tém um ndmero impar de 0’s e um numero par de 1’s com a
excepgao das que tém dois 0’s consecutivos. A

Exemplo 1.39 Seja L a linguagem sobre o alfabeto {a,b} constituida pelas
palavras que verificam pelo menos um dos seguintes requisitos

— comecam e terminam em a;
— tém dois b’s consecutivos.

Por exemplo, aba € L e bbab € L e ababba € L mas abab ¢ L (porque nao tem
dois b’s consecutivos e, embora comece em a, nao termina em a) e baab (nao
tem dois b’s consecutivos e, em particular, ndo comega em a).

Pretende-se construir um AFD D para a linguagem L. Note-se que desig-
nando por L’ o conjunto das palavras sobre {a, b} que comegam e terminam em
a e por L” o conjunto das palavras sobre o mesmo alfabeto que tém dois b’s
consecutivos, tem-se que L = L' U L"”. Mas L' U L" = {a,b}*\(({a,b}*\L") N
({a,b}*\L")) e portanto, usando um vez mais o produto e a complementacao
de AFDS, pode obter-se um AFD para L da seguinte forma: (i) constrdi-se um
AFD D' para L'; (ii) constréi-se um AFD D" para L”; (iii) constréi-se D’; (iv)

constréi-se D”; (v) constréi-se D’ x D; (vi) constréi-se D' x D"

(i) D' =(Q',{a,b},¢, ¢, F') em que
- Q" ={p,q,r};
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— 8 :Q x{a,b} — Q' é tal que

(& afb]

p | q
q | q
r | q

— q =D

- F={q}.

Este autéomato corresponde ao AFD construido no Exemplo 1.2 e a sua
linguagem é L', o conjunto das palavras sobre {a,b} que comegam e ter-
minam em a.

(i) D" =(Q",{a,b},8",q(,F") em que

- Q” = {$7t7 u}7
— 8" : Q" x {a,b} — Q" é tal que

(8" [a]b]

S s |t
t S| u
u || uw | u
- =
— F" = {u}.

A linguagem de D” é L”, o conjunto das palavras sobre {a,b} que tém
dois b’s consectivos.

(ili) TOT(D') = ({p,q,7,a},{a, b}, 6(,p,{q}) em que

- 61/', : {p7 q, T, Qt} X {a7 b} - {p7q7r7 qt}/ é ta'l que

(i alb]

p q | G
q q
r q
qt || 9t | Gt

pelo que ﬁ = ({p7 q,r, Qt}7 {a7 b}7 61/;7])7 {p7 r, qt})

(iv) D" = ({s,t,u},{a,b},d8”,s,{s,t}) em que §" é a funcio de transicio de
D",

(V) ﬁXﬁ = (Q>{a7b}757 (pa S),{(p,S),(T, S),(qt,s),(p,t),(r,t),(qt,t)}) em
que

- Q = {(p’ S)v (q’ S)? (Tv 5)? (Qta S)a (p,t), (Qat)a (T7t)v (Qtat)
(p,u),(q, u),(r, u)v(qtvu)};
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— 0:Q x{a,b} — Q é tal que

| 6 [ o [ b |
(pa S) (Q? 5) (Qt7 t)
(¢:5) || (g:5) | (r,t)
(r,s) | (g,8) | (r,t)
(Qtas) (Qtvs) (Qt’t)
(p.t) || (g:8) | (g, u)
(¢:1) | (g:8) | (r,u)
(r,t) || (g,8) | (ruw)
(a,t) || (g1:8) | (gs,u)
(p7u) (Q7 u) (Qt,u)
(g u) || (g;u) | (r,u)
(ryu) || (g,u) | (r,u)
(Qt, u) (Qt, u) (qt7 u)

(vi) D =D'xD" = (Q,{a,b},3, (p, ), {(a,5), (p,1), (¢,1), (p, ), (q, ), (r,u), (g, w)})
em que @ e 6 sdo como em (V).

A linguagem deste autémato é o conjunto L, o conjunto das palavras
sobre {a,b} que ou comecam por a e terminam em a ou tém dois b’s
consecutivos. A

Relativamente a utilizagao do produto e da complementacao para construcao
modular de AFDS, no sentido acima referido, é importante observar o seguinte.
No Exemplo 1.32, a partir de um AFD para a linguagem sobre {0, 1} constituida
pelas palavras com um niimero par de 1’s e de um AFD para a linguagem sobre
o mesmo alfabeto constituida pelas palavras com um ntmero impar de 0’s,
obteve-se, usando o AFD produto, um AFD para a linguagem constituida pelas
palavras que verifucam ambos os requisitos, um nimero impar de 0’s e um
nimero par de 1’s. O autémato assim obtido coincide com o AFD para esta
linguagem construido no Exemplo 1.2, a menos do nome dos estados e, como
adiante se verificara, este AFD é mesmo o AFD com o menor numero de estados
que ¢ possivel construir para esta linguagem. Mas nem sempre isto acontece,
isto é, usando o AFD produto nem sempre se obtém um AFD para a linguagem em
causa com o menor numero possivel de estados, nem mesmo que os AFDS usados
como argumentos tenham eles préprios o menor ntmero possivel de estados.
Por sua vez, o AFD D construido no Exemplo 1.39 recorrendo ao produto e
complementagao, nao é o AFD com o menor nimero possivel de estados para a
linguagem L ai considerada pois o estado (p,t), por exemplo, nao é acessivel.
Mas tal nao impede que estas construgoes sejam uteis para obter AFDS para
linguagens mais complicadas a partir de AFDS para linguagens mais simples,
pois, como se estudard adiante, existem algoritmos de minimizacao que podem
ser usados para, a partir de cada AFD assim construido, obter um AFD com o
menor nimero possivel de estados para a linguagem em causa.
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1.5 Automatos equivalentes

Quando uma linguagem é reconhecida por um certo AFD D, este autémato
nunca é o Unico que reconhece esta linguagem. Existem muitos outros AFDS,
na verdade mesmo um numero infinito de AFDS, cuja linguagem é Lp. Basta
pensar que, por exemplo, se podem sempre adicionar mais estados. Se dois
AFDS reconhecem a mesma linguagem, estes AFDS dizem-se equivalentes.

Ja tinha sido referido anteriormente que se num AFD existem estados inuteis,
em geral, estes podem ser removidos obtendo-se um AFD que reconhece a mesma
linguagem, ou seja, um AFD equivalente ao primeiro. Mas nem sempre s6 os
estados intteis podem ser removidos. Existem AFDS sem estados intteis que,
ainda assim, tém estados que nao sdo necessarios, sendo possivel obter AFDS
equivalentes aos de partida colapsando certos estados num sé. Nesta seccao
mostra-se como se podem identificar tais estados. Os métodos desenvolvidos
para identificar estes casos vao permitir ainda determinar se dois AFDS dados
sa0 ou nao equivalentes.

E também importante saber se dado um AFD para uma linguagem existira
ou nao um AFD equivalente com menos estados e, se existe, como se pode obté-
lo. Esta questao vai envolver os métodos abordados nesta seccao, mas é tratada
na secgao 1.6.

Comega-se entao pela definicao de equivaléncia de AFDS.

Definicao 1.40 AFDS EQUIVALENTES
Dois AFDS D e Dj sao equivalentes se Lp, = Lp,. P |

Seguem-se exemplos de autématos equivalentes.

Exemplo 1.41 Os AFDS apresentados nos Exemplos 1.2 e 1.25 sao AFDS equiv-
alentes. Também sao equivalentes os AFDS apresentados nos Exemplos 1.3 e
1.26. A

Os AFDs referidos no exemplo anterior correspondem a casos em que um
dos autématos tem estados intteis. O exemplo seguinte apresenta dois AFDS
equivalentes em que nenhum deles tem estados intteis.

Exemplo 1.42 Considere-se o AFD D = (Q, 1,0, qo, F)) em que
e Q@=A{p,qr s}
o [ ={a,b};
® 4o = P;
e §0:Q x1I— Q@ étal que
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o F'={q}.

A linguagem reconhecida por este AFD é o conjunto das palvras sobre o alfa-
beto {a, b} que comegam e terminam em a. Este autémato é assim equivalente
ao apresentado no Exemplo 1.2, tendo, no entanto, mais um estado. Mas todos
os estados deste autémato sao acessiveis e produtivos, sendo por isso estados
uteis. A questao neste caso esté relacionada com o facto de ndo ser necessério
estarem presentes simultaneamente os estados r e s. Se os estados s e r forem
colapsados num s6 que se continue a designar por r e se considerar 6(r,b) = r,
obtém-se um AFD, mais precisamente o AFD do Exemplo 1.2, que é equivalente
a D. Alternativamente, pode designar-se por s o novo estado mas havera agora
que considerar d(s,b) = s e 6(q,b) = s. A forma de identificar, estados com es-
tas caracteristicas, ditos estados equivalentes, é estudada adiante nesta secgao.
A

Enuncia-se em seguida a propriedade de que, em geral, podem ser removidos
todos os estados intteis de um AFD, bem como todas as transicoes de e para
estes estados, obtendo-se um AFD equivalente. A tnica excepgao é o caso dos
AFDS vacuosos, caso em que todos os estados intuteis podem ser removidos,
excepto o estado inicial.

Comega-se por definir o AFD UT(D) o qual resulta do AFD D por eliminagao
dos seus estados intteis. UT(D) e D sao equivalentes.

Defini¢ao 1.43 Arp UT(D)
Dado um AFD D = (Q, 1,9, qo, F'), o AFD UT(D) é:

e se D nao é vacuoso, UT(D) = (Q',I,4',qo, F') em que

— Q' = Q\Inp;
-0 :Q xI— @ étal que

/ 6(q,a) sed(q,a) € F
§'(g,a) =
nao def se d(q,a) ¢ F’

para cada ¢ € Q' e a € I;
— F' = F\Inp;

e se D é vacuoso, UT(D) é o AFD vacuoso canénico com alfabeto I e estado
inicial qg. <

Note-se que UT(D) = D se D ndo tiver estados intteis. Se D é um AFD
vacuoso candnico entdo também UT(D) = D. O exemplo seguinte ilustra a
construcao de UT(D).

Exemplo 1.44 Seja D o AFD apresentado no Exemplo 1.25. Entao UT(D) =
(Q/7 Ia 5/7 q0, F/) €m que

i Q/ = {p7Q7T};
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o [ ={a,b};

e 0 :Q xI— Q' étal que

(0] alb]

P49
q 49
"4
® do =D
o F={q}.
Removeu-se o tinico estado initil de D, o estado s. A

Exemplo 1.45 Seja D o AFD apresentado no Exemplo 1.4. Como Inp = (),
UT(D)=D. A

Proposicao 1.46 Os AFDs D e UT(D) sao equivalentes. =

Como ja foi referido, existem AFDS em que mesmo estados acessiveis e pro-
dutivos sao desnecessarios. No Exemplo 1.42 obtém-se um AFD equivalente ao
AFD D apresentado quando se colapsa o estado s com o estado r e se sub-
stitui a transicdo de r para s por uma transicdo para r para r. As palavras
que estao associadas aos caminhos de D que comecam em s e terminam no
estado final, ¢, sdo exactamente as mesmas que estao associadas a caminhos
que comecam em 7 e terminam no estado final, ou seja, para cada palavra w
sobre o alfabeto, 0*(s, w) € F se e s6 se §*(r,w) € F. Os estados que verificam
esta propriedade sao designados estados equivalentes. Estados que nao sejam
equivalentes dizem-se distinguiveis.

Definigao 1.47 ESTADOS EQUIVALENTES E ESTADOS DISTINGUIVEIS
Diz-se que dois estados p e ¢ de um AFD D = (Q, I, 6, qo, F) sao

e cquivalentes se, para cada w € I'*, 6*(p,w) € F se e s6 se 0*(q,w) € F}

e distinguiveis se nao sao estados equivalentes. <

Os estados p e ¢ sao distinguiveis precisamente quando existe uma palavra
w € I* que os distingue, isto é, tal que 6*(p,w) € F e §*(q,w) ¢ F ou vice-
versa. Em particular, se p é estado final e ¢ nao é estado final, p e ¢ sao
estados distinguiveis, pois a palavra e distingue-os, dado que §*(p,e) =p € F e
6*(q,€) =q ¢ F.

Se p é um estado é produtivo e ¢ nao é estado produtivo entdo estes dois
estados sdo também distinguiveis, pois garante-se a existéncia de uma palavra
w € I* tal que §*(q,w) € F, mas sabe-se que 6*(¢q,w) ¢ F.

Uma outra situacao que permite identificar estados p e ¢ distinguiveis é o
caso em que existe um simbolo a € I tal que d(p,a) € Prdp e d(q,a)]. Com
efeito, 6*((p,a), w) € F para alguma palavra w, pelo que 6*(p,a.w) € F. Por
outro lado tem-se §*(¢q, a.w)]. Assim a palavra a.w distingue os estados p e q.
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Observe-se ainda que, se p e ¢ forem estados distinguiveis e 6(p’,a) = p
e 0(¢',a) = ¢, para algum simbolo a do alfabeto, entdo p’ e ¢’ sdo também
estados distinguiveis. Com efeito, existe uma palavra w que distingue p e q.
Suponhamos que se tem o caso em que §*(p, w) é estado final mas 6*(g, w) nao
é, ou seja, 0*(0(p', a), w) é estado final mas 6*(5(¢’, a), w) ndo. Entao §*(p', a.w)
é estado final mas 0*(¢/, a.w) nao é, portanto a palavra a.w distingue p’ e ¢'.

Relativamente a estados equivalentes, tem-se que cada estado de um AFD é,
evidentemente, equivalente a si préprio. No entanto, a identificacao directa de
estados equivalentes distintos é, em geral, mais dificil do que a identificacao de
estados distinguiveis. Para determinar se dois estados sao distinguiveis basta
encontrar uma palavra que os distinga. A prova da equivaléncia, por seu lado,
pressupoe a verificagao de uma condigao para todas as palavras sobre o alfabeto,
as quais, a menos que o alfabeto seja vazio, sao em nimero infinito.

Observe-se, no entanto, que o conjunto de todos os pares de estados equiva-
lentes de um AFD é precisamente o complementar do conjunto de todos os pares
de estados distinguiveis, relativamente ao conjunto de todos os pares de esta-
dos do AFD. Assim, uma forma de identificar os estados equivalentes distintos,
é comecar por calcular o conjunto de todos os pares de estados distinguiveis
do AFD. Se dois estados distintos nao pertencerem a esse conjunto entao sao
necessariamente equivalentes.

Exemplo 1.48 Considere-se o AFD apresentado no Exemplo 1.42. Os estados
r e s sdo equivalentes, mas todos os outros pares de estados (distintos) s@o
distinguiveis. Por exemplo, os estados p e ¢ sao distinguiveis porque p nao é
estado final, mas ¢ é estado final. Os estados p e r sao distinguiveis porque
d(r,b) = s e s é produtivo mas §(p, b)1. A

Exemplo 1.49 Considere-se o AFD D = (Q, 1,0, qo, F') em que
i Q = {CJOa q1,492, 43, 44, q5}7

o [ ={a,b,c};

e 0:Q x1I— Q@ étal que
(6 [alb]c]
q0 || 91 | 92

q1 || 91 | 90 | 44
q2 || 92 | 90 | G5
g3 || 93 | 41 | g4

qa || 92 | G5
q5 || 91 | g4
o '={q,q}.

Os estados g1 e g2 sdo equivalentes Os estados ¢4 € g5 sao também equiv-
alentes. Todos os outros pares de estados distintos sao distinguiveis. Por ex-
emplo, os estados gy e g4 sao distinguiveis porque gg nao é estado final, mas g4
é estado final. Os estados qp e g1 s@o distinguiveis porque 6(q1,¢) = q4 € qq €
produtivo mas §(qo,c)]. Os estados g1 e g3 s@o distinguiveis porque 6*(q1,bc)T
e 0*(q3,bc) =qq € F. n
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Exemplo 1.50 Nos AFDS apresentados nos Exemplos 1.2, 1.3, 1.4 e 1.5, todos
os pares de estados distintos sao distinguiveis. A

Quando num AFD se encontram dois estados distintos equivalentes, isso
significa que o AFD pode ser simplificado, no sentido em que é possivel colapsé-
los e obter um AFD equivalente. As transicoes para o estado que deixa de
existir sao substituidas por transigoes para o estado equivalente cuja designagao
é mantida. Na proposi¢ao seguinte enuncia-se esta propriedade dos AFDS.

Proposicao 1.51 Seja D = (Q, 1,6, qo, F') um AFD e sejam p,q € @ estados
distintos e equivalentes com p # qo. O AFD D' = (Q', 1,0, qo, F') em que

o Q' =0Q\{p}
e 0 :Q' xI— @ étal que
5(¢ya) sed(q,a) e @
b

(¢ a) =1 q se d(¢',a) =
nao def se d(q’,a)l

para cada ¢’ € Q' e a € I;

o ' =F\{p}

é equivalente a D. [

Note-se que o requisito p # o no enunciado da proposicdo anterior nao
implica perda de generalidade pois, como existe um tnico estado inicial, dados
dois estados distintos um deles serd necessariamente nao inicial.

Apresenta-se seguidamente um exemplo de aplicacao do resultado estabele-
cido nesta proposigao.

Exemplo 1.52 Considere-se o AFD D apresentdo no Exemplo 1.49. Como foi
al referido os estados g1 e ¢go sao equivalentes. Pode entao colapsar-se estes estes
dois estados num sé. Suponha-se que o estado resultante do colapso se continua
a designar ¢;. O autémato equivalente que se obtém é D' = (Q',I1,¢', qo, F')
em que

e Q={q, 01,93, 94,95}

o I ={a,b,c};

e 0 :Q' xI— Q' étal que
(6 fafb]c]

Q | 91| Q1

q1 || 491 | 90 | 44
q3 || 493 | 91 | 44

q4 || 91 | G5
q5 || 91 | g4
o ['={q,q}
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Note-se as transigoes para go foram substituidas por transicoes para q;.

O AFD D’ tem um outro par de estados equivalentes, os estados q4 € gs.
Supondo que o estado resultante do coplapso destes dois se continua a designar
q4, obtém-se o AFD D" = (Q",1,6",qo, F") em que

o Q=1{q0,91,43,q4};

o I ={a,b,c};

o 0 :Q xI— Q étal que
(0 falb]c]

qo || 91 | 1

q1 || 91 | 90 | 44

q3 || 43 | 91 | 44
qa || 91 | 44

o I'={q}.

As trnasicoes para ¢s foram substituidas por transicbes para q4.
As linguagens Lp, Lp: e Lpr sdo iguais. Referia-se que em todos estes AFDS
ha um estado inutil: o estado g3. Com efeito, este estado nao é acessivel A

Num AFD pode acontecer que dois estados p e ¢ sejam equivalentes e os
estados ¢ e r também, ou seja, existem dois pares de estados equivalentes que
tém um estado em comum. Tendo em conta a Definicao 1.47, é facil perceber
que p e r sao também estados equivalentes. Neste caso, os trés estados po-
dem ser colapsados num s6, obtendo-se ainda um AFD equivalente ao inicial se
as transigoes forem convenientemente modificadas. O resultado enunciado na
Proposigao 1.51 pode assim ser estendido a conjuntos C' C @) tais que quaisquer
dois estados em C' sao equivalentes. Neste caso colapsam-se todos os estados de
C num s6. Deixa-se como exercicio enunciar a extensao do resultado referido
na Proposicao 1.51 ao caso em que se colapsam mais de dois estados.

Como referido anteriormente, a identificagdo directa de estados equivalentes
distintos é, em geral, mais dificil do que a identificagdo de estados distinguiveis
e, dada a complementaridade do conjunto de todos os pares de estados equiv-
alentes de um AFD face ao de todos os pares de estados distinguiveis, relativa-
mente ao conjunto de todos os pares de estados do AFD, uma maneira de iden-
tificar estados equivalentes é comecar por identificar todos os pares de estados
distinguiveis. Apresenta-se na sequéncia um algoritmo que calcula o conjunto
de todos os pares de estados distinguiveis de um AFD.

Para facilitar a exposicao, introduzem-se as notacoes seguintes. Usa-se uma
notacao para representar pares nao ordenados de estados ou, mais simples-
mente, pares de estados: denota-se indiferentemente por [p,q] ou [g,p] o par
constituido pelo estados distintos p e q. Note-se que, neste sentido, um par de
estados nao é mais do que um conjunto constituido por dois estados. Denota-se
por Prsp o conjunto de todos os pares de estados de D, por Equp o conjunto
de todos os [p, q] € Prsp tais que p e g sdo estados equivalentes e por Dstp o
conjunto de todos os [p, q] € Prsp tais que p e q s@o estados distinguiveis.
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Apresenta-se agora o algoritmo de procura de estados distinguiveis, APED,
que calcula o conjunto de todos os pares de estados distinguiveis do AFD de
entrada D.

ALGORITMO DE PROCURA DE ESTADOS DISTINGUIVEIS (APED):

ENTRADA: AFD D = (Q, 1,6, qo, F)
SAIDA: conjunto APED(D)

1. A ={p,ql:peFeqgF}U
{lp,q] :p € Prdp e ¢ ¢ Prdp} U
{Ip, q] : existe a € I tal que §(p,a) € Prdp e §(q,a)l};
2. Aux:={[p,q] ¢ A : existe a € I tal que [0(p,a),d(q,a)] € A};
3. enquanto A U Aux # Prsp e Aux # ()
3.1. A:= AU Aux;
3.2. Aux :={[p,q] ¢ A : existe a € I tal que [6(p,a),d(q,a)] € Auz};
4. APED(D) := A.

O APED comega por identificar pares de estados em que um dos estados ¢é
final e outro nao é. Identifica também pares estados em que um ¢é produtivo e
outro nao. Na fase inicial identifica ainda pares de estados tais que existe uma
transicao associada a um simbolo do alfabeto partindo de um deles para um
estado produtivo e nao existe transicao associada a esse simbolo partindo do
outro. Observe-se que todos os pares de estados nas condigoes acima referidas
sao pares de estados distinguiveis.

De seguida, vao identificar-se novos pares de estados. Procuram-se estados
distintos p e ¢ tais que haja uma transigcao associada a um dado simbolo a partir
de p e haja também uma transicao associada ao mesmo simbolo a partir de ¢,
sendo que essas transigoes tém de ser para estados que ja tenham sido identi-
ficados previamente pelo APED. Note-se que, sendo estes estados distinguiveis,
os estados p e ¢ sdo também distinguiveis.

O processo repete-se até ja todos os elementos de Prsp, terem sido identifi-
cados pelo APED, ou até nao se conseguirem encontrar novos pares de estados
distinguiveis, isto é, aplicando o processo de identificagao de novos pares referido
no paragrafo anterior aos pares identificados até ao momento, s6 se encontram
pares de estados que ja tenham sido identificados previamente pelo APED.

A execucdo do APED termina sempre porque, como existe um nimero finito
de estados, existem também um ndmero finito de pares de estados e, em partic-
ular, um numero finito de pares de estados distinguiveis. Garante-se também
que, quando termina a sua execucao, s6 foram identificados pares de estados dis-
tinguiveis e foram identificados todos os pares nessas condigoes, isto é, garante-
se que APED(D) = Dstp. Estas propriedades de APED sdo enunciadas na
Proposigao 1.56.

Apresentam-se seguidamente varios exemplos de utilizacao do APED.

Exemplo 1.53 Considere-se o AFD apresentado no Exemplo 1.42. Para en-
contrar todos os pares de estados distinguiveis de D seguindo o APED, ha que
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calcular o valor inicial de A como indicado na instrucao 1. Para tal comeca-se
por considerar todos os pares de estados em que um seja final e outro nao. Sao
eles

[, 4], g, s, [a,7]

De seguida consideram-se os pares de estados em que um estado é produtivo
e outro nao. Neste caso nao existem tais pares porque todos os estados sao
produtivos. Por fim, procuram-se pares de estados tais que a partir de um
deles exista uma transicao associada a um simbolo para um estado produtivo,
e a partir do outro nao exista transicao associada a este simbolo. Neste caso
encontram-se os pares

[p.dl. [p, 7], [p, 5]

Em particular, observe-se que d(p,b)] e d(r,b) = s. Assim, o valor de A calcu-
lado pela instrucao 1 é A = {[p, ql, [q, s, [q, 7], [P, 7], [P, 8]}

H4 agora que verificar se a partir dos estados distinguiveis encontrados até
ao momento se encontram novos pares distinguiveis, isto é, hd que calcular o
valor inicial de Aux, como indicado na instrucao 2 do APED. Por exemplo, dado
que o par [p,q] € A, hé que procurar estados ¢’ e ¢ e um simbolo i do alfabeto
tais que §(¢',i) = p e §(¢",i) = q. Neste caso, nao existem ¢’ e ¢” nessas
condigbes, pelo que o par [p,¢] ndo permite encontrar mais pares de estados
distinguiveis. Procedendo de modo semelhante para os outros pares em A, nao
se encontram mais pares de estados distingiveis. Isto significa que o valor que
é atribuido a Auz na instrucdo 2 é o conjunto vazio.

Dado que Auz = (), a guarda do ciclo correspondente & instrucao 3 é falsa.
E entdo executada a instrucao 4 que atribui a APED(D) o valor corrente de A.
Assim, o conjunto dos pares de estados calculado pelo APED é

APED(D) = {Lp7 Q]7 [CL S]’ [Cbr]? [P, TL [p7 8]}

que, tendo em conta a propriedade do APED enunciada, é de facto Dstp, o con-
junto de todos os pares de estados distinguives deste AFD. Consequentemente,

Equp = {[r, s]}

¢é o conjunto de pares de estados equivalentesde de D.

Ao executar manualmente este algoritmo, para faciltar, pode utilizar-se uma
tabela que se vai preenchendo & medida que se vao identificando pares de estados
distinguiveis. A tabela, no caso deste AFD, é

q
T

S

plg|r

sendo construida por forma a permitir referenciar cada par de estados de D.
Note-se que nesta tabela existe uma linha para cada estado, com a excepcao do
estado p, e existe uma coluna para cada estado, com a excepgao do estado s.

Durante o calculo do valor inicial de A, instrucao 1, vao-se assinalando na
tabela os pares que vao sendo identificados, obtendo-se apds a execucao desta
instrucao:
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q| x

r| x| x

s X | X
plgqg]r

O célculo do valor inicial de Auz, instrucao 2, implica considerar cada par
em A e verificar se a partir dele se conseguem identificar novos pares de estados.
Apés a andlise de cada par em A, o par é referenciado na tabela usando ®,
por exemplo, e novos pares de estados assim identificados (se existirem) s@o
assinalados na tabela com X, como anteriormente. Comegando pelo par [p, q],
por exemplo, conclui-se que nenhum novo par é identificado, pelo que a tabela
resultante é

(¢ ®]

r| X | X

s | X | X
plalr

Prosseguindo de modo andlogo para os restantes casos, nao se encontram mais
pares de estados distingiveis e portanto, apds a execugao da instrucao 2, a tabela
correspondente é

q|®

T Q| ®

5|1 ® | ®
plaqg]|r

Como se viu, neste caso, o corpo do ciclo correspondente a instrugao 3 nao
é executado e portanto nao hé identificacdo de mais estados. A tabela final
é a acima apresentada. Nesta tabela estdo referenciados todos os pares de
estados identificados pelo algoritmo e também a indicagao de que todos eles
foram devidamente analisados para se determinar se novos pares se poderiam
identificar a partir deles. Naturalmente, no caso de serem executadas uma mais
iteragoes do ciclo, a forma de continuar a preencher a tabela seria idéntica a
acima referida. A

Exemplo 1.54 Considere-se o AFD apresentado no Exemplo 1.49. O objectivo
é novamente encontrar todos os pares de estados distinguiveis de D seguindo
o APED. Note-se que todos os estados sao produtivos. Faz-se agora uma de-
scricao do céalculo mais sucinta do que a apresentada no exemplo anterior e,
em simutaneo, vai-se apresentando também a construcao da tabela auxiliar
referida.

Os pares de estados distinguiveis encontrados na fase inicial, isto é, os pares
encontrados ao calcular o valor de A executando a instrugao 1 do APED, sao
os indicados na tabela seguinte:

q | X

qQ | X

q3 | X

Qe | X | X | X | X

gs | X | X | X | X
qo | 91 | 92 | 43 | 44

31



Por exemplo, qg e g4 s@o estados distinguiveis porque gg nao é estado final e g4
é. Por outro lado, gy e ¢q1 sao estados distinguiveis porque a partir de gy nao
existe transicao associada a ¢, mas a partir de ¢; existe transicao associada a c
para o estado q4 que é produtivo.

A partir dos pares ja encontrados (guardados em A) tentam-se encontrar
novos pares como indica a instrucao 2 do APED. Neste caso, considerando o
par [qo, q1] tem-se 6(q1,b) = qo e d(q3,b) = q1, logo identifica-se um novo par:
[q1, q3]. De modo andlogo se identifica também [g2, ¢3]. Mais nenhum novo par é
identificado e portanto, apds a execugao da instrugao 2, Aux = {[q1, g3, [¢2, ¢3]}-

Como A U Aux ainda nao é o conjunto de todos os pares de estados de
D e Aux # (), a guarda do ciclo correspondente & instrugao 3 é verdadeira e
as instrucoes 3.1 e 3.2 serao executadas. O valor de A é actualizado com o
valor corrente de Auzx. Seguindo as convengoes adoptadas, tal corresponde a
actualizar a tabela obtendo-se

q | ®

@2 | ®

G| Q| X | X

@l |®

G| Y| |®
qgo | 41 | 92 | 43 | g4

A execugao da instrugao 3.2 corresponde a actualizar o valor de Auz como
indicado, e portanto o objectivo é agora considerar os pares [q1,q3] e [¢2,q3] €
tentar a partir deles identificar mais novos pares de estados distinguiveis. Neste
caso nao sao identificados mais pares. pelo que o novo valor de Aux é o conjunto
vazio. A tabela resultante é

q | ®

q@ | ®

B || ®

Ul |0 |®

GO &®
qgo | 91 | 92 | 43 | 44

A guarda do ciclo é agora falsa, pois Aux = (), pelo que se segue a execucao
da instrugao 4 de que resulta

APED(D) = {[qo0, ¢1], [90, 42]], [90, 43], [90, 4], [0 a5], [a1, g3] [a1, 44]
91, g5], (92, 4], [a2: 4], (92, g5]. a3, 4], (g3, g5] }-

Tendo em conta a propriedade do APED enunciada, este conjunto é precisa-
mente o conjunto de todos os pares de estados distinguiveis de D. Conse-
quentemente

Equp = {[q1, 4], [a4, ¢5]}

é o conjunto de pares de estados equivalentesde de D. A

Exemplo 1.55 Considere-se o AFD apresentado no Exemplo 1.4. De novo se
pretende encontrar todos os pares de estados distinguiveis de D seguindo o
APED. Note-se que todos os estados sao produtivos.
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Os pares de estados distinguiveis encontrados na fase inicial (valor inicial
de A, instrucao 1) sao os indicados na tabela:

Poly

IoI;

IyP, X X X
PoP; | Pol; | Tols

A partir dos pares ja encontrados, tentam-se encontrar novos pares como
indica a instrugao 2 do APED. Neste caso, considerando o par [PoPi,IoPq],
identifica-se um novo par: [Poly,Ipl;]. A partir do par [Poli, IpP;], identifica-se
um novo par: [PoPq,IpIi]. Por tdltimo, a partir do par [Ipl;, IpP1], identifica-se
um novo par: [PoP1, Pgli]. Deste modo, apds a execugao da instrugao 2 tem-se
Auxr = {[P()Il, 1011], [P()Pl, 1011], [P()Pl, P()Il]}. A tabela fica:

Poly X
Ipl; X X
LPi | ® ® | ®

PoP; | Poly | Tol;

Neste momento AU Auz € ja o conjunto de todos os pares de estados de D, pelo
que a guarda do ciclo é falsa. Como é natural, nesta situagao, nao se prossegue
a procura de mais pares de estados distinguiveis, pois todos os pares de estados
do AFD foram identificados. Assim, APED(D) = Dstp = Prsp e Equp = 0. A

Enunciam-se de seguida as propriedades de APED referidas anteriormente.

Proposicao 1.56 A execucgao do APED termina sempre e, sendo D o AFD de
entrada, APED(D) = Dstp. "

O APED pode ser usado para determinar se dois AFDS Dj e Dy sdo ou nao
equivalentes. Como se referiu anteriormente, pode assumir-se, sem perda de
generalidade, que os conjuntos dos estados ()1 e Q2 dos dois autéomatos sao
disjuntos. Assuma-se também, para ji, que os AFDS tém o mesmo alfabeto. A
ideia é construir a partir de Dy e Dy um novo AFD D, com o mesmo alfabeto,
o qual pode ser visto como uma uniao destes AFDS, no seguinte sentido: o seu
conjunto de estados é @)1 U (J2, mantém-se as transicoes existentes em D e as
transicoes em Do, e 0 seu conjunto de estados finais é ' = I} U F5, sendo F} o
conjunto dos estados finais de D1 e F5 o de Dy. O estado inicial tanto pode ser o
de D1 como o de Dy. Como Q1 e (2 sao disjuntos e se mantém as transicoes, os
caminhos de D que comegam no estado inicial de D, q(l), e terminam num estado
em F sdo exactamente os caminhos de D1 que comegam em g3 e terminam num
estado em F, e as palavras associadas a estes caminhos sao exactamente as
mesmas. Note-se que o conjunto destas palavras é precisamente Lp,. O mesmo
raciocinio se pode fazer relativamente a caminhos de D que tém inicio no estado
inicial de Do, qg, e terminam num estado final de D. Deste modo, para testar a
equivaléncia de D; e Do, basta determinar se o conjunto das palavras associadas
a caminhos de D que comegcam em qé e terminam num estado em F' é o conjunto
das palavras associadas a caminhos de D que comegam em ¢3 e terminam num
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estado em F'. Isto corresponde precisamente a determinar se os estados qé e qg
sao ou nao estados equivalentes de D. O algoritmo de teste a equivaléncia de
AFDS, ATEQ), é assim o seguinte.

ALGORITMO DE TESTE A EQUIVALENCIA DE AFDS (ATEQ):

ENTRADA: AFDS D1 = (Ql, I, (51, q(l), Fl) e D2 = (QQ, I, 52, q%, Fg)
tais que Q1 N Q2 =0
SAfDA: valor booleano ATEQ(D1, D)

1. construir o AFD D = (Q1 U Q2, 1,6, 4¢3, F1 U Fy) em que

61(q,a) seq€ Q1 edi(g,a)l
d(g,a) =< d2(q,a) seq€ Qzedaga)l
nao def caso contrario
2. calcular APED(D);
3. ATEQ(D1, Ds) = true se [¢},q?] € APED(D) e
ATEQ(D1, D9) = false caso contrario.

A execucao do ATEQ termina sempre e identifica como equivalentes dois
AFDS se e s se eles sdo equivalentes. Estas propriedades sdao enunciadas na
Proposigao 1.58.

Apresenta-se agora um exemplo de aplicacdo do ATEQ.

Exemplo 1.57 Considere-se o AFD Dy = (Q1, 1,01, ¢}, F2) em que

o Q1 = {po,p1,p2,P3,P4,P5};

o I ={a,b,c};

e 01 :(Q1 x I — @ étal que
(S falb]e]
Po || P1 | P2

P1 || P1 | Po | P4
D2 || P2 | Po | P5
D3 || P3 | P1 | P4

P4 || P2 | P5
D5 || P1 | P4
* ¢} = po;
o 1 = {ps,ps}.

Considere-se também o AFD Dy = (Q2, I, 02, g3, F») em que

o Qo ={ro,r1,72,73};

o [ ={a,b,c};
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e 02 : Q2 x I — Q) étal que
(6 [alb]c]

70 |7

i || T |To | T3

T2 || T2 | T1 | T3

3" |73

* ¢5 = 10;
[ ] F2 = {7“3}.

O objectivo é usar o ATEQ para determinar se estes AFDS sao ou nao equiv-
alentes.

O primeiro passo é construir o AFD indicado na instrucao 1 do ATEQ. Eo
AFD D = (Q,1,9,pg, F) em que

L Q = {pO,pl»anPSap%pS,7“037"177‘277”3}§
e ):(Q xI—Qétal que
Oflalb]c]

Do || P1 | P2
P1 || P1 | Po | P4
P2 || P2 | Po | P5
p3 || P3| P1 | P4
P4 || P2 | P5

b5 || P1 | P4
To || T1 | T

! L | To | T3

T2 || T2 | T1 | T3

3" |73

o F'={p4,ps, 13}

H& agora que calcular o conjunto dos pares de estados distinguiveis de D,
usando o APED. Ilustram-se apenas sucintamente as diferentes fases da con-
strucao da tabela usual. Os pares de estados distinguiveis que primeiro sao
identificados s@o os indicados na tabela seguinte:

p1 | X

p2 | X

p3 | X

pa| X | X | X | X

ps | X | X | X | X

70 X | X | X | X | X

| X X | X | X

r9 | X X | X | X

rg | X | X | X | X X | X | X
Po | P1 | P2 | P3| P4 |P5|TO |71 |72

35



A partir de [po, p1] identificam-se [p1, ps] e [p2, ps]. A partir de [pg, r1] identificam-
se [p1,7r2] e [p2,72]. A partir de [p1,ro] identifica-se [ps,r1]. A partir de [rg,r1]
identifica-se [ri,r2]. A tabela obtida é:

P | ®
b2
P3
P4
Ps
70
1
)
T3

X[ X| X[ X

R X | X| X
X | X | X| X

X X| X[ X
X
X

X X X

X | X | X X | X
Po | P1L |DP2|P3 |Pa|DP5|T0|T1 | T2

X | X|&
X
X

X | X|&

Dos outros pares identificados inicialmente nao resultam novos pares:

)41
D2
b3
P4
Ps
70
1
)
T3

RN IRX
R Q|| X

X[ R X|&®

R &®
D&

RV QR X

R &®

X
® ® | ®
Po | P1 | P2 | P3| Pa|P5|T0|T1 | T2

X | X
X | X

A partir de [p1,ps3], [p2,ps], [p1,72], [p2,72], [P3,71] € [r1,7r2] também nao se
identificam novos pares:

y4!
D2
p3
P4
DPs
70
1
T2
T3

RV &®
RO &®

VRN QR
VNV Q&
VR Q&

RV VIRV

RN &

&
Q| ®
P1 | P2 | P3| P4 |DP5|T0|T1| T2

=
S

Identificados todos os pares de estados distinguiveis, conclui-se que pg e ry sao
estados equivalentes. Assim, os AFDS dados sdo equivalentes. A

Enunciam-se agora as propriedades do ATEQ acima referidas.

Proposicao 1.58 A execugao do ATEQ termina sempre e, sendo D; e Dy 0s
AFDS de entrada, ATEQ(D;, D2) = true se e s6 se D1 e Do sdo equivalentes.
]
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Recorda-se que o ATEQ pressupoe que os AFDS D e Dy tém o mesmo
alfabeto. B f4cil perceber que, mesmo no caso de os alfabetos serem diferentes,
é possivel utilizar este algoritmo para determinar se os AFDS sao equivalentes.
Basta considerar AFDS semelhantes a D1 e Dy mas cujo alfabeto é a uniao dos
alfabetos de Dy e Ds e a funcao de transicao é convenientemente modidficada,
a semelhanca do que foi referido a propdsito do célculo do AFD produto no caso
0s AFDS de partida nao terem o mesmo alfabeto.

1.6 Minimizacao

Nas secgoes anteriores foram estudadas situagées em que € possivel eliminar es-
tados de um AFD e obter ainda um AFD equivalente. Sao AFDS que tém estados
intteis ou que tém estados equivalentes. Uma questao que se pode colocar é a
de saber quando é que deixa de ser possivel diminuir o niimero de estados sem
alterar a linguagem reconhecida pelo AFD. E importante saber se o AFD dado
é um AFD minimo, isto é, ter a certeza de que nao é possivel construir um AFD
equivalente ao dado mas com menos estados. Uma outra propriedade impor-
tante dos AFDS que serd estudada é a seguinte: se dois AFDS (ndo vacuosos) sao
equivalentes e nao tém estados intdteis nem estados distintos equivalentes, entao
eles sao isomorfos. Isto significa que os AFDS sdo essencialmente o mesmo, a
menos do nome dos respectivos estados. Uma consequéncia desta propriedade é
o facto de se poder concluir que para cada linguagem regular existe, a menos de
isomorfismo, um tnico AFD minimo. Esta seccao é dedicada ao estudo destas
propriedades dos AFDS.

Comega-se por definir a nocao de AFD minimo. De seguida mostra-se como,
dado um AFD D, é possivel construir um AFD minimo equivalente a D.

Defini¢ao 1.59 AFD MINIMO
Um AFD D diz-se minimo se nao existe nenhum AFD equivalente a D com menos
estados do que D. |

Para construir um AFD minimo equivalente a um AFD dado vai ser necessario
considerar um certa particdo do conjunto () dos seus estados. Uma particao de
Q@ é um conjunto de subconjuntos nao vazios de ), disjuntos dois a dois e cuja
unido é Q. A particdo que é relevante para a construcao de um AFD minimo é
a particao induzida pelos estados equivalentes do AFD.

Definigao 1.60 PARTICAO INDUZIDA PELOS ESTADOS EQUIVALENTES

Seja D um AFD com conjunto de estados Q. A particdo de Q induzida por Equp
é o conjunto (J,co{Cla]} em que Clq] = {¢} U{p € Q : [p,q] € Equp} para
cada ¢ € Q. <

Deixa-se como exercicio mostrar que a particao induzida por Equp da Definigao
1.60 é de facto uma particao de )

Exemplo 1.61 Considere-se o automato D referido no Exemplo 1.42. No Ex-
emplo 1.53 conclui-se que Equp = {[r, s|}. Seguindo a Definigao 1.60

e Cpl = {p};
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o Clgl ={q};
o Cr]=Cls] = {r,s}.
A partigao induzida por Equp, é assim {{p}, {q}, {r,s}}. A

Exemplo 1.62 Considere-se o autémato D referido no Exemplo 1.52. No Ex-
emplo 1.54 conclui-se que Equp = {[q1, 2], [94, ¢5]}. Seguindo a Definigao 1.60

* Clgo] = {ao};
e Clgs] = {as};
o Clgi] = Clgz] = {q1, q2}.
o Claa] = Clgs] = {au, 45}
A particao induzida por Equp é assim {{qo}, {3}, {q1, ¢}, {q@, a5} } A

Exemplo 1.63 Considere-se o autémato D referido no Exemplo 1.4. No Ex-
emplo 1.55 conclui-se que Equp, = ). Seguindo a Defini¢ao 1.60

o C[PoP1] ={PoP1};
o C[Poli] ={Poli };
o C[IyPq] = {IoP1};
e Clloli] = {ToL,}.

A partigao induzida por Equp é assim {{PoP1}, {Poli},{IoP1}, {Tol1 }}. A

A nocdo de equivaléncia entre estados permite estabelecer uma relacao
binaria ~ no conjunto @ dos estados de um AFD D: p ~ ¢ se p e ¢ sao es-
tados equivalentes. Esta relacao é reflexiva, simétrica e transitiva, logo é uma
relagao de equivaléncia. O conjunto das classes de equivaléncia desta relagao,
isto é, o conjunto quociente )/ ~, é precisamente a partigdo de @ induzida
por Equp definida acima. Para cada estado ¢ € @, o conjunto Clq] referido na
Definicao 1.60 é a classe de equivaléncia de ¢ determinada pela relagao ~.

Sao relevantes as seguintes propriedades da particao induzida por Equp.

Proposicao 1.64 Seja D = (Q,I,4,q0, F) um AFD e C' um conjunto da
particao induzida por Equp.

1. Se em C existe um estado final de D entdao C s6 tem estados finais.
2. Se (g, a)] para algum ¢ € C entdo §(¢’,a)] para qualquer ¢’ € C.

3. Se ¢ € C e d(q,a) = p entdo, para qualquer ¢ € C, §(¢’;a) = p ou
8(¢',a) = p' com [p,p'] € Equp. "

Mostra-se agora como construir um AFD minimo equivalente a um AFD dado.
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Defini¢ao 1.65 MINIMIZAGAO DE AFD
Dado um A¥D D = (Q, 1,0, qo, F'), a minimiza¢ao de D é o AFD MIN(D) con-
struido como se segue:

e se D é vacuoso entao MIN(D) é o AFD vacuoso candnico com alfabeto I
e estado inicial go;

e se D nao é vacuoso, MIN(D) = (Qm, I, 0m, 5", Fn) em que

— Qm = {Cy,C4,...,Cy} é a particao do conjunto dos estados de
UT(D) induzida por Equyppy, com qo € Co;

— O Qm X I — Qn ¢é tal que

5on(Cir ) = Cj se 6(q,a) € Cj para algum ¢ € C;
AT nao def se 8(q, a)7 para algum g € C;
paracadal<i<nea€l

- qp = Co;

— Fh={Ci:1<i<neC;,NF#0}. <

A minimizagao de D, MIN(D), é um AFD minimo equivalente a D. Este
resultado é estabelecido na Proposicao 1.67.

Exemplo 1.66 Considere-se o autémato D referido no Exemplo 1.42. Este
autémato nao é vacuoso e UT(D) = D. Recordando a particao {{p}, {q}, {r, s}}
induzida por Equp calculada no Exemplo 1.61, e designando por C o conjunto
{p}, por C1 o conjunto {q} e por Cs o conjunto {r, s}, conclui-se que a mini-
mizagao de D é MIN(D) = (Qm, {a, b}, om, qf*, Fm) em que

e Qm =1{Cy, C1,Ca};

® 0 Qm X {a,b} — Qn é tal que

(o[ af0b]
Cy || C1
Ch || C1 | Cy
Cy || C1 | Oy
e g5 = Co;
° Fm:{Cl} A

Enunciam-se de seguida as propriedades de MIN(D) acima referidas.

Proposicao 1.67 Dado um AFD D, MIN(D) é um AFD minimo equivalente
aD. [

Pode agora concluir-se que se um AFD nao vacuoso nao tem estados intteis
e nao tem estados distintos equivalentes entdao o AFD é minimo. Recorde-se
que o caso dos AFDS vacuosos ja foi referido anteriormente. Os AFDS minimos
para a linguagem vazia sao os que tém um s6 estado e nao tém transicoes nem
estados finais.
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Proposigao 1.68 Se um AFD nao vacuoso nao tem estados intteis e nao tem
estados distintos equivalentes entdao ¢ um AFD minimo.

Prova: Seja D um AFD nao vacuoso sem estados intteis e sem estados equiva-
lentes distintos. Entao MIN(D) é igual a D, a menos do nome dos estados (que
agora sao vistos como conjuntos). Pela Proposi¢ao 1.67, D é AFD minimo. m

Se dois AFDS sao equivalentes e minimos entao eles sao essencialmente o
mesmo, a menos do nome dos respectivos estados, ou seja, sdo isomorfos.

Proposigao 1.69 Dois AFDS equivalentes e minimos sao isomorfos. ]
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