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9% Lista de Exercicios

Nos exercicios em que ndo se especifica qual é o produto interno,
considere o produto interno usual (Euclideano) de R"

Problema 1.Diga se existe algum valor de & € R para o qual as matrizes
seguintes sao ortogonais:

o Wl o

Problema 2. Utilize o processo de Gram-Schmidt e a normalizacao para trans-
formar numa base ortonormal a base {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.

Problema 3. Determine uma base ortonormada para
U=1L((1,0,-1,0),(-1,2,0,1),(2,0,2,1),(2,2,1,1)) .

Problema 4.
Seja W o subespaco de R? dado pela equacao y = 2x. Determine W+ e a
distancia do vector (1, —1) aos subespacos W e W+,

1 1

Problema 5. Paraamatriz A = |—1 —1|, determine a decomposicao A = QR,
0 1

onde () é uma matriz ortogonal e R uma matriz tringular superior.

Problema 6. Decida quais das expressoes seguintes definem um produto interno.
Em caso negativo indique qual (ou quais) dos axiomas de defini¢do do produto
interno nao se verifica.

) {(u1, us), (v1,v2)) = dugvy + usvy + U Vs + dugvy em R2.
b) ((uy,us,us), (v1,v2,v3)) = U1 — UgVy + uUzv3 em R3.

) {(u1,u2,u3), (v1,v2,v3)) = udv? + usv3 + uiv: em R3.

) <(U1, UQ,Ug), (U1, V2, 123)> = U111 + U3v3 €1 R?’.
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Problema 7. Considere em C? o produto interno usual e u = (4,i) e v = (1 +
24,1 — 21).

a) Verifique se u e v sd0 ou nao ortogonais.
b) Determine proj,(u + v).

Problema 8.Seja M,y 0 espaco linear real das matrizes reais, 2 x 2 e U o
subespaco das matrizes anti-simétricas (ie A = —AT). Em My, considere o
produto interno

(A, B) = tr(ABT), (1)
onde tr designa o traco de uma matriz.

a) Mostre que (-, -) definido em (1) é um produto interno.

b) Determine a dimensao de U e de U~.

¢) Determine bases ortonormadas para U e para U”.
)

. . . 1 1
d) Determine as projeccoes ortogonais de [ } sobre U e sobre U™,

-1 2
. C o . .. 1 1
e) Qual a matriz anti-simétrica mais proxima de 1 9 ?
f) Determine a distancia de [_1 ;] aU.

Problema 9. Determine uma equagao para:

a) a recta que passa pelos pontos (2,2,0)

e (1,2,1).
b) o plano que passa por (1,1,—1),(0,1,0) e

(0,0, 1).

) ao plano = — 2y — z = 0, bem

).

Problema 11. Diga se sao simétricas, anti-simétricas, hermiteanas, anti-hermiteanas
ou unitarias as matrizes seguintes

Problema 10. Determine a distancia de (2,0,
2

1
como o vector do plano mais préximo de (0,2, 1

1 2 5 1 05 0 -1 0 Z
A=|-20 -3 B=|-103] Cc=|1 0 0 D:{_ZZ. @]
53 1 5 31 0 0 1

Problema 12. Seja A uma matriz anti-simétrica, n X n, com n impar. Diga qual
o valor de det(A). Dé um exemplo de uma matriz 3 x 3 anti-simétrica.

Problema 13. Mostre que toda a matriz A se pode escrever na forma A = R+T
onde R é simétrica e T" anti-simétrica.

Problema 14.Sendo A e B matrizes reais simétricas. Diga qual o valor 16gico
das afirmacoes:
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a) A+ B é simétrica.
b) AB é simétrica.
c) Se AB = BA entao AB é simétrica.

Problema 15. Seja A uma matriz real simétrica. Mostre que se u e v sao vectores
proprios de A associados a valores préprios distintos entao u e v sao ortogonais.

Problema 16.

Seja V' um espago linear real de dimensao n munido do produto interno (-, -)
euclideano e A uma matriz n X n que verifica (Au, Av) = (u,v), para todos os
vectores u,v € V. Mostre que:

||Av|| = ||v||, para todos os vectores v € V.
A é invertivel;

a)
b)
c) (A7 'u, A~1) = (u,v), para todos os vectores u,v € V;
d) (Au,v) = (u, A~'v), para todos os vectores u,v € V;

e) Mostre que se A é um valor préprio de A entao |\ = 1.

Problema 17. Considere um paralelipipedo definido pelos vectores u = (1,1, 0),
v=(0,1,1) e w = (1,0,1).

a) Determine a drea do paralelogramo definido por u e v.

b) Determine a altura do paralelipipedo.

¢) Determine o volume do paralelipipedo usando a nogao de determinante de
uma matriz. Use ainda os resultados das alineas anteriores para confirmar
o resultado obtido.



