2. Nocoes basicas de probabilidade

Palavras como
e provével (provavelmente)
e probabilidade
e acaso
e sorte

pertencem ao vocabulario corrente e sao utilizadas com extrema frequéncia por todos,
em parte por termos a conviccao de que a natureza é mutavel e incerta, de que o futuro
encerra em si inumeras possibilidades e de que o acaso governa o mundo.

Na formalizacao matematica actual, a probabilidade é um termo medindo o grau de

possibilidade ou de credibilidade de ocorréncia de um acontecimento.

2.1 Experiéncias aleatdérias. Espaco de resultados.

Acontecimentos. (2-1)

A formalizacao moderna de Probabilidade assenta nas nocoes de
e cxperiéncia aleatdria e seus possiveis resultados e de
e acontecimento.

Definigao 2.1 — Experiéncia aleatéria (E.A.)

Experiéncia cujo resultado exacto nao pode ser predito antes da realizacao da mesma

devido a intervencao do acaso. °

Nota 2.2 — No caso de a experiéncia aleatéria poder ser repetida um grande ntmero de
vezes, em condig¢oes mais ou menos semelhantes, os resultados globais apresentam certa

“regularidade estatistica”... °



Exemplo 2.3 — Experiéncias aleatorias

Designacao Experiéncia aleatéria (E.A.)

En Registo do ntmero de viaturas que atingem os 100K'm/h em menos

de 6 segundos, em 7 viaturas testadas

Es Contagem do ntimero anual de acidentes de automével na Al

FEs Medicao da resisténcia de uma mola da suspensao de uma viatura

Definicao 2.4 — Espacgo de resultados
Conjunto de todos os resultados possiveis de uma E.A. E conhecido antes de a E.A. se

realizar e é usualmente representado pela letra grega (2. °

Nota 2.5 — € diz-se:
e discreto — caso #fQ seja finito ou infinito numeravel;

e continuo — se #(2 for infinito nao numeravel. °

Exemplo 2.6 — Espacgos de resultados
Na tabela seguinte figuram os espacos de resultados das trés experiéncias aleatdrias

apresentadas no Exemplo 2.3:

E.A. Espago de resultados (§2) Classificacao de Q

Eq {0,1,2,3,4,5,6,7} Discreto (finito)
E, {0,1,2,...} Discreto (infinito numeravel)
E3 R* Continuo (infinito ndo numerdvel)
[ ]
Defini¢ao 2.7 — Acontecimento (evento)
Designacao dada a qualquer subconjunto do espaco de resultados. °

Nota 2.8 — Em relacao a uma dada E.A. diz-se que o evento A ocorreu sse o resultado

da E.A. pertencer a A. °



Exemplo 2.9 — Eventos
De seguida apresentam-se alguns eventos associados as trés experiéncias aleatérias

descritas no Exemplo 2.3:

E.A. Evento

Ey A = “nenhuma das 7 viaturas testadas atingiu os 100Km/h
em menos de 6 segundos”
= {0}
B = “pelo menos 4 das 7 viaturas testadas atingiu os 100Km/h

em menos de 6 segundos”

={4,5,6,7}
Ey C = “registo de mais de 5 acidentes anuais na A1”
={5,6,...}
Es D = “resisténcia superior a 8 unidades”
= (8,4+0)
[
Nota 2.10 — O evento A diz-se:
e elementar — quando constituido por um tnico elemento de €, i.e., #A = 1;
e certo — se A =€);
e impossivel — caso A = (). .
Definicao 2.11 — Eventos disjuntos
Os eventos A e B dizem-se disjuntos (ou mutuamente exclusivos, ou incompativeis) sse
ANB =10, (2.1)
i.e., se a realizacao simultanea de A e B for impossivel. °
Definicao 2.12 — Inclusao de eventos
Quando o evento A estd contido (incluso) em B — A C B — verifica-se:
Realizacdo de A = Realizacao de B (2.2)
Realizacao de A # Realizacao de B, (2.3)

i.e., a realizacdo de A implica a de B mas a implicagdao no sentido contrario nao é neces-

sariamente verdadeira. °



Uma vez que os eventos nao passam de (sub)conjuntos é possivel efectuar
operagoes sobre eventos ja nossas conhecidas como sao o caso da interseccao, da
reuniao, etc. Descreveremos o seu significado em termos de realizacoes de eventos quer
verbalmente, quer a custa de um diagrama de Venn.

Sejam
e () o0 espaco de resultados de uma E.A. e
e A e B dois eventos.

Entao podemos efectuar as seguintes operacoes sobre A e B:

Operacgao Notacao Descrigao verbal Diagrama de Venn
Interseccao ANB Realizagdo simultanea de A e de B
Reuniao AUB Realizacao de A ou de B, i.e.,

de pelo menos um dos dois eventos

Diferenca B\A Realizagdo de B sem que se realize A

(B excepto A)

A\B Realizagao de A sem que se realize B

(A excepto B)

|

Complementar Nao realizacdo de A




As operagoes sobre eventos gozam de propriedades bem conhecidas como a associa-

tividade, comutatividade, etc., que convém recordar:

Propriedade Descricao matematica

Associatividade (AnNB)NC=An(BNCQC)
(AUB)UC =AU (BUC)

Comutatividade ANB=BnNnA
AUB=BUA
Distributividade (ANB)UC=(AUC)N(BUC)
(AuUB)NnC=(AnC)u(BncC

~—

Idempoténcia ANA=A
AUA=A
Absorgao ACB=ANB=A

ACcB=AUB=B

Modulares ANQ=A
AUQ=Q
AND=10
Aud=A
Leis de De Morgan ANB=AUB
AUB=ANnB
Dupla negacao A=A




2.2 Nocao de probabilidade. Interpretacoes frequencista

e subjectivista. Axiomas. (2-2)

A probabilidade é um conceito extraordinariamente complexo e, como teremos ocasiao
de ver daqui a pouco, somos capazes de adiantar algumas nogoes de probabilidade que se

revelarao insatisfatorias devido a limitacoes a elas subjacentes.

Definicao 2.13 — Probabilidade classica de Laplace
Considere-se uma E.A. com espago de resultados 2 com as seguintes particularidades: §2
é constituido por

e n eventos elementares (#Q = n)

e distintos

e igualmente provaveis' e em

e numero finito.

Considere-se ainda que a realizacao do evento A passa pela ocorréncia de m dos n eventos

elementares, i.e., #A = m. Entao a probabilidade de realizacao de A é dada por:

numero de casos favoraveis a ocorréncia de A

P(4) = - —
nimero de casos possiveis
_ #4
= 4q
m
= 2.4
i (24)
[ ]
Nota 2.14 — Limitacoes
Esta definicao s6 é valida quando
o #() < 400 (ou seja, o nimero de eventos elementares é finito) e
e () é constituido por eventos elementares igualmente provaveis,
pressupostos estes frequentemente violados na pratica. °

INada leva a crer que a ocorréncia de algum dos eventos é privilegiada em relacio aos restantes.



Exemplo 2.15 — Probabilidade classica de Laplace
Admita que num stand se encontram 353 viaturas de somente duas marcas (A e B).
Destas:

e 201 sao da marca A;

e 57 possuem direccao assistida;

e 37 sao da marca A e possuem direcgao assistida.
Calcule a probabilidade de uma viatura seleccionada ao acaso ser da marca A.

¢ Evento

A = “viatura seleccionada ao acaso ser da marca A”

e No. casos favoraveis

m = 201

e No. casos possiveis

n = 353

e Probabilidade pedida

n
201

353

Antes de passarmos a uma outra nocao de probabilidade é conveniente adiantarmos a
definicao de frequéncia relativa de um evento bem como as propriedades algébricas dessa

mesma frequéncia.

Definicao 2.16 — Frequéncia relativa
Sejam:

e N o nimero de realizagbes (nas mesmas condigoes) de certa E.A;

e ny(A) o nimero de vezes que o evento A ocorreu nas N realizagoes da E.A. (i.e.,

representa a frequéncia absoluta do evento A).
Entao a frequéncia relativa do evento A é dada por
ny(A)
N

fn(A) = (2.5)



Nota 2.17 — Propriedades algébricas

A frequencia relativa satisfaz as seguintes propriedades:
e 0< fn(A) <1

o fNn(AUB) = fy(A)+ fn(B),se AN B =)
e fn(A) estabiliza a medida que N aumenta. o

Nao surpreende pois a seguinte nogao de probabilidade.

Definicao 2.18 — Probabilidade Frequencista
A probabilidade do evento A é igual ao limite da frequéncia relativa da ocorréncia do

evento A:

Py = dim W o oA, (2.6)

N—+o00 N N—+oco

Exemplo 2.19 — Probabilidade frequencista
Foram registados os resultados respeitantes a um total de 100 lancamentos de uma moeda

equilibrada. Assim, nas colunas da tabela abaixo podem encontrar-se

e o numero do langamento (N),

e o resultado do N—ésimo langamento (O=coroa, 1=cara) e

e afrequéncia relativa do evento A = “sair cara” até ao N —ésimo lancamento (fx(A)),
respectivamente.

N (O=coroa, 1=cara) fn(A) e N (0O=coroa, 1=cara) fn(A)

1 1 1 91 1 el

2 0 3 92 1 el

3 1 2 93 0 a

4 0 3 94 0 3

10 1 2 100 0 2

A esta tabela segue-se o correspondente gréfico da frequéncia relativa fy(A) (a es-
querda) e o deste e de outros dois conjuntos de 100 langamentos (& direita). Em ambos
¢é evidente a estabilizacao da frequéncia relativa em torno de 0.5 a medida que o niimero

total de langamentos (N) aumenta.



Freq. Freq.

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
20 40 60 80 100 " 20 40 60 80 100 .

Nota 2.20 — Limitagoes
Esta nogao de probabilidade nao é razoavel caso a E.A. nao possa ser realizada mais do

que uma vez ou quando ela é hipotética (por exemplo, uma ida a Marte). °

Definicao 2.21 — Probabilidade subjectiva
Uma pessoa pode atribuir a um evento um nimero real no intervalo [0, 1] a que se dara
o nome de probabilidade do evento e que expressa um grau de credibilidade pessoal na

ocorréncia do evento. °

Exemplo 2.22 — Probabilidade subjectiva
Ao perguntar-se qual a probabilidade de visitar-se o planeta Marte antes do ano 2030

obteve-se as seguintes respostas de duas pessoas:
e funcionario da NASA — 0.5;

e taxista — 0. °

Este exemplo leva a considerar uma outra nogao de probabilidade que devera ser

precedida pela apresentacao da nogao de o—algebra de eventos.

Definicao 2.23 — o—algebra de eventos
Trata-se de uma colecgdo nao vazia de eventos (probabilizaveis), A, que verifica as
seguintes propriedades:

1. Qe A;

2. Ac A= Ac A;

3. UL A; € A para qualquer coleccao contével de eventos de A, seja ela

{AhAQ,...}. L



Exemplo 2.24 — o—algebra de eventos

L -’41 = {@7 Q}a
o A, = IP(Q2) que representa as “partes de 27, i.e., a colecgao de todos os subconjuntos
de Q. o

Defini¢ao 2.25 — Funcgao de probabilidade (no sentido de Kolmogorov)
Funcao que possui por dominio a o—algebra de eventos e por contradominio o intervalo
0,1] — i,

P:A—[0,1] (2.7)

— e com a particularidade de respeitar os seguintes...

Axiomas
1. P(Q) =1.
2.0<PA) <1,VAe A

3. Seja {Ai, As,...} uma colecgao contavel de eventos mutuamente exclusivos de A
(ie. AinA;=0,i# j). Entao

+oo +00
P (U Az-) — 3 P4y, (23)
i=1 i=1
Proposicao 2.26 — Consequéncias elementares dos axiomas

Os axiomas nao nos ensinam a calcular probabilidades mas estabelecem regras para o seu

calculo — muito em particular algumas das suas seguintes consequéncias elementares:

1. P(0)=0;

2. P(A)=1- P(A);

3. AC B= P(A) < P(B);

4. P(B\A) = P(B) — P(ANB). °
Exercicio 2.27 — Demonstre as consequéncias elementares dos axiomas. °

10



Exemplo 2.28 — Consequéncias elementares dos axiomas

Uma companhia de telecomunicagoes classifica as chamadas como sendo do tipo:

e I/ caso haja transmissao de voz;

e D, caso haja de dados (por modem ou fax).

Com base em informacao da companhia pode adiantar-se que:

Evento Probabilidade
V = “transmissao de voz” P(V)=0.7

D = “transmissao de dados” P(D)=0.5

V' N D = “transmissao simultanea de voz e dados” P(VND)=02

(a) Calcule a probabilidade de a transmissao nao ser de voz.

e Evento
V = “transmissao nao ser de voz”
e Probabilidade pedida
P(V) = 1-P(V)
= 1-0.7
= 0.3.

(b) Obtenha a probabilidade de haver exclusivamente transmissao de voz.

e Evento
V\D = “transmissao exclusiva de voz”
e Probabilidade pedida
P(V\D) = P(V)—-P(VND)
= 0.7-02
= 0.5.

Nota 2.29 — Um evento pode ainda ser classificado de:

e quase-certo — se P(A) =1 no entanto A # Q;

e quase-impossivel — caso P(A) = 0 mas A # ().

Exemplo 2.30 — Dé exemplos de eventos quase-certos e quase-impossiveis.

11



2.3 Regras de adicao. (2-3)

De seguida sao enunciados dois resultados que permitirao o calculo da probabilidade da

reuniao de dois e de trés eventos.

Proposicao 2.31 — Reuniao de dois eventos
P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AN B). (2.9)
Demonstragao

P(AUB) = P[(A\B)U(ANB)U(B\A)]
— P(A\B)+ P(ANB)+ P(B\A)
— [P(A) - P(ANB)|+ P(ANB) + [P(B) — P(AN B)]
= P(A)+ P(B)— P(ANnB). (2.10)

Proposicao 2.32 — Reuniao de trés eventos

P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C)
—P(ANB)—PANC)—P(BN(C)
+P(ANBNC). (2.11)

Exercicio 2.33 — Demonstre a regra de adi¢ao (2.11). o

Exemplo 2.34 — Regras de adicgao

Retome o Exemplo 2.15 respeitante ao stand com 353 viaturas.
(a) Organize uma tabela com os eventos ja descritos e com as respectivas probabilidades.

e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Casos favor. Casos poss. Probabilidade
A = “viat. marca A” 201 353 P(A) =23

D = “viat. com direcgao assist.” 57 353 P(D) = 3%
AN D = “viat. marca A com direcgao assist.” 37 353 P(AND) = %

12



(b) Obtenha a probabilidade de uma viatura seleccionado ao acaso ser da marca A ou

possuir direccao assistida.

¢ Evento
AUD

e Probabilidade pedida
P(AuD) = P(A)+P(D)—P(AND,)

_ 201, 57T 37
353 353 353
221
- 353

2.4 Probabilidade condicionada. (2-4)

Motivagao 2.35 — Suponha que dispomos de um baralho de 52 cartas (13 de cada

naipe) do qual extraimos uma carta ao acaso.

(a) Qual a probabilidade de ter saido o rei de copas? 1/52

(b) Qual a probabilidade de ter saido o rei de copas sabendo a partida que a carta
extraida é uma carta de paus? 0

(c¢) E se soubéssemos de antemao que a carta é de copas? 1/13 o
Nota 2.36 — Como pudemos ver, a probabilidade do evento sair o rei de copas foi
sucessivamente avaliada a medida que nos foi adiantada informacao. °

A questao que se coloca naturalmente é: de que forma a obtencao de informagao

adicional (correspondente a ocorréncia de eventos) pode vir a influenciar a célculo de
probabilidades?

Definicao 2.37 — Probabilidade condicionada
Sejam:

e () o0 espaco de resultados;

e P a funcao de probabilidade.

Entao a probabilidade do evento A condicionada pela ocorréncia do evento B é dada por

P(A|B) = W, (2.12)
desde que P(B) > 0. o

13



Nota 2.38 — Esta probabilidade também pode ler-se do seguinte modo probabilidade de
A dado B ou probabilidade de A sabendo que B ocorreu e representa uma reavaliacao da

probabilidade de A face ao facto de B ter ocorrido. °

Exemplo 2.39 (cont.) — Qual a probabilidade de a carta seleccionada ao acaso ser o

rei de copas sabendo a partida que se trata de uma carta de copas?

e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Probabilidade

A = Sair o rei de copas P(A) = 2

B = Sair uma carta de copas P(B) = é—g

¢ Evento

A|B
e Prob. pedida

P(ANB)
P(B)
P(sair o rei de copas e sair carta de copas)

P(A|B) =

P(sair copas)

—— (2.13)

Nota 2.40 — P(...|B) é uma fungao de probabilidade (no sentido de Kolmogorov) como

tal respeita os trés axiomas seguintes:
1. P(Q|B) = 1;

2. 0 < P(A|B) < 1,VA € A;

14



3. Seja {Aj, As, ...} uma colec¢do contével de eventos mutuamente exclusivos de A4
(16 AZ N Aj = @,Z 7£ j) Entao

P [(0",4)‘3] ~ " P(AB) (214

i=1

Para além disso verifica as consequéncias elementares destes mesmos axiomas enunciadas

na Proposigao 2.26. °

Exemplo 2.41 — Um grupo de alunos do lo. ano de Mecanica elaborou 100 programas.

Constatou-se que
e 20% possuem Erros de Sintaxe (S),
e 30% possuem Erros de Input/Output (I0) e
e 10% possuem Erros de Sintaxe e Input/Output.

Admitamos que foi escolhido ao acaso um programa e que este possuia Erros de Sintaxe.

Neste caso qual a probabilidade do programa possuir (também) Erros de Input/Output?

e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Probabilidade
S = programa com erros de Sintaxe P(S)=0.2
10 = programa com erros de Input/Output P(I0)=0.3

S N 10 = programa com erros de Sintaxe e de Input/Output P(SNI0)=0.1

¢ Evento

I10|S
e Prob. pedida

P(SNI0O)

PUOIS) = =g

=
—_

= oO
[\

(2.15)

15



2.5 Regras de multiplicagao (leis das probabilidades
compostas e da probabilidade total). (2-5)

Motivagao 2.42 — Suponha que se conhece P(A|B) e P(B). Sera que podemos calcular
P(AN B)? A resposta ¢ afirmativa:
P(AN B) = P(B)P(A|B). (2.16)

A generalizacao deste resultado para a interseccao de n eventos constitui a lei das proba-

bilidades compostas (uma de duas regras da multiplicagao). .

Proposicao 2.43 — Lei das probabilidades compostas
Considere-se uma coleccdo de n eventos {A;}i—1. ., tal que P(4;) > 0 e
P(AinAsn...A,_1) > 0. Entao

P(AiNAyN...NA,_.1NA,) = P(A)) x P(A3|A;) x P[As3](A; N Ay)]

77777

Exercicio 2.44 — Demonstre a lei das prob. compostas enunciada na Prop. 2.43. °

Com o exemplo que se segue, veremos que a lei das probabilidades compostas ¢ de extrema
utilidade especialmente quando pretendemos calcular a probabilidade de sequéncias de

eventos em experiéncias aleatorias.

Exemplo 2.45 — Lei das probabilidades compostas

Considere-se um lote de 100 molas do sistema de suspensao de automével. Destas, 20
sao consideradas defeituosas (D) por violarem a lei de Hooke quando se aplica uma forga
superior a 35 x 10*N.

Responda as questoes seguintes sabendo que foram recolhidas 3 molas ao acaso e sem
reposicao deste lote.

(a) Qual a probabilidade das 3 molas nao serem defeituosas?
e Evento

D1 N DyN Dy = “la., 2a.e 3a. molas nao defeituosas”

e Prob. pedida

P(D,NDynDy) L™ p(Dy) x P(Dy|Dy) x P[Ds|(Dy N Dy)]
80 80—1 80—1-—1
X X
100 " 100—1 100—1—1
80 79 78
— X — X —.
100 ~ 99 ~ 98
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(b) Qual a probabilidade de, nessa mesma recolha, obtermos uma mola defeituosa so-

mente a 3a. extracgao?

e Evento

Di N DyN D3 = “la., 2a. molas nao defeituosas e 3a.mola defeituosa”

e Prob. pedida

P(D,NDyn Dy) 7™ p(Dy) x P(Dy|Dy) x PIDs|(Dy N Dy)]

B 80 y 80 — 1 y 20
n 100 7 100—1 " 100—1—1
80 79 20
= — X — X —.
100~ 99 © 98

A nocao de particao do espaco de resultados enunciada ja a seguir é necessaria para
enunciar nao s6 a lei da probabilidade total nesta seccao como o Teorema de Bayes

enunciado ainda neste capitulo.

Definicao 2.46 — Particao de ()
A colecgao de n eventos Pq = {A4;}i—1._» diz-se uma parti¢do de 2 sse:
e A,NA; =0,i+# j (eventos disjuntos dois a dois);
o Ul Ai =
o P(A)>0,i=1,...,n2 °

Exemplo 2.47 — Particao
e E.A. — Registo do niimero de acidentes na Al durante um ano
e 0=1{0,1,2,...}

o Po={{i}}i—012.., particao constituida por todos os eventos elementares de 2

e P, =1{{0,2,4,6,...},{1,3,5,...}}, particao constituida pelos eventos “registo de

nimero par’ e “registo de ntimero impar”. °

2 As particoes com que lidaremos sdo de um modo geral constituidas por um nimero finito de eventos.
Estes também podem ser em ntmero infinito numeravel. No ambito desta disciplina nao se considerarao

particoes com um numero infinito nao numeravel de eventos, dai a notagao.

17



Proposicao 2.48 — Lei da probabilidade total

Sejam:
e B um evento;

o Po={A,;},—1. ., uma particao de €.

Entao
P(B) =Y P(BA)P(A). (2.13)
i=1
°
Nota 2.49 — Este resultado reveste-se de grande importancia por permitir calcular a

probabilidade de um evento B quando se dispoe das probabilidades de B condicionadas
a eventos A; (que constituem uma partigdo de 2) e das probabilidades destes eventos

condicionais. °

Exercicio 2.50 — Prove a lei da probabilidade total enunciada anteriormente na Propo-
sicao 2.48. °

Exemplo 2.51 — Lei da probabilidade total 3

Com o objectivo de aumentar a seguranca de criancas em automoveis, estao a ser testados
dois dispositivos de retencao A e B. As simulacoes mostraram que, em caso de acidente
grave, o dispositivo A (resp. B) é eficaz em 95% (resp. 96%) dos casos. Admita que no
mercado s6 passarao a existir estes dois dispositivos, instalados em automédveis exacta-
mente na mesma proporc¢ao. Qual a probabilidade do dispositivo de retencao instalado

num automovel seleccionado ao acaso vir a ser eficaz em caso de acidente grave?

e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Probabilidade

A = dispositivo do tipo A P(A)=0.5

B = dispositivo do tipo B P(B)=0.5
)="7

(

(
E = dispositivo eficaz em caso de acidente grave P(E
E|A = dispositivo eficaz... dado que é do tipo A P(E|A) = 0.95
(

E|B = dispositivo eficaz... dado que é do tipo B P(E|B) = 0.96

3Adaptado do Exame de 1a. Epoca, 24 de Junho de 2006.
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e Evento
E = dispositivo eficaz em caso de acidente grave
e Prob. pedida

P(E) P2 p(E|A) x P(A) + P(E|B) x P(B)
- 0.95 x 0.5 + 0.96 x 0.5
- 0.955.

(Por que razao P(F) é igual a média de P(E|A) e P(E|B)?) .

2.6 Acontecimentos independentes. (2-6)

Definicao 2.52 — Eventos independentes

Os eventos A e B dizem-se independentes sse

P(ANB) = P(A) x P(B), (2.19)
Neste caso é usual escrever-se ALl B. °

Exemplo 2.53 — Lei da probabilidade total; eventos independentes *
75% da populagao de Nicosia (Chipre) é grega e 25% turca. Apurou-se também que 20%

dos gregos e 10% dos turcos falam inglés.

(a) Qual a percentagem da populagao de Nicosia que fala inglés?

e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Probabilidade
G = habitante grego P(G)=0.75
T = habitante turco P(T)=10.25

I = habitante falar inglés P(I)="7

I|G = habitante falar inglés dado que é grego P(I|G) = 0.20
I|T = habitante falar inglés dado que é turco P(I|T) = 0.10

e Evento

I = habitante falar inglés

4Adaptado do Teste A, 22 de Abril de 2006.
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e Prob. pedida
p(I1) et p1G) x P(G) + PUI|T) x P(T)
= 0.20 x 0.75+0.10 x 0.25
- 0.175.

(b) Serao os eventos “ser grego” e “falar inglés” eventos independentes?

e Averiguacao de independéncia
P(GNI) = P(I|G) x P(G)
= 0.20 x 0.75
= 0.15
”
P(G)x P(I) = 0.75x0.175
= 0.13125.

e Conclusao

Ja que P(GNI) # P(G) x P(I) pode afirmar-se que G e I nao sao eventos

independentes como, alids, seria de esperar. °

Proposicao 2.54 — Consequéncias

1. Sejam A e B eventos independentes tais que P(A) > 0 e P(B) > 0. Entao:
o P(A[B) = P(A);
e P(B|A) = P(B).

Isto é, o conhecimento de B nao afecta a reavaliagao da probabilidade de A, e

vice-versa.
2. Sejam A e B dois eventos tais que:
e AN B = (eventos disjuntos);
e P(A)>0e P(B)>0.
Entao AJL B, i.e., A e B nao sao independentes.

3. Tem-se, para qualquer evento A:

o AlLD:;
o A1l
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4. Sejam A e B dois eventos independentes. Entao:
o AllB:;
o ALl B:;
o AllB.
Exercicio 2.55 — Demonstre a Proposicao 2.54.

Nota 2.56 — Independéncia completa (trés eventos)
Os eventos A, B e C dizem-se completamente independentes sse
e P(ANB)=P(A) x P(B);
e P(ANC) = P(A) x P(C);
e P(BNC)=P(B) x P(C);
e P(ANBNC)=P(A) x P(B) x P(C).

Nota 2.57 — Independéncia completa (n eventos)

Os eventos Ay, ..., A, dizem-se completamente independentes sse o forem dois a dois, trés

a tres, ..., nan.

2.7 Teorema de Bayes. (2-7)

Motivacao 2.58 — Uma vez conhecida a probabilidade P(B|A) podera avaliar-se

P(A|B)? A resposta a esta questao ¢ afirmativa —
P(A|B) = P(B|A) x ——~
— ¢ ¢ enunciada no teorema que se segue.

Teorema 2.59 — Teorema de Bayes
Sejam:
e B um evento tal que P(B) > 0;
e Py ={A,... A,} uma partigao de €.
Entao
P(B|A;)P(A;
Pljp) = T
Recorrendo a lei da probabilidade total pode adiantar-se que
P(B|A:)P(A)
=1 P(B|Aj)P(4;)

P(Ai|B) =
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Nota 2.60 — Este resultado permite que a reavaliacao das probabilidades se faca tanto

num sentido como noutro:

e A, sabendo B e
e B sabendo A;. °

Exemplo 2.61 — Teorema de Bayes °
Retome o Exemplo 2.51 e calcule agora a probabilidade de o dispositivo ser do tipo A

sabendo que foi eficaz em caso de acidente grave.

¢ Evento

A|E = dispositivo do tipo A dado que foi eficaz em caso de acidente grave

e Prob. pedida

P(E|A) x P(A)
P(E)
0.95 x 0.5

0.955
= 0.4974.

P(A|E) teorem& Bayes

Exemplo 2.62 — Lei da probabilidade total e teorema de Bayes °
Quatro instrumentos de corte, um de cada uma das marcas My, My, M3 e My, funcionam

satisfatoriamente com probabilidade 0.9, 0.8, 0.6, 0.4, respectivamente para cada marca.

(a) Determine a probabilidade de um instrumento, seleccionado ao acaso desses quatro,

funcionar satisfatoriamente.
e Evento
S = instrum. seleccionado funcionar satisfatoriamente

e Prob. pedida
. 4
P(S) lei pro:b.total ZP S|M x P(M)

1=

1
= (0.9+0.840.6+0.4) x0.25
= 0.675.

(Consulte o quadro de eventos e probabilidades que se segue.)

5Adaptado do Exame de la. E/)poca7 24 de Junho de 2006.
SExame de Epoca Especial, 8 de Setembro de 2004.
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e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Probabilidade
M; = instrum. ser da marca ¢ P(M;)=0.25,i=1,2,3,4
S = instrum. func. satisf. P(S)="7
09,:=1
. . ) , 0.8,i =2
S|M; = instrum. func. satisf. dado que é da marca i P(S|M;) =
0.6,i =3
0.4,i=4

(b) Sabendo que o instrumento seleccionado ao acaso nao funciona satisfatoriamente,

qual a probabilidade de se ter selecionado um dos dois instrumentos menos fiaveis?

e Evento

(M3 U M,)|S =instrum. seleccionado ser da duas marcas menos fidveis dado

que nao funcionou satisfatoriamente

e Prob. pedida

PIM;UM)IS] = P(My[S) + P(MyS)
seorema Bayes P(S|Ms) x P(Ms)  P(S|My) x P(M,)
B P(S) P(S)
[1 — P(S|Ms)] x P(Ms)
1—P(5)
[1 — P(S|My)] x P(My)
1—P(S5)
(1-0.6)%x025 (1—04)x0.25

1-10.675 N 1-0.675
= 0.769.

Texto de apoio: Pestana, D.D. e Velosa, S.F. (2002). Introdu¢io a Probabilidade e a
Estatistica. Fundagao Calouste Gulbenkian, Lisboa.
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